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Пусть ∆ обозначает стандартный тетраэдр, и пусть
•
∆ — тетраэдр ∆ с удаленными вер-

шинами. Идеальной триангуляцией компактного 3-многообразия M с непустым краем
называется реализация внутренности многообразия M в виде склейки конечного числа
копий тетраэдра

•
∆ по аффинным гомеоморфизмам их граней. Идеальная триангуляция

многообразия M называется минимальной, если она содержит наименьшее число тет-
раэдров среди всех идеальных триангуляций многообразия M . Число тетраэдров в ми-
нимальной триангуляции многообразия M называется триангуляционной сложностью
многообразия M и обозначается c∆(M).

Как и другие инварианты многообразий, которые определены как минимум некоторого
числа, триангуляционную сложность довольно трудно вычислять. Точные значения три-
ангуляционной сложности в первую очередь известны для многообразий, табулированных
при помощи компьютера. Полная таблица ориентируемых гиперболических многообразий
с каспами до сложности 9 включительно, описанная в [1], содержит 162 182 минималь-
ных идеальных триангуляций для 61 911 многообразий. Все эти многообразия вместе с
триангуляциями включены в компьютерные программы SnapPy [2] и Regina [3], что поз-
воляет использовать мощные компьютерные средства для их исследования. Р. Фридже-
рио, Б. Мартелли и К. Петронио классифицировали в [4] все компактные ориентируемые
гиперболические 3-многообразия M конечного объема с непустым вполне геодезическим
краем до сложности 4 включительно.

Относительно легко получить верхние оценки триангуляционной сложности многообра-
зия, для этого достаточно построить какую-нибудь его триангуляцию. С другой стороны,
задача отыскания нижних оценок намного сложнее. В настоящее время известно лишь
несколько нижних оценок сложности произвольных 3-многообразий с непустым краем.

Первая оценка сложности основана на хорошо известном неравенстве В. Терстона [5]:

(1) c∆(M) >
V ol(M)

v3

,

где M — гиперболическое многообразие с каспами, v3 — объем правильного идеального
гиперболического тетраэдра. В частности, любая идеальная триангуляция, включающая
только правильные идеальные гиперболические тетраэдры, минимальна. Взятие конеч-
нолистных накрытий над такими триангуляциями приводит к бесконечному числу мини-
мальных триангуляций, для которых указанное выше неравенство является равенством.
Впервые неравенство (1) было применено С. Анисовым в [6], где он установил точные
значения сложности для конечнолистных накрытий дополнения узла восьмерка. Позднее
полный список таких многообразий, состоящих из не более чем 25 правильных идеальных
гиперболических тетраэдров, был построен Е. Фоминых, С. Гаруфалидисом, М. Гернером,
В. Таркаевым и А. Весниным в [7] и доступен в [2]. К. Петронио и А. Веснин в [8] получили
нижние оценки объемов дополнительных пространств двухмостовых узлов, что в совокуп-
ности с формулой (1) дает нижние оценки их сложности. М. Ишикава и К. Немото в [9]
объединили эти оценки с верхними оценками триангуляционной сложности дополнений
двухмостовых узлов и тем самым установили точные значения сложности для бесконеч-
ного семейства двухмостовых узлов. Отметим, что в общем случае разрыв между левой
и правой частями неравенства (1) может быть сколь угодно большим.
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Пусть M — компактное 3-многообразия с непустым краем и T — его произвольная
идеальная триангуляция. Обозначим через t(T ) и e(T ) соответственно число тетраэдров
и число ребер триангуляции T . Поскольку χ(M) = e(T )− t(T ), триангуляция T содержит
наименьшее число ребер среди всех идеальных триангуляций многообразия M тогда и
только тогда, когда она является минимальной, т.е. c∆(M) = t(T ). Это простое наблюдение
позволяет сводить задачу установления сложности многообразия к нахождению идеальной
триангуляции, содержащей минимально возможное число ребер.

Р. Фриджерио, Б. Мартелли и К. Петронио заметили [10, Lemma 2.1], что для произ-
вольной идеальной триангуляции справедливо неравенство

(2) e(T ) > b(M),

где b(M) — число компонент края многообразия M . Отсюда мы сразу получаем вторую
известную нижнюю оценку триангуляционной сложности:

(3) c∆(M) > b(M)− χ(M).

С. Матвеев и Е. Первова в [12] построили следующую нижнюю оценку триангуляцион-
ной сложности для произвольного замкнутого неприводимого ориентируемого 3-многооб-
разия M :

(4) c∆(M) > 2 log5 |Tor(H1(M))|+ β1 − 1,

где |Tor(H1(M))| — порядок подгруппы кручения первой группы гомологий H1(M ;Z) и
β1 — первое число Бетти многообразия M . Заметим, что среди всех табулированных мно-
гообразий указанного вида, а их более ста тысяч, оценка точна только для линзового про-
странства L5,2. Поэтому задача построения нижней оценки триангуляционной сложности
компактных 3-многообразий с непустым краем через их группы гомологий и исследование
ее точности является довольно актуальной.

Наше исследование показало, что для нижних оценок сложности многообразий с краем
более информативными являются их группы гомологий с коэффициентами в Z2. Оказа-
лось, что число ребер триангуляции можно оценить снизу через второе число Бетти.

Предложение 1. Пусть M — компактное 3-многообразие с непустым краем и T — его
идеальная триангуляция. Тогда

e(T ) > β2(M ;Z2) + 1.

Это сразу дает новую нижнюю оценку триангуляционной сложности многообразий с
непустым краем.

Теорема 1. Пусть M — компактное 3-многообразие с непустым краем. Тогда

c∆(M) > β1(M ;Z2).

Оказалось, что нижняя оценка триангуляционной сложности из теоремы 1 существенно
сильнее оценки из неравенства (3).

Теорема 2. Пусть M — компактное 3-многообразие с непустым краем. Тогда справед-
ливо следующее неравенство:

β1(M ;Z2) > b(M)− χ(M).
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