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Задача № 1. Конечные поля

Цель работы

Изучить конструкцию и простейшие свойства конечных
полей. В частности, изучить на примерах конечных полей
понятие степени расширения, конструкцию и однозначную
определённость поля разложения, простые поля, понятие при-
метивного элемента, строение конечной мультипликативной
подгруппы поля. Познакомиться с арифметикой конечных по-
лей.

Постановка задачи

Доказать, что данный многочлен неприводим над полем
GF (5). Обозначив один из корней этого многочлена буквой
θ, выразить через θ все элементы поля GF (125). Разложить
данный многочлен на линейные множители над GF (125). Со-
ставить компьютерную программу, проверяющую, будет ли θ
примитивным элементом поля GF (125).

Указания

Для примера будем рассматривать случай

f(x) = x3 + x+ 1.

Опишем основные шаги, которые следует выполнить при ре-
шении поставленных задач.

Шаг 1. Для доказательства неприводимости многочлена
f(x) достаточно проверить, что ни один из элементов поля
GF (5) не является его корнем.

Шаг 2. Поделить многочлен f(x) нацело на x−θ. В нашем
случае получится, что

f(x) = (x− θ) · (x2 + θx+ θ2 + 1).
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Шаг 3. Найти оставшиеся два корня многочлена f(x), ре-
шив квадратное уравнение над полем GF (125). В нашем слу-
чае надо решить уравнение

x2 + θx+ θ2 + 1 = 1.

Дискриминант этого уравнения D = 2θ2 + 1. Значения
√
D

можно найти методом неопределённых коэффициентов. Для
этого надо обозначить

√
D = αθ2 + βθ + γ

и приравнять квадрат этого выражения к вычисленному зна-
чению дисриминанта:

θ2(4α2 + β2 + 2αγ) + θ(4α2 + 3αβ + 2βγ) + γ2 + 3αβ =

= 2θ2 + 1.

Находим, что у этого уравнения (а на самом деле у системы
из трёх уравнений) ровно два решения:

(α, β, γ) = (2, 2, 3), (3, 3, 2).

Окончательно находим искомое разложение

f(x) = (x− θ)(x− (2θ2 + 2θ + 3))(x− (3θ2 + 3θ + 2)).

Шаг 4. Составить компьютерную программу, которая по-
следовательно вычисляет степени θk при k = 0, 1, 2, . . ., 124.
Если найдётся такая степень κ ∈ {1, . . . , 124}, что θκ = 1, то
корень θ не является примитивным, в противном же случае
он примитивный.
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Варианты

1) x3 + 2x+ 1;

2) x3 + 2x+ 4;

3) x3 + 3x+ 2;

4) x3 + 3x+ 3;

5) x3 + 4x+ 2;

6) x3 + 4x+ 3;

7) x3 + x2 + 1;

8) x3 + x2 + 2;

9) x3 + x2 + x+ 3;

10) x3 + x2 + x+ 4;

11) x3 + x2 + 3x+ 1;

12) x3 + x2 + 3x+ 4;

13) x3 + x2 + 4x+ 1;

14) x3 + x2 + 4x+ 3;

15) x3 + 2x2 + 1;

16) x3 + 2x2 + 3;

17) x3 + 2x2 + x+ 3;

18) x3 + 2x2 + x+ 4;

19) x3 + 2x2 + 2x+ 2;

20) x3 + 2x2 + 4x+ 2;

21) x3 + 2x2 + 2x+ 3;

22) x3 + 2x2 + 4x+ 4;

23) x3 + 3x2 + 2;

24) x3 + 3x2 + 4;

25) x3 + 3x2 + x+ 1;

26) x3 + 3x2 + x+ 2;

27) x3 + 3x2 + 2x+ 2;

28) x3 + 3x2 + 2x+ 3;

29) x3 + 3x2 + 4x+ 1;

30) x3 + 3x2 + 4x+ 3;

31) x3 + 4x2 + 3;

32) x3 + 4x2 + 4;

33) x3 + 4x2 + x+ 1;

34) x3 + 4x2 + x+ 2;

35) x3 + 4x2 + 3x+ 1;

36) x3 + 4x2 + 3x+ 4;

37) x3 + 4x2 + 4x+ 2;

38) x3 + 4x2 + 4x+ 4.
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Задача № 2. Кривые второго порядка

Цель работы

Научиться строить параметрические уравнения кривых на
плоскости. Познакомиться с методом «градиентного спуска»
для численного решения вычислительных задач.

Постановка задачи

Для каждой из двух данных кривых второго порядка на
плоскости, заданных своим общим уравнением, найти кано-
ническую систему координат и канонический вид уравнения.
Задать данные кривые параметрически. Построить функцию
расстояния между произвольными точками на кривых. Напи-
сать компьютерную программу, которая с помощью метода
«градиентного спуска» находит расстояние между данными
кривыми.

Указания

Для примера рассмотрим случай, когда кривая γ1 задана
общим уравнением

4x2 + 12xy + 13y2 − 100x− 190y + 709 = 0,

а кривая γ2 — уравнением

40x2 − 36xy + 13y2 − 528x+ 316y + 1860 = 0.

Шаг 1. С помощью стандартной техники найти канони-
ческую систему координат для каждой из кривых γ1 и γ2. В
нашем случае получим, что если (x, y) — координаты в исход-
ной системе координат, а (x′, y′) — координаты в канонической
системе координат, то для первой кривой γ1:(

x
y

)
=

(
− 2√

5
− 1√

5
1√
5

− 2√
5

)
·
(
x′

y′

)
+

(
5
5

)
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и каноническое уравнение имеет вид
x′2

16
+ y′2 = 1,

а для второй кривой γ2:(
x
y

)
=

(
1√
5

− 2√
5

2√
5

1√
5

)
·
(
x′

y′

)
+

(
3
−8

)
и каноническое уравнение имеет вид

x′2

49
+

y′2

4
= 1.

На рисунке обе кривые γ1 (красная) и γ2 (зелёная) изоб-
ражены в исходной системе координат.
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4x2 + 12xy + 13y2 − 100x− 190y + 709 = 0
40x2 − 36xy + 13y2 − 528x+ 316y + 1860 = 0
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Шаг 2. Выписать параметрические уравнения кривых γ1
и γ2. В нашем случае обе кривые γ1 и γ2 являются эллипсами.
Для первой кривой в канонической системе координат

(x′(t1), y
′(t1)) = (4 cos t1, sin t1),

а в исходной системе координат

(x(t1), y(t1)) =

=

(
−8 cos t1√

5
− sin t1√

5
+ 5,

4 cos t1√
5

− 2 sin t1√
5

+ 5

)
.

Для второй кривой формулы аналогичны: в канонической
системе координат

(x′(t2), y
′(t2)) = (7 cos t2, 2 sin t2),

а в исходной системе координат

(x(t2), y(t2)) =

=

(
7 cos t2√

5
− 4 sin t2√

5
+ 3,

14 cos t2√
5

+
2 sin t2√

5
− 8

)
.

Шаг 3. Построить функцию расстояния λ(t1, t2) между
точкой A ∈ γ1, заданной параметром t1 ∈ [0; 2π), и точкой
B ∈ γ2, заданной параметром t2 ∈ [0; 2π). В нашем случае

λ(t1, t2) =
√

X(t1, t2) + Y (t1, t2),

где

X(t1, t2) =

(
7 cos t2 + 8 cos t1 − 4 sin t2 + sin t1√

5
− 2

)2

,

Y (t1, t2) =

(
14 cos t2 − 4 cos t1 + 2 sin t2 + 2 sin t1√

5
− 13

)2

.
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Шаг 4. Вычислить градиент

∇λ(t1, t2) =

(
∂λ(t1, t2)

∂t1
,
∂λ(t1, t2)

∂t2

)
.

В нашем случае

∂λ(t1, t2)

∂t1
=

=
(−8 sin t1 + cos t2)X(t1, t2) + (4 sin t1 + 2 cos t1)Y (t1, t2)√

5 ·
√

X(t1, t2)2 + Y (t1, t2)2
,

∂λ(t1, t2)

∂t2
=

=
(−7 sin t2 − 4 cos t2)X(t1, t2) + (−14 sin t2 + 2 cos t2)Y (t1, t2)√

5 ·
√

X(t1, t2)2 + Y (t1, t2)2
.

Шаг 5. С помощью компьютера, используя метод «гра-
диентного спуска», вычислить минимальное значение функ-
ции λ(t1, t2). Наиболее просто это можно сделать следующим
образом. Сначала выбираются два произвольных значения
t1, t2 ∈ [0; 2π). После этого циклически вектор (t1, t2) заменя-
ется на вектор (t1, t2)−ε ·∇λ(t1, t2) для некоторого небольшо-
го заранее фиксированного ε. Этот циклический процесс про-
должается до тех пор, пока, либо, не будет выполнено некото-
рое заранее фиксированное число шагов, либо, длина вектора
градиента ∇λ(t1, t2) не получится слишком маленькой. Зна-
чение функции λ(t1, t2) для полученных итоговых значений
t1, t2 — искомый минимум, то есть расстояние между двумя
данными кривыми.

Существует множество модификаций метода «градиент-
ного спуска», которые быстрее сходятся и дают большую точ-
ность вычислений. Можно использовать любую из них.
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Варианты

1) 9x2 + 6xy + 17y2 − 84x+ 196y + 908 = 0,
37x2 − 18xy + 13y2 − 352x+ 64y + 808 = 0;

2) 37x2 − 18xy + 13y2 − 550x+ 350y + 3085 = 0,
8x2 − 12xy + 17y2 − 124x+ 218y + 773 = 0;

3) 5x2 − 18xy + 29y2 + 34x− 138y + 141 = 0,
9x2 − 6xy + 17y2 − 174x+ 26y + 785 = 0;

4) 13x2 − 18xy + 37y2 − 64x+ 352y + 808 = 0,
17x2 − 6xy + 9y2 + 108x− 36y + 108 = 0;

5) 37x2 + 18xy + 13y2 − 206x+ 58y + 517 = 0,
5x2 + 4xy + 8y2 + 52x+ 64y + 164 = 0;

6) 37x2 − 18xy + 13y2 − 794x+ 258y + 4317 = 0,
8x2 − 12xy + 17y2 − 40x− 20y + 80 = 0;

7) 29x2 − 28xy + 8y2 − 512x+ 272y + 2348 = 0,
13x2 − 32xy + 37y2 − 106x+ 442y + 1573 = 0;

8) 40x2 + 36xy + 25y2 − 100x− 214y + 433 = 0,
29x2 − 18xy + 5y2 + 572x− 204y + 2868 = 0;

9) 37x2 + 18xy + 13y2 − 92x− 44y + 28 = 0,
29x2 − 28xy + 8y2 − 270x+ 108y + 693 = 0;

10) 8x2 − 28xy + 29y2 − 68x+ 146y + 149 = 0,
9x2 + 6xy + 17y2 + 120x− 184y + 1112 = 0;

11) 8x2 − 12xy + 17y2 − 112x− 16y + 572 = 0,
17x2 + 6xy + 9y2 − 86x− 66y + 113 = 0;

12) 9x2 + 6xy + 17y2 − 96x− 64y + 200 = 0,
5x2 − 4xy + 8y2 + 32x+ 16y + 44 = 0;

13) 37x2 + 18xy + 13y2 + 504x− 72y + 2552 = 0,
29x2 − 24xy + 36y2 + 274x− 672y + 2981 = 0;
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14) 8x2 + 4xy + 5y2 − 40x− 64y + 176 = 0,
9x2 − 6xy + 17y2 − 66x− 298y + 1649 = 0;

15) 29x2 − 28xy + 8y2 + 2x+ 4y − 31 = 0,
37x2 + 32xy + 13y2 − 404x− 272y + 1447 = 0;

16) 13x2 + 18xy + 37y2 + 6x+ 558y + 2453 = 0,
5x2 − 4xy + 8y2 − 42x+ 60y + 117 = 0;

17) 13x2 + 18xy + 37y2 + 38x+ 334y + 757 = 0,
29x2 + 18xy + 5y2 + 98x+ 26y + 53 = 0;

18) 37x2 + 18xy + 13y2 − 334x− 38y + 757 = 0,
9x2 − 6xy + 17y2 − 60x+ 244y + 812 = 0;

19) 8x2 + 4xy + 5y2 − 80x− 56y + 236 = 0,
5x2 + 18xy + 29y2 − 36x+ 12y + 148 = 0;

20) 25x2 − 36xy + 40y2 + 392x− 120y + 1728 = 0,
29x2 + 28xy + 8y2 − 2x+ 4y − 31 = 0;

21) 13x2 + 36xy + 40y2 − 12x+ 104y + 48 = 0,
29x2 + 18xy + 5y2 + 142x+ 22y + 197 = 0;

22) 29x2 + 18xy + 5y2 + 320x+ 64y + 992 = 0,
40x2 − 36xy + 13y2 + 104x+ 12y + 48 = 0;

23) 36x2 − 24xy + 29y2 + 288x+ 354y + 2421 = 0,
29x2 − 28xy + 8y2 − 570x+ 300y + 2889 = 0;

24) 5x2 + 18xy + 29y2 − 62x− 86y + 173 = 0,
13x2 − 36xy + 40y2 − 60x+ 264y + 416 = 0;

25) 37x2 − 32xy + 13y2 + 676x− 268y + 3067 = 0,
5x2 − 4xy + 8y2 + 94x− 124y + 665 = 0;

26) 37x2 + 18xy + 13y2 − 276x− 132y + 572 = 0,
40x2 − 36xy + 13y2 − 768x+ 424y + 3804 = 0;
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27) 37x2 − 32xy + 13y2 + 44x− 92y + 187 = 0,
5x2 − 18xy + 29y2 + 124x− 300y + 852 = 0;

28) 5x2 + 18xy + 29y2 − 190x− 598y + 3053 = 0,
37x2 + 32xy + 13y2 + 200x+ 50y + 280 = 0;

29) 13x2 − 12xy + 4y2 − 202x+ 108y + 813 = 0,
29x2 + 18xy + 5y2 − 616x− 200y + 3248 = 0;

30) 5x2 + 4xy + 8y2 + 42x− 12y + 81 = 0,
13x2 + 36xy + 40y2 + 14x+ 140y + 49 = 0;

31) 25x2 − 36xy + 40y2 − 88x+ 496y + 1756 = 0,
8x2 + 12xy + 17y2 + 264x+ 448y + 3408 = 0;

32) 29x2 − 28xy + 8y2 + 298x− 124y + 809 = 0
8x2 − 12xy + 17y2 + 196x− 222y + 1293 = 0;

33) 17x2 + 6xy + 9y2 − 92x− 84y + 188 = 0,
13x2 + 18xy + 37y2 + 30x− 410y + 1485 = 0;

34) 37x2 + 32xy + 13y2 − 316x− 88y + 727 = 0,
4x2 − 12xy + 13y2 + 28x− 66y + 69 = 0;

35) 4x2 + 12xy + 13y2 + 136x+ 268y + 1396 = 0,
37x2 − 32xy + 13y2 + 634x− 262y + 2677 = 0;

36) 13x2 − 36xy + 40y2 − 542x+ 1052y + 6961 = 0,
40x2 + 36xy + 25y2 + 384x+ 308y + 1140 = 0;

37) 40x2 + 36xy + 13y2 + 572x+ 326y + 2089 = 0,
37x2 − 32xy + 13y2 − 550x+ 250y + 2005 = 0;

38) 29x2 − 28xy + 8y2 − 404x+ 200y + 1376 = 0,
5x2 + 4xy + 8y2 − 46x− 148y + 653 = 0;

39) 17x2 + 12xy + 8y2 − 176x− 168y + 912 = 0,
25x2 − 36xy + 40y2 − 198x− 236y + 1665 = 0;
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40) 8x2 + 4xy + 5y2 − 12x+ 78y + 333 = 0,
9x2 + 6xy + 17y2 − 132x+ 212y + 1436 = 0;

41) 17x2 + 12xy + 8y2 + 368x+ 224y + 2348 = 0,
40x2 − 36xy + 13y2 + 784x− 392y + 3724 = 0;

42) 9x2 − 6xy + 17y2 − 66x− 106y + 305 = 0,
5x2 + 18xy + 29y2 − 8x+ 88y + 176 = 0;

43) 8x2 − 4xy + 5y2 + 44x− 38y + 65 = 0,
13x2 + 32xy + 37y2 − 22x− 304y + 1072 = 0;

44) 37x2 + 32xy + 13y2 + 298x+ 214y + 853 = 0,
8x2 − 4xy + 5y2 + 72x− 36y + 144 = 0;

45) 9x2 − 6xy + 17y2 + 30x− 74y + 17 = 0,
37x2 + 32xy + 13y2 − 242x− 56y + 448 = 0;

46) 36x2 + 24xy + 29y2 + 552x+ 134y + 1961 = 0,
13x2 + 12xy + 4y2 + 152x+ 48y + 528 = 0;

47) 5x2 − 4xy + 8y2 + 14x− 20y − 19 = 0,
40x2 + 36xy + 25y2 − 616x− 480y + 2928 = 0;

48) 29x2 + 18xy + 5y2 − 352x− 96y + 1056 = 0,
37x2 + 18xy + 13y2 + 220x+ 140y + 460 = 0;

49) 13x2 − 36xy + 40y2 + 54x+ 76y + 237 = 0,
29x2 − 28xy + 8y2 − 92x+ 32y + 68 = 0.
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