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Одобрено учебно-методической комиссией математического факуль-
тета Челябинского государственного университета.

Составители: Р.Ж.Алеев, О.В.Горбачева, В.В.Кораблева.
Рецензент В.И.Ухоботов.
Линейная зависимость и родственные ей темы — важнейшие в ли-

нейной алгебре. Данные методические указания посвящены различным
вопросам, связанным с линейной зависимостью и призваны оказать по-
мощь студентам первого курса специальностей "Математика" и "Физи-
ка" на практических занятиях, в подготовке к ним и в самостоятельной
работе.
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Цель данных методических указаний — оказание помощи студентам
первого курса математического факультета при изучении курса "Алгеб-
ра и теория чисел а именно, научить определять линейную зависимость
векторов и решать разнообразные родственные задачи. Понятие линей-
ной зависимости — одно из центральных в линейной алгебре и крайне
полезно не только в алгебре, но и в других математических дисциплинах.
Это понятие тесно связано с другими важнейшими понятиями линей-
ной алгебры, такими как ранг матрицы, базы векторного пространства
и подпространств, линейные оболочки, однородные системы линейных
уравнений. Эти вопросы также будут рассмотрены. В методических ука-
заниях шесть разделов.
1. Линейная зависимость.
2. Ранг матрицы.
3. Базы.
4. Подпространства.
5. Базы суммы и пересечения подпространств.
6. Системы линейных уравнений и подпространства.

Теоретический материал можно найти в книгах:
1. А.И. Кострикин, Ю.И.Манин, Линейная алгебра и геометрия, часть
1, §1 - §5.
2. А.И.Мальцев, Основы линейной алгебры, §4 - §6.
3. А.И.Кострикин, Введение в алгебру, глава 2.
В каждой теме мы будем необходимые ссылки.

Задачи по рассматриваемым вопросам можно найти в задачниках:
1. И.В.Проскуряков, Сборник задач по линейной алгебре.
2. Д.К.Фаддеев, И.С.Соминский, Сборник задач по высшей алгебре.
3. Сборник задач по алгебре (под редакцией А.И.Кострикина).
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Глава 1

Линейная зависимость

В курсе алгебры и аналитической геометрии часто рассматриваются сле-
дующие множества с операциями на них:

1.
−→
R — множество всех векторов на прямой,

−→
R2 — всех векторов на

плоскости,
−→
R3 — всех векторов в пространстве с общими операци-

ями сложения векторов и умножения вектора на действительное
число

2. Множество Rn всех строчек (или, равносильно, столбцов) длины
n, составленных из элементов поля R со следующими операциями
сложения:

(α1, . . . , αn) + (β1, . . . , βn) = (α1 + β1, . . . , αn + βn),

умножения на действительное число:

α(α1, . . . , αn) = (αα1, . . . , ααn).

Обозначим для удобства через V — произвольное из указанных вы-
ше множеств. Проверьте самостоятельно, что заданные на множестве V
операции имеют следующие свойства:

1. ∀−→a ,
−→
b ,−→c ∈ V (−→a +

−→
b ) +−→c = −→a + (

−→
b +−→c );

2. ∀−→a ,
−→
b ∈ V −→a +

−→
b =

−→
b +−→a ;

3. ∃−→0 ∈ V ∀−→a ∈ V −→a +
−→
0 = −→a ;

4. ∀−→a ∈ V ∃(−−→a ) ∈ V −→a + (−−→a ) =
−→
0 ;

5. ∀α ∈ R ∀−→a ,
−→
b ∈ V α(−→a +

−→
b ) = α−→a + α

−→
b ;
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6. ∀α, β ∈ R, ∀−→a ∈ V (α + β)−→a = α−→a + β−→a ;

7. ∀α, β ∈ R, ∀−→a ∈ V (αβ)−→a = α(β−→a );

8. 1 ∈ R, ∀−→a ∈ V 1 · −→a = −→a .

Заметим, что для пространств R, R2, R3 эти свойства векторов изучаются
в курсе геометрии средней школы. Для пространства Rn проверка очень
проста, если же в этом случае возникают какие-то вопросы, то можно
обратиться к любой книге по линейной алгебре, например, к книге Ко-
стрикина А.И. (глава 2, §1). Свойства 1. — 8. говорят, что

−→
R ,

−→
R2,

−→
R3 и−→

Rn — векторные (или линейные) пространства над полем R. Это Вы сра-
зу поймете — лишь посмотрите на определение векторного пространства
(смотрите Кострикин и Манин (часть 1, §1), Мальцев (§4)).

Заметим, что Rn играет исключительно важную роль в линейной ал-
гебре, как наиболее удобный объект изучения. Надо заметить, что поле
R не играет основополагающей роли и может быть заменено на любое
другое. Прежде чем приступить к обсуждению важнейшего понятия в
математике — понятия линейной зависимости (независимости) нужно
разобрать несколько вспомогательных понятий.

Первое из них — понятие линейной комбинации. Это понятие Вы так-
же можете найти в той литературе, которую мы указывали. Примеры 1
и 2, приведенные ниже, будут полезны в дальнейшем.

Пример 1. Пусть −→v 1 = (1, 2, 1), −→v 2 = (1, 0, 1) — векторы из R3,
α1 = 3, α2 = −2. Тогда −→v = α1

−→v 1 + α2
−→v 2 = 3(1, 2, 1) + (−2)(1, 0, 1) =

(3, 6, 3) + (−2, 0,−2) = (1, 6, 1). Итак, вектор −→v = (1, 6, 1) — линейная
комбинация векторов −→v 1, −→v 2 с коэффициентами 3 и −2, соответственно.

Пример 2.
Пусть на плоскости или в пространстве

задан M ABC и M — середина стороны BC.
Тогда в пространстве R2 имеем

−−→
AM = 1

2

−→
AB+

1
2

−→
AC — линейная комбинация векторов

−→
AB

и
−→
AC.
Второе нужное нам понятие — понятие

линейной выразимости вектора через систе-
му векторов. Это понятие мы проиллюстрируем с помощью примеров 1
и 2.

Пример 3. Из примера 1 следует, что вектор (1, 6, 1) линейно выра-
жается через векторы (1, 2, 1) и (1, 0, 1).

Пример 4. Из примера 2 следует, что вектор
−−→
AM линейно выража-

ется через векторы
−→
AB и

−→
AC.
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Понятие линейной зависимости, как и его отрицание, понятие линей-
ной независимости, широко используется не только в алгебре и геомет-
рии, но и в анализе и других математических дисциплинах. Напомним,
что векторы −→a 1, . . . ,

−→a n — линейно зависимы, если существуют не рав-
ные 0 числа α1, . . . , αn, при которых α1

−→a 1 + . . . + αn
−→a n =

−→
0 . Если же

α1
−→a 1 + . . . + αn

−→a n =
−→
0 ⇔ α1 = . . . = αn = 0, то векторы линейно неза-

висимы. Обсуждение этих понятий смотрите: Кострикин, Манин (часть
1, §2), Мальцев (§4, п.4.2).

Примеры 1 и 2 снова дадут материал для иллюстрации понятий ли-
нейной зависимости и линейной независимости.

Пример 5. Если −→v = (1, 6, 1),−→v 1 = (1, 2, 1) и −→v 2 = (1, 0, 1) — век-
торы из R3, то из примера 1 следует, что −→v − 3−→v 1 + 2−→v 2 = 0, то есть
векторы −→v ,−→v 1,

−→v 2 линейно зависимы.
Пример 6. Если M — середина стороны BC треугольника ABC, то

из примера 2 следует, что
−−→
AM ,

−→
AB,

−→
AC линейно зависимы.

Пример 7. Векторы v1 и v2 из примера 1 линейно независимы. В
самом деле, если α1

−→v 1 + α2
−→v 2 =

−→
0 , то α1(1, 2, 1) + α2(1, 0, 1) = (0, 0, 0)

или получаем 



α1 + α2 = 0
2α1 = 0
α1 + α2 = 0

Эта система имеет только решение α1 = 0 и α2 = 0.
Очень полезно при практическом определении линейной независимо-

сти векторов следующее замечание (для удобства ссылок назовем его
критерием линейной зависимости), которое связывает понятие линейной
зависимости и выразимости. Система векторов −→a 1, . . . ,

−→a n линейно за-
висима тогда и только тогда, когда либо −→a 1 =

−→
0 , либо найдется такое

число i = 2, . . . , n, что −→a i линейно выражается через −→a 1, . . . ,
−→a i−1. Этот

результат в такой форме приведен в книгах Мальцева, Кострикина и Ма-
нина, а в книге Кострикина форма для него несколько иная, хотя сразу
ясно, что она эквивалентна той, которую мы используем.

С помощью этого критерия легко решаются задачи на линейную за-
висимость.

Пример 8. (задача № 644 из задачника Проскурякова). Выяснить,
является ли следующая система векторов линейно независимой

−→a 1 = (1, 0, 0, 2, 5),−→a 2 = (0, 1, 0, 3, 4),−→a 3 = (0, 0, 1, 4, 7),−→a 4 = (2,−3, 4, 11, 12).
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Решение. Ясно, что вектор −→a 1 6= −→
0 и вектор −→a 2 не выражается

через вектор −→a 1, а вектор −→a 3 не выражается через векторы −→a 1 и −→a 2.
(Обратите внимание на первые три компоненты векторов). Итак, доста-
точно проверить, выражается или нет −→a 4 через −→a 1,

−→a 2,
−→a 3. Допустим,

что −→a 4 = α1
−→a 1 + α2

−→a 2 + α3
−→a 3 или

α1(1, 0, 0, 2, 5) + α2(0, 1, 0, 3, 4) + α3(0, 0, 1, 4, 7) = (2,−3, 4, 11, 12).

Возникает система относительно α1, α2, α3. Перепишем систему в мат-
ричной форме и решим ее




1 0 0 2
0 1 0 −3
0 0 1 4
2 3 4 11
5 4 7 12



⇔




1 0 0 2
0 1 0 −3
0 0 1 4
0 3 4 7
0 4 7 2



⇔




1 0 0 2
0 1 0 −3
0 0 1 4
0 0 4 16
0 0 7 14



⇔

⇔




1 0 0 2
0 1 0 −3
0 0 1 4
0 0 0 0
0 0 0 −14




Отсюда мы получим, что система не имеет решения, следовательно, −→a 4

не выражается линейно через −→a 1,
−→a 2,

−→a 3. Так как −→a1 6= −→
0 и ни один из

векторов −→a 2,
−→a 3,

−→a 4 не выражается через предыдущие, то по критерию
линейной зависимости −→a 1,

−→a 2,
−→a 3,

−→a 4 будут линейно независимы.
Ответ. −→a 1,

−→a 2,
−→a 3,

−→a 4 — линейно независимая система векторов.
С помощью критерия линейной зависимости можно находить макси-

мальные линейно независимые подсистемы (называемые иногда базами)
данной системы векторов и выражать остальные векторы через векторы
максимальной линейно независимой подсистемы. Схема решения данно-
го класса задач такова.

Пусть дана система векторов −→a 1, . . . ,
−→a n из векторного пространства

V над полем R. Будем действовать по индукции и постепенно выбирать
максимальную линейно независимую подсистему M из −→a 1, . . . ,

−→a n.

1. Если −→a 1 6= −→
0 , то −→a 1 ∈ M . Если −→a 1 =

−→
0 , то −→a 1 6∈ M .

2. Пусть уже проделано i шагов, в результате которых выбраны ли-
нейно независимые векторы −→a j1 , . . . ,

−→a jm (которые мы включили
в M) и векторы из −→a 1, . . . ,

−→a i, не попавшие в подсистему M , вы-
ражены через −→a j1 , . . . ,

−→a jm .
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3. Сделаем (i + 1)-ый шаг. Если вектор −→a i+1 не выражается линей-
но через −→a j1 , . . . ,

−→a jm , то включим −→a i+1 в M и положим −→a jm+1 =−→a i+1. Если же вектор−→a i+1 выражается линейно через−→a j1 , . . . ,
−→a jm ,

то мы не будем, конечно, его включать в подсистему M .

Через n шагов мы переберем все векторы и получим линейно неза-
висимые векторы −→a j1 , . . . ,

−→a js и остальные векторы будут выражаться
через −→a j1 , . . . ,

−→a js . Итак, M = {−→a j1 , . . . ,
−→a js} и задача будет полностью

решена.
Пример 9. (задача №681 из задачника Проскурякова). Найти какую-

нибудь базу системы векторов −→a 1, . . . ,
−→a 5 и выразить через эту подси-

стему все остальные векторы:
−→a 1 = (1, 2, 3,−4),−→a 2 = (2, 3,−4, 1),−→a 3 = (2,−5, 8,−3),−→a 4 = (5, 26,−9,−12),−→a 5 = (3,−4, 1, 2).

Решение.
1 шаг. −→a 1 6= −→

0 , поэтому −→a 1 можно записать в максимальную неза-
висимую подсистему.

2 шаг. −→a 2 линейно не выражается через −→a 1, потому что соответству-
ющие координаты векторов −→a 1 и −→a 2 не пропорциональны. Итак, мы
можем записать −→a 1,

−→a 2 в максимальную линейно независимую подси-
стему.

3 шаг. Проверим, можно ли выразить −→a 3 через −→a 1,
−→a 2. Пусть−→a 3 = α1

−→a 1 + α2
−→a 2. Откуда

(2,−5, 8,−3) = α1(1, 2, 3,−4) + α2(2, 3,−4, 1)

и 


1 2 2
2 3 −5
3 −4 8
−4 1 −3


 ⇔




1 2 2
0 −1 −9
0 −10 2
0 9 5




Система не имеет решения, следовательно, −→a 3 не выражается через −→a 1

и −→a 2. Тогда −→a 1,
−→a 2,

−→a 3 можно записать в максимальную линейно неза-
висимую подсистему.

4 шаг. Проверим, можно ли выразить −→a 4 через −→a 1,
−→a 2,

−→a 3. Пусть−→a 4 = α1
−→a 1 + α2

−→a 2 + α3
−→a 3. Откуда

α1(1, 2, 3,−4) + α2(2, 3,−4, 1) + α3(2,−5, 8,−3) = (5, 26,−9,−12)
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и



1 2 2 5
2 3 −5 26
3 −4 8 −9
−4 1 −3 −12


 ⇔




1 2 2 5
0 −1 −9 16
0 −10 2 −24
0 −9 5 8


 ⇔




1 2 2 5
0 1 9 −16
0 0 92 −184
0 0 −76 152


 ⇔

⇔




1 2 2 5
0 1 9 −16
0 0 1 −2
0 0 1 −2


 ⇔




1 2 0 9
0 1 0 2
0 0 1 −2
0 0 0 0


 ⇔




1 0 0 5
0 1 0 2
0 0 1 −2
0 0 0 0




Итак, α1 = 5, α2 = 2, α3 = −2.
5 шаг. Проверим, можно ли выразить −→a 5 через −→a 1,

−→a 2,
−→a 3. Пусть−→a 5 = α1

−→a 1 + α2
−→a 2 + α3

−→a 3. Откуда

α1(1, 2, 3,−4) + α2(2, 3,−4, 1) + α3(2,−5, 8,−3) = (3,−4, 1, 2)

и



1 2 2 3
2 3 −5 −4
3 −4 8 1
−4 1 −3 2


 ⇔




1 2 2 3
0 −1 −9 −10
0 −10 2 −8
0 9 5 14


 ⇔




1 2 2 5
0 1 9 10
0 0 92 92
0 0 −76 −76


 ⇔

⇔




1 2 2 3
0 1 9 10
0 0 1 1
0 0 1 1


 ⇔




1 2 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0


 ⇔




1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0




Итак, α1 = −1, α2 = 1, α3 = 1.
Ответ.−→a 1,

−→a 2,
−→a 3 — максимальная линейно независимая подсистема

и −→a 4 = 5−→a 1 + 2−→a 2 − 2−→a 3,
−→a 5 = −−→a 1 +−→a 2 +−→a 3.

Задачи

1. Задачник Проскурякова:
Задачи №№ 1301, 1302, 1821-1830, 1832, 636-681.

2. Задачник Фаддеева и Соминского:

(a) "Белый то есть издание 1977 года:
Задачи №№ 927, 928;

(b) "Синий то есть издание 1972 года и ранее:
Нет подходящих задач.
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3. Задачник под редакцией Кострикина:

(a) Часть 1. Задачи №№ 2.1.1 - 2.1.20;

(b) Часть 2. Задачи №№ 1.1.1 - 1.1.9, 1.2.3.
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Глава 2

Ранг матрицы

Одно из важнейших понятий теории матриц — ранг матрицы — по са-
мой своей сути тесно связано с линейной зависимостью. А именно, ранг
матрицы по строкам (столбцам) — максимальное число линейно неза-
висимых строк (столбцов). С другой стороны, по теореме о базисном
миноре (= теореме о ранге) (Эту теорему можно найти, например, в
книге Куроша "Курс высшей алгебры" стр.71-73), а точнее по ее доказа-
тельству получаем, что все строки (все столбцы) матрицы выражаются
через строки (столбцы) матрицы, входящие в базисный минор (минор
наибольшего порядка не равный нулю), а сами эти строки (столбцы) ли-
нейно независимы. Снова получаем взаимосвязь линейной зависимости
и линейной выразимости! (Вспомните критерий линейной зависимости).

Однако здесь есть и существенные отличия по сравнению с предыду-
щим разделом. Неважно какие строки (столбцы) линейно независимы, и
потому обычно для отыскания ранга применяют элементарные преобра-
зования матрицы, когда трудно следить за тем, какие исходные строчки
линейно независимы. Особенно это ярко проявляется в теореме Кронек-
кера - Капелли при нахождении решения системы линейных уравнений
(СЛУ) методом Гаусса. Заметим, что в последнем случае применимы
только преобразования строчек.

Пример 10. (задача №714 из задачника Проскурякова). Исследовать
систему и найти общие решения в зависимости от значения параметра
λ:





2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 = 2
4x1 + 6x2 + 3x3 + 5x4 = 4
4x1 + 14x2 + x3 + 7x4 = 4
2x1 − 3x2 + 3x3 + λx4 = 7

Решение. Запишем расширенную матрицу этой системы и будем

13
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применять элементарные преобразования строк этой матрицы. Заметим,
что при этом будет получаться расширенная матрица системы уравнений
с тем же множеством решений, что и исходная.




2 5 1 3 2
4 6 3 5 4
4 14 1 7 4
2 −3 3 λ 7


 ⇔




2 5 1 3 2
0 −4 1 −1 0
0 4 −1 1 0
0 −8 2 λ− 3 5


 ⇔

⇔



2 5 1 3 2
0 4 −1 1 0
0 0 0 λ− 1 5


 = (F)

По теореме Кронеккера - Каппели получаем, что система не имеет ре-
шения при λ = 1 (ранг основной матрицы равен 2, а расширенной — 3).
Итак, далее считаем, что λ 6= 1.

(F) ⇔



1 5
2

1
2

3
2

1
0 1 −1

4
1
4

0
0 0 0 1 5

λ−1


 ⇔




1 5
2

1
2

0 2λ−17
2(λ−1)

0 1 −1
4

0 − 5
4(λ−1)

0 0 0 1 5
λ−1


 ⇔

⇔



1 0 9
8

0 8λ−43
8(λ−1)

0 1 −1
4

0 − 5
4(λ−1)

0 0 0 1 5
λ−1




Теперь легко записать решение.




x1 + 9
8
x3 = 8λ−43

8(λ−1)

x2 − 1
4
x3 = − 5

4(λ−1)

x4 = 5
λ−1

⇔




x1 = −9
8
x3 + 8λ−43

8(λ−1)

x2 = 1
4
x3 − 5

4(λ−1)

x4 = 5
λ−1

Запишем в векторной форме

(x1, x2, x4) =

(
−9

8
,
1

4
, 0

)
x3 +

(
8λ− 43

8(λ− 1)
,− 5

4(λ− 1)
,

5

λ− 1

)

или (
−9

8
x3 +

8λ− 43

8(λ− 1)
,
1

4
x3 − 5

4(λ− 1)
, x3,

5

λ− 1

)
,

где x3 может принимать любое значение, а x1, x2, x4 вычисляются для
данного x3 по указанным ранее формулам.

Ответ.
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1. При λ = 1 система не имеет решений.

2. При λ 6= 1 решение
(
−9

8
x3 +

8λ− 43

8(λ− 1)
,
1

4
x3 − 5

4(λ− 1)
, x3,

5

λ− 1

)

и x3 принимает любое значение.

Задачи

1. Задачник Проскурякова:
Задачи №№ 608-635, 689-704, 706-723.

2. Задачник Фаддеева и Соминского:

(a) "Белый":
Задачи №№ 441-442, 444-448, 455-461;

(b) "Синий":
Задачи №№ 361-380, 398-402, 404-408, 411, 412-435.

3. Задачник под редакцией Кострикина:
Часть 1. Задачи. №№ 2.2.1 - 2.2.17, 2.3.1 - 2.3.2.
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Глава 3

Базы (= базисы)

Важнейшую роль в теории векторных пространств играет понятие базы.
Беря в качестве основного пространства Rn, рассмотрим в этом разделе
следующие вопросы.

1. Проверка на базу, то есть, определение: будет ли данное множе-
ство векторов базой в пространстве Rn.

2. Нахождение координат вектора в данной базе пространства
Rn.

3. Связь между координатами векторов в разных базах.

3.1 Проверка на базу
Напомним, что системой образующих (порождающих) или полным мно-
жеством векторов векторного пространства V называется такое множе-
ство векторов из пространства V , что каждый вектор из V выражает-
ся (линейно) через векторы данного множества. Базой векторного про-
странства называется линейно независимое полное множество векторов.
Итак, само определение базы вынуждает проверять два условия:

1. линейную независимость,

2. полноту множества векторов.

Рассмотрим пространство Rn (dimRn = n), в котором задано множество
из n векторов. (Обратите особое внимание на совпадение размерности
пространства и числа векторов). В этом случае достаточно проверить
либо пункт 1, либо пункт 2. В самом деле, по теореме 5 из книги Маль-
цева (стр. 75) получим, что данное множество векторов база, если оно

17
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линейно независимо, то есть выполнено 1. Пусть выполнено 2, но 1 не
выполнено. Тогда из данного множества можно выбрать базу, но в ней
будет меньше векторов, чем n, а это невозможно (Мальцев, теорема 2
(стр. 73), теорема 3 (стр. 74-75)).

3.2 Координаты вектора

Каждая база −→e 1, . . . ,
−→e n пространства Rn обладает следующим важным

свойством: для каждого вектора−→x ∈ Rn существует и притом единствен-
ный набор чисел (α1, . . . , αn), для которого −→x = α1

−→e 1 + . . . + αn
−→e n. Эти

числа (α1, . . . , αn) называются координатами вектора в данной базе (Ко-
стрикин, стр. 67-68). В книге Кострикина и Манина это свойство берется
за определение базы.

Пример 11. (задача №1278 из задачника Проскурякова). Векторы−→e 1,
−→e 2,

−→e 3 и −→x заданы своими координатами в некоторой базе из про-
странства R3. Показать, что векторы −→e 1,

−→e 2,
−→e 3 сами образуют базу и

найти координаты вектора −→x в этой базе.

−→e 1 = (2, 1,−3),−→e 2 = (3, 2,−5),−→e 3 = (1,−1, 1),−→x = (6, 2,−7).

Решение. Кажется, что у нас две части в задаче:

1) определить, будут ли −→e 1,
−→e 2,

−→e 3 — базой,

2) найти в этой базе координаты вектора −→x .

1) Однако мы заметим, что как мы уже отмечали, достаточно проверить
линейную независимость −→e 1,

−→e 2,
−→e 3, то есть то, что

α1
−→e 1 + α2

−→e 2 + α3
−→e 3 =

−→
0 ⇔ α1 = α2 = α3 = 0.

Возникает система относительно α1, α2, α3. Запишем ее, как в первом
разделе, в матричном виде




2 3 1 0
1 2 −1 0
−3 5 1 0



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2) Далее заметим, что для нахождения координат вектора −→x возни-
кает система, запись которой в матричном виде (проверьте!) такова:



2 3 1 6
1 2 −1 2
−3 5 1 −7


 ⇔




1 2 −1 2
0 −1 3 2
0 1 −2 −1


 ⇔




1 2 −1 2
0 −1 3 2
0 0 1 1


 ⇔

⇔



1 2 0 −1
0 −1 0 −1
0 0 1 1


 ⇔




1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1




1) Если бы применяли те же преобразования строчек к матрице первой
системы, мы бы получили




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


 ,

что бы давало α1 = α2 = α3 = 0 и обеспечивало линейную независимость−→e 1,
−→e 2,

−→e 3, а вместе с этим и то, что векторы −→e 1,
−→e 2,

−→e 3 образуют базу.

2) Окончательно мы получим для второй части задачи





α1 = 1
α2 = 1
α3 = 1

, то

есть −→x = −→e 1 +−→e 2 +−→e 3.
Ответ.

1) −→e 1 = (2, 1,−3),−→e 2 = (3, 2,−5),−→e 3 = (1,−1, 1) база в R3;

2) (1, 1, 1) — координаты вектора −→x = (6, 2,−7) в базе −→e 1,
−→e 2,

−→e 3.

3.3 Связь между координатами векторов раз-
ных баз

Пусть у нас есть в Rn две базы −→e 1, . . . ,
−→e n и

−→
f 1, . . . ,

−→
f n и пусть

−→x = α1
−→e 1 + . . . + αn

−→e n = β1

−→
f 1 + . . . + βn

−→
f n.

Как связаны между собой (α1, . . . , αn) и (β1, . . . , βn)?
Чтобы решить поставленную задачу, надо вспомнить важнейшее по-

нятие — понятие матрицы перехода. Напомним, что матрица перехода
T = (τij) от базы −→e 1, . . . ,

−→e n к базе
−→
f 1, . . . ,

−→
f n строится так.
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Для любого i = 1, . . . , n fj =
n∑

i=1

τij
−→e i, то есть в матрице T в столб-

це с номером j стоят координаты j-ого вектора
−→
f j из "новой" базы в

"старой" базе −→e 1, . . . ,
−→e n.

Аналогично, матрица перехода S = (σkm) от базы
−→
f 1, . . . ,

−→
f n к базе

−→e 1, . . . ,
−→e n строится так: −→e m =

n∑
k=1

σkm

−→
f k.

Важнейшее свойство состоит в том, что матрицы T и S взаимнооб-
ратны, то есть TS = ST = E. Эти свойства можно найти в книге Манина
и Кострикина (стр. 31-32), а в книге Мальцева определение матрицы пе-
рехода иное.

Теперь имеем



α1
...

αn


 = T




β1
...

βn


 и




β1
...

βn


 = S




α1
...

αn




и значит наша исходная задача свелась к отыскиванию матриц перехода
T и S.

Пример 12. (задача №1281 из задачника Проскурякова). Доказать,
что каждая из двух систем векторов является базой в R4 и найти связь
координат одного и того же вектора в этих двух базах.

−→e 1 = (1, 1, 1, 1)
−→
f 1 = (1, 0, 3, 3)

−→e 2 = (1, 2, 1, 1)
−→
f 2 = (−2,−3,−5,−4)

−→e 3 = (1, 1, 2, 1)
−→
f 3 = (2, 2, 5, 4)

−→e 4 = (1, 3, 2, 3)
−→
f 4 = (−2,−3,−4,−4).

Решение. 1) Найдем сначала матрицу перехода T с теми же обо-
значениями, что и раньше. Вообще говоря, мы должны решить четыре
системы уравнений для нахождения столбцов матрицы T . Однако, как и
в примере 11, достаточно решить одну систему, но с четырьмя столбца-
ми свободных членов. (Кстати, заодно, как и в примере 11, выяснится,
будут ли −→e 1,

−→e 2,
−→e 3,

−→e 4 образовывать базу.)




1 1 1 1 1 −2 2 −2
1 2 1 3 0 −3 2 −3
1 1 2 2 3 −5 5 −4
1 1 1 3 3 −4 4 −4


 ⇔




1 1 1 1 1 −2 2 −2
0 1 0 2 −1 −1 0 −1
0 0 1 1 2 −3 3 −2
0 0 0 2 2 −2 2 −2


 ⇔
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⇔




1 1 1 0 0 −1 1 −1
0 1 0 0 −3 1 −2 1
0 0 1 0 1 −2 2 −1
0 0 0 1 1 −1 1 −1


 ⇔




1 0 0 0 2 0 1 −1
0 1 0 0 −3 1 −2 1
0 0 1 0 1 −2 2 −1
0 0 0 1 1 −1 1 −1




Итак, −→e 1,
−→e 2,

−→e 3,
−→e 4 — база (почему? Ответ ищите в примере 11.) и

T =




2 0 1 −1
−3 1 −2 1
1 −2 2 −1
1 −1 1 −1


 .

2) Ищем матрицу S. Так как S = T−1, то можно искать S как обрат-
ную к T , но мы будем для закрепления навыков нахождения матрицы
перехода искать ее тем же способом, что и T .



1 −2 2 −2 1 1 1 1
0 −3 2 −3 1 2 1 3
3 −5 5 −4 1 1 2 2
3 −4 4 −4 1 1 1 3


 ⇔




1 −2 2 −2 1 1 1 1
0 −3 2 −3 1 2 1 3
0 1 −1 2 −2 −2 −1 −1
0 2 −2 2 −2 −2 −2 0


 ⇔

⇔




1 0 0 2 −3 −3 −1 −1
0 1 −1 2 −2 −2 −1 −1
0 0 −1 3 −5 −4 −2 0
0 0 0 −2 2 2 0 2


 ⇔




1 0 0 0 −1 −1 −1 1
0 1 −1 0 0 0 −1 1
0 0 −1 0 −2 −1 −2 3
0 0 0 1 −1 −1 0 −1


 ⇔

⇔




1 0 0 0 −1 −1 −1 1
0 1 0 0 2 1 1 −2
0 0 1 0 2 1 2 −3
0 0 0 1 −1 −1 0 −1




Итак,
−→
f 1,

−→
f 2,

−→
f 3,

−→
f 4 — база (ответ снова ищите в примере 11) и

S =




−1 −1 −1 1
2 1 1 −2
2 1 2 −3
−1 −1 0 −1


 .

Проверка:

T · S =




2 0 1 −1
−3 1 −2 1
1 −2 2 −1
1 −1 1 −1


 ·




−1 −1 −1 1
2 1 1 −2
2 1 2 −3
−1 −1 0 −1


 =
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=




−2 + 2 + 1 −2 + 1 + 1 −2 + 2 2− 3 + 1
3 + 2− 4− 1 3 + 1− 2− 1 3 + 1− 4 −3− 2 + 6− 1
−1− 4 + 4 + 1 −1− 2 + 2 + 1 −1− 2 + 4 1 + 4− 6 + 1
−1− 2 + 2 + 1 −1− 1 + 1 + 1 −1− 1 + 2 1 + 2− 3 + 1


 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .

Ответ.

1) −→e 1,
−→e 2,

−→e 3,
−→e 4 и

−→
f 1,

−→
f 2,

−→
f 3,

−→
f 4 — базы.

2) Матрицы перехода

(a) от −→e 1,
−→e 2,

−→e 3,
−→e 4 к

−→
f 1,

−→
f 2,

−→
f 3,

−→
f 4

T =




2 0 1 −1
−3 1 −2 1
1 −2 2 −1
1 −1 1 −1


 .

(b) от
−→
f 1,

−→
f 2,

−→
f 3,

−→
f 4 к −→e 1,

−→e 2,
−→e 3,

−→e 4

S =




−1 −1 −1 1
2 1 1 −2
2 1 2 −3
−1 −1 0 −1


 .

Задачи

1. Задачник Проскурякова:
Задачи №№ 1277-1284, 1301-1303, 1823.

2. Задачник Фаддеева и Соминского:

(a) "Белый":
Задачи №№ 929-932, 936-937;

(b) "Синий":
Задачи №№ 882-884.

3. Задачник под редакцией Кострикина:
Часть 2. Задачи. №№ 1.1.8 - 1.1.13.



Глава 4

Подпространства

В этом разделе в качестве пространств, на которых будет разыгрывать-
ся наше действие, возьмем снова Rn и дополнительно его различные
подпространства. Важнейшее свойство подпространства векторного про-
странства состоит в том, что подпространство само является вектор-
ным пространством. Поэтому все, что ранее говорилось о пространствах,
можно перенести на подпространства, хотя есть некоторые особенности.

В этом разделе будут рассмотрены следующие задачи:

1. Проверка на подпространство, то есть проверка того, что дан-
ное подмножество векторного пространства является его подпро-
странством.

2. Выбор базы, то есть из данного полного множества векторов под-
пространства надо выбрать базу.

3. Дополнение до базы, то есть данное линейно независимое мно-
жество векторов подпространства надо дополнить до базы подпро-
странства, а чаще всего до базы всего пространства Rn. Другие
задачи, связанные с подпространством, рассмотрим позже.

4.1 Проверка на подпространство
Согласно определению подпространства проверка того, что данное мно-
жество векторов L из Rn является подпространством, состоит из провер-
ки следующих свойств:

0) L — непустое подмножество,

1) ∀−→x ,−→y ∈ L −→x +−→y ∈ L,

23
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2) ∀−→x ∈ L ∀α ∈ R α−→x ∈ L.

Заметим, что на свойство 0) часто не обращается внимание, но без него
нельзя проверять 1) и 2), поэтому мы его выделили особо.

Пример 13. (задача №1298 из задачника Проскурякова). Доказать,
что следующая система векторов L образует подпространство в Rn и
найти его базу и размерность.

Все n-мерные векторы, у которых координаты с четными номерами
равны нулю.

Решение. 1) Пусть L — указанное множество, тогда

L = {(α1, 0, α3, 0, . . .)|α1, α3, . . . ∈ R}
0) L 6= ∅ — это очевидно;
1) Пусть −→x = (α1, 0, α3, 0, . . .), −→y = (β1, 0, β3, 0, . . .) — произвольные
векторы из L. Тогда −→x + −→y = (α1 + β1, 0 + 0, α3 + β3, 0 + 0, . . .) =
(α1 + β1, 0, α3 + β3, 0, . . .) — снова вектор из L, так как у этого векто-
ра координаты с четными номерами нулевые.
2) Пусть α — произвольное число из R и −→x = (α1, 0, α3, 0, . . .) — произ-
вольный вектор из L. Тогда

α−→x = α(α1, 0, α3, 0, . . .) = (αα1, α · 0, αα3, α · 0, . . .) = (αα1, 0, αα3, 0, . . .)

— снова вектор, у которого координаты с четными номерами нулевые, и
потому α−→x ∈ L.

Итак, все условия из определения подпространства проверены, и по-
этому L — подпространство.

Найдем базу и размерность L. Пусть

−→e 1 = (1, 0, . . . , 0),−→e 2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . ,−→e n = (0, . . . , 0, 1)

— стандартная база пространства Rn. Тогда ясно, что для−→x = (α1, 0, α3, 0, . . .) имеем −→x = α1
−→e 1 + α3

−→e 3 + . . . + α2k+1
−→e 2k+1 + . . .

Итак, −→e 1,
−→e 3, . . . ,

−→e 2k+1, . . . — векторы из стандартной базы с нечетны-
ми номерами образуют полное множество в L, и они линейно независимы,
так как являются частью стандартной базы в Rn. Итак,−→e 1,

−→e 3, . . . ,
−→e 2k+1, . . .

образуют базу в L.
Размерность L, по определению, равна числу векторов −→e 1,

−→e 3, . . . ,−→e 2k+1, . . ., а это число равно числу λn нечетных чисел от 1 до n. Заметим,
что λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = 2, . . . и, вообще, нетрудно видеть, что λn =

[
n+1

2

]
,

где, как всегда, [a] — обозначает целую часть числа a.
Ответ. База L — множество векторов стандартной базы с нечетными

номерами, а dimL =
[

n+1
2

]
.
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4.2 Выбор базы
Эта задача очень часто возникает тогда, когда подпространство L из Rn

задается как линейная оболочка некоторого множества векторов. Заме-
тим, что про линейную оболочку L = Lin(A) говорят еще, что L натянуто
на A или L порождено A. Напомним, что L(A) — пересечение всех под-
пространств, содержащих A. Можно доказать (смотрите: Кострикин и
Манин (часть 1, §2), Мальцев (§6)), что для непустого A множество L(A)
совпадает со множеством всех конечных линейных комбинаций элемен-
тов из A, то есть A полно в L(A). Теперь становится понятной важность
задачи выбора базы.

Пример 14. Найти размерность и базу линейной оболочки множе-
ства векторов A = {−→a 1 = (1, 2, 3, 4),−→a 2 = (2, 3, 4,−1),−→a 3 = (2,−5, 8,−3),−→a 4 = (5, 26,−9,−12),−→a 5 = (3,−4, 1, 2)}.

Решение. Данное множество векторов A встречалось в примере 9.
При его решении выяснили, что

−→a 4 = 5−→a 1 + 2−→a 2 − 2−→a 3,−→a 5 = −−→a 1 +−→a 2 +−→a 3,

отсюда сразу ясно, что размерность dimL(A) = 3 и база L(A) —−→a 1,
−→a 2,

−→a 3.
Ответ. −→a 1,

−→a 2,
−→a 3 — база L(A) и dimL(A) = 3.

4.3 Дополнение до базы
Чаще всего эта задача встречается в ситуации, когда линейно независи-
мое множество векторов из Rn (например, база какого-нибудь простран-
ства в Rn) дополняется до базы всего пространства Rn. Это дополне-
ние, как правило, удобнее осуществлять следующим способом. К дан-
ному множеству векторов добавляются элементы какой-нибудь базы в
Rn (например, стандартной базы), а потом выкидываются элементы до-
бавленной базы с использованием критерия линейной зависимости. Как
только векторов станет n, получим требуемое. Теоретическое обоснова-
ние смотрите: Кострикин и Манин (стр. 17-18), Мальцев (стр. 75).

Пример 15. Дополнить векторы −→a 1 = (1, 1, 1, 1), −→a 2 = (0, 1, 1, 1) до
базы в R4.

Решение. Рассмотрим множество векторов

A = {−→a 1,
−→a 2,

−→a 3 = (1, 0, 0, 0),−→a 4 = (0, 1, 0, 0),−→a 5 = (0, 0, 1, 0),−→a 6 = (0, 0, 0, 1)}.
A — полно, ибо содержит базу −→a 3,

−→a 4,
−→a 5,

−→a 6. Начнем удалять те
векторы, которые выражаются через предыдущие, то есть будем пользо-
ваться критерием линейной зависимости. Итак, все свелось к задаче из
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4.2., а точнее, к задаче из первого раздела. Ясно, что −→a 1,
−→a 2 — линейно

независимы и −→a 3 = −→a 1 − −→a 2, и поэтому можно выбросить −→a 3. Прове-
рим, можно ли выразить −→a 4 через −→a 1 и −→a 2. Пусть −→a 4 = α1

−→a 1 + α2
−→a 2.

Откуда
(0, 1, 0, 0) = α1(1, 1, 1, 1) + α2(0, 1, 1, 1)

и 


1 0 0
1 1 1
1 1 0
1 1 0


 .

Ясно, что система не имеет решения, следовательно, −→a 4 не выражается
через −→a 1 и −→a 2. Тогда векторы −→a 1,

−→a 2 и −→a 4 линейно независимы.
Проверим, можно ли выразить −→a 5 через −→a 1, −→a 2, −→a 4. Пусть

−→a 5 = α1
−→a 1 + α2

−→a 2 + α3
−→a 4.

Откуда

(0, 0, 1, 0) = α1(1, 1, 1, 1) + α2(0, 1, 1, 1) + α3(0, 1, 0, 0)

и 


1 0 0 0
1 1 1 0
1 1 0 1
1 1 0 0


 .

Система не имеет решения, следовательно, −→a 5 не выражается через −→a 1,−→a 2, −→a 4. Таким образом, −→a 1, −→a 2, −→a 4, −→a 5 линейно независимы, и, как
отмечалось в 3.1., они образуют базу, ибо dimR4 = 4.

Ответ. (0, 1, 0, 0) и (0, 0, 1, 0) дополняют (1, 1, 1, 1) и (0, 1, 1, 1) до базы
R4.

Задачи
1. Задачник Проскурякова:

Задачи №№ 1285-1300, 1303-1314, 1831.

2. Задачник Фаддеева и Соминского:

(a) "Белый":
Задачи №№ 933, 939;

(b) "Синий":
Задачи №№ 879.

3. Задачник под редакцией Кострикина:
Часть 2. Задачи. №№ 1.2.1 - 1.2.11.



Глава 5

Базы суммы и пересечения
подпространств

В этом разделе указывается способ отыскания базы суммы и пересечения
двух подпространств в Rn. Стандартный способ (смотрите, например,
задачу №1319 из задачника Проскурякова) предполагает использование
однородных систем линейных уравнений. Изложим этот способ позднее
в разделе 6.

Здесь же мы изложим другой способ, который основан на критерии
линейной зависимости (раздел 1). Пусть заданы базы −→a 1, . . . ,

−→a n под-
пространства L1,

−→
b 1, . . . ,

−→
b k — подпространства L2. Будем искать базу

L1 + L2 следующим образом. Ясно (Почему? Ответьте самостоятельно.),
что −→a 1, . . . ,

−→a n,
−→
b 1, . . . ,

−→
b k полно в L1 + L2. Выберем из этого множе-

ства как в разделе 1. максимальное линейно независимое подмножество
M . Тогда в силу линейной независимости −→a 1, . . . ,

−→a n имеем, что M =

{−→a 1, . . . ,
−→a n,

−→
b i1 , . . . ,

−→
b is}. Рассмотрим теперь векторы

−→
b j ∈ M . Тогда

получим, что
−→
b j = α1

−→a 1+. . .+αn
−→a n+β1

−→
b i1+. . .+βt

−→
b it , где it < j < it+1

для некоторого t = 1, . . . , s (если t = 0, то
−→
b j = α1

−→a 1 + . . . + αn
−→a n), от-

сюда
−→
b j − (β1

−→
b i1 + . . . + βt

−→
b it) = α1

−→a 1 + . . . + αn
−→a n ∈ L1 ∩ L2.

Такие векторы и образуют базу L1∩L2, то есть, выбирая базу L1 +L2

по критерию линейной зависимости, одновременно найдем и базу L1∩L2.
Пример 16. (задача №1322 из задачника Проскурякова). Найти базы

суммы и пересечения подпространств L1 = Lin(−→a 1,
−→a 2,

−→a 3) и
L2 = Lin(

−→
b 1,

−→
b 2,

−→
b 3), где

−→a 1 = (1, 1, 0, 0)
−→
b 1 = (1, 0, 1, 0)

−→a 2 = (0, 1, 1, 0)
−→
b 2 = (0, 2, 1, 1)

−→a 3 = (0, 0, 1, 1)
−→
b 3 = (1, 2, 1, 2)
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Решение. 1) Сначала найдем базы L1 и L2, надо проверить, как в
3.2., линейную зависимость −→a 1,

−→a 2,
−→a 3 и

−→
b 1,

−→
b 2,

−→
b 3;

а) ясно, что −→a 1,
−→a 2 — линейно независимы, так как векторы имеют

непропорциональные координаты. Проверим, можно ли выразить −→a 3 че-
рез −→a 1,

−→a 2. Пусть −→a 3 = α1
−→a 1 + α2

−→a 2. Откуда

(0, 0, 1, 1) = α1(1, 1, 0, 0) + α2(0, 1, 1, 0)

и 


1 0 0
1 1 0
0 1 1
0 0 1


 .

Система не имеет решения, следовательно, −→a 3 не выражается через −→a 1

и −→a 2. Итак, −→a 1,
−→a 2,

−→a 3 — база L1.
б) Снова

−→
b 1,

−→
b 2 линейно независимы. Проверим, можно ли выразить−→

b 3 через
−→
b 1,

−→
b 2. Пусть

−→
b 3 = β1

−→
b 1 + β2

−→
b 2. Откуда

(1, 2, 1, 2) = β1(1, 0, 1, 0) + β2(0, 2, 1, 1)

и 


1 0 1
0 2 2
1 1 1
0 1 2


 .

Система не имеет решения (почему?), следовательно,
−→
b 3 не выражается

через
−→
b 1 и

−→
b 2. Итак,

−→
b 1,

−→
b 2,

−→
b 3 — база L2.

2) Ищем базы L1 + L2 и L1 ∩ L2.
1 шаг. Проверим, можно ли выразить

−→
b 1 через −→a 1,

−→a 2,
−→a 3. Пусть−→

b 1 = α1
−→a 1 + α2

−→a 2 + α3
−→a 3. Откуда

(1, 0, 1, 0) = α1(1, 1, 0, 0) + α2(0, 1, 1, 0) + α3(0, 0, 1, 1)

и 


1 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 1
0 0 1 0


 ⇔




1 0 0 1
0 1 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 0




Система не имеет решения, следовательно,
−→
b 1 не выражается через−→a 1,

−→a 2,
−→a 3
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и −→a 1,
−→a 2,

−→a 3,
−→
b 1 — линейно независимы. Кстати, −→a 1,

−→a 2,
−→a 3,

−→
b 1 — база

R4 = L1 + L2 (Поймите сами, почему).
2 шаг. Проверим, как выражается

−→
b 2 через −→a 1,

−→a 2,
−→a 3,

−→
b 1. Пусть−→

b 2 = α1
−→a 1 + α2

−→a 2 + α3
−→a 3 + β1

−→
b 1. Откуда

(0, 2, 1, 1) = α1(1, 1, 0, 0) + α2(0, 1, 1, 0) + α3(0, 0, 1, 1) + β1(1, 0, 1, 0)

и 


1 0 0 1 0
1 1 0 0 2
0 1 1 1 1
0 0 1 0 1


 ⇔




1 0 0 1 0
0 1 0 −1 2
0 1 1 1 1
0 0 1 0 1


 ⇔

⇔




1 0 0 1 0
0 1 0 −1 2
0 0 1 2 −1
0 0 1 0 1


 ⇔




1 0 0 1 0
0 1 0 −1 2
0 0 1 0 1
0 0 0 2 −2


 ⇔

⇔




1 0 0 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 −1




Итак, α1 = 1, α2 = 1, α3 = 1, β1 = −1 и
−→
b 2 = −→a 1 +−→a 2 +−→a 3 −−→b 1.

Векторы из L1 и L2 разнесем в разные стороны,

−→c 1 = −→a 1 +−→a 2 +−→a 3 =
−→
b 1 +

−→
b 2 ∈ L1 ∩ L2

входит в базу L1∩L2. Найдем его −→c 1 = (1, 1, 0, 0)+(0, 1, 1, 0)+(0, 0, 1, 1) =
(1, 2, 2, 1).

3 шаг. Как можно выразить
−→
b 3 через −→a 1,

−→a 2,
−→a 3 и

−→
b 1? Пусть

−→
b 3 = γ1

−→a 1 + γ2
−→a 2 + γ3

−→a 3 + δ1

−→
b 1

. Откуда

(1, 2, 1, 2) = γ1(1, 1, 0, 0) + γ2(0, 1, 1, 0) + γ3(0, 0, 1, 1) + δ1(1, 0, 1, 0)

и 


1 0 0 1 1
1 1 0 0 2
0 1 1 1 1
0 0 1 0 2


 ⇔




1 0 0 1 1
0 1 0 −1 1
0 1 1 1 1
0 0 1 0 2


 ⇔
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⇔




1 0 0 1 1
0 1 0 −1 1
0 0 1 2 0
0 0 1 0 2


 ⇔




1 0 0 1 1
0 1 0 −1 1
0 0 1 0 2
0 0 0 1 −2


 ⇔

⇔




1 0 0 0 2
0 1 0 0 0
0 0 1 0 2
0 0 0 1 −1




Итак, γ1 = 2, γ2 = 0, γ3 = 2, δ1 = −1 и
−→
b 3 = 2−→a 1 + 2−→a 3 −−→b 1.

Векторы из L1 и L2 разнесем в разные стороны,

−→c 2 = 2−→a 1 + 2−→a 3 =
−→
b 1 +

−→
b 3 ∈ L1 ∩ L2

входит в базу L1∩L2. Найдем его−→c 2 = 2(1, 1, 0, 0)+2(0, 0, 1, 1) = (2, 2, 2, 2)
Итак, мы получаем следующий

Ответ. База L1 + L2 — {−→a 1,
−→a 2,

−→a 3,
−→
b 1},

база L1 ∩ L2 — {−→c 1 = (1, 2, 2, 1),−→c 2 = (2, 2, 2, 2)}.
Задачи

1. Задачник Проскурякова:
Задачи №№ 1314-1323.

2. Задачник Фаддеева и Соминского:

(a) "Белый":
Задачи №№ 934, 935, 940-945;

(b) "Синий":
Задачи №№ 880.

3. Задачник под редакцией Кострикина:
Часть 2. Задачи. №№ 1.2.12 - 1.2.15.



Глава 6

Системы линейных уравнений и
подпространства

В этом разделе мы коснемся следующих трех вопросов.

1. Нахождение фундаментальной системы решений однород-
ной системы линейных уравнений.

2. Задание подпространства из Rn однородной системой линейных
уравнений.

3. Применение однородной системы линейных уравнений для
нахождения базы пересечения и суммы двух подпространств.

6.1 Фундаментальная система решений
Как легко заметить, множество решений однородной системы линейных
уравнений над R с n неизвестными образует подпространство L в Rn.
Произвольная база в L и называется фундаментальной системой реше-
ний. Способ ее нахождения такой.

1) Сначала находим общее решение данной системы, то есть находим
систему с тем же множеством решений, что и исходная, и вида




xi1
...

xik


 = C ·




xj1
...

xjn−k


 (F),

причем неизвестные справа и слева различны и {xj1 , . . . , xjn−k
} — свобод-

ные неизвестные.
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2) Подставляя вместо xj1 , . . . , xjn−k
в формулу (F) столбцы единич-

ной матрицы, получим n − k векторов
−→
f 1, . . . ,

−→
f n−k, образующих базу

L. Заметим, что надо получить элементы этих векторов в соответствии
с их номерами, то есть значение xi1 ставится на место с номером i1 и
так далее. Теоретические основы этого метода можно найти в книгах
Мальцева (стр. 105-107), Кострикина (стр. 92-95).

Пример 17. (задача № 726 из задасника Проскурякова). Найти общее
решение и фундаментальную систему решений для системы уравнений





3x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + 5x5 = 0
6x1 + 4x2 + 3x3 + 5x4 + 7x5 = 0
3x1 + 6x2 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 0
3x1 + 2x2 + 4x4 + 8x5 = 0

Решение. 1) Ищем общее решение. Запишем систему в матричном
виде: столбец свободных членов всегда нулевой и потому его можно не
писать.




3 2 1 3 5
6 4 3 5 7
9 6 5 7 9
3 2 0 4 8


 ⇔




3 2 1 3 5
0 0 1 −1 −3
0 0 2 −2 −6
0 0 −1 1 3


 ⇔

⇔
(

3 2 1 3 5
0 0 1 −1 −3

)
⇔

(
3 2 0 4 8
0 0 1 −1 −3

)
⇔

⇔
(

1 2
3

0 4
3

8
3

0 0 1 −1 −3

)

Отсюда {
x1 = −2

3
x2 − 4

3
x4 − 8

3
x5

x3 = x4 + 3x5
(FF)

или
(

x1

x3

)
=

( −2
3
−4

3
−8

3

0 1 3

)
·



x2

x4

x5




Итак, общее решение найдено.
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2)Ищем фундаментальную систему решений. Удобнее это делать так.
Заполним сначала столбцы, соответствующие свободным неизвестным.

x1 x2 x3 x4 x5

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Теперь согласно (FF) найдем x1 и x3.

x1 x2 x3 x4 x5

−2
3

1 0 0 0
−4

3
0 1 1 0

−8
3

0 3 0 1

Так как были выбраны в качестве свободных неизвестных x2, x4, x5,
а не x1, x2, x3, как в ответе задачника, мы получим другой ответ.

Ответ. 1) Общее решение
{

x1 = −2
3
x2 − 4

3
x4 − 8

3
x5

x3 = x4 + 3x5

2) Фундаментальная система решений
(
−2

3
, 1, 0, 0, 0

)
,

(
−4

3
, 0, 1, 1, 0

)
,

(
−8

3
, 0, 3, 0, 1

)
.

6.2 Задание подпространства системой
Теперь мы рассмотрим задачу, обратную задаче из 6.1. Как найти по
данному подпространству L из Rn однородную систему линейных урав-
нений, множество решений которой совпадает с L.

Способ решения этой задачи такой.
1) Находим в L базу −→a 1, . . . ,

−→a s и дополним ее до базы −→a 1, . . . ,
−→a n всего

Rn, например как в 4.3. Запишем векторы в столбцы матрицы A. (Это
будет матрица перехода от стандартной базы к базе −→a 1, . . . ,

−→a n.)
2) Найдем обратную A−1 к A. Тогда искомая система будет иметь в ка-
честве основной матрицы последние n− s строк матрицы A−1.

Теоретические основы этого способа смотрите в книге Кострикина
(стр. 95).

Пример 18.Пусть L = Lin
((−2

3
, 1, 0, 0, 0

)
,

(−4
3
, 0, 1, 1, 0

)
,

(−8
3
, 0, 3, 0, 1

))
.

Найти однородную систему линейных уравнений, множество решений
которой равно L.
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Решение. 1) Из примера 17 знаем, что −→a 1 =
(−2

3
, 1, 0, 0, 0

)
,−→a 2 =

(−4
3
, 0, 1, 1, 0

)
, −→a 3 =

(−8
3
, 0, 3, 0, 1

)
— база в L. Дополним до базы

R5.
1 шаг. Проверим, выражается ли −→e 1 = (1, 0, 0, 0, 0) через −→a 1,

−→a 2,
−→a 3.

Пусть −→e 1 = α1
−→a 1 + α2

−→a 2 + α3
−→a 3. Откуда

(1, 0, 0, 0, 0) = α1

(
−2

3
, 1, 0, 0, 0

)
+ α2

(
−4

3
, 0, 1, 1, 0

)
+ α3

(
−8

3
, 0, 3, 0, 1

)

и 


−2
3
−4

3
−8

3
1

1 0 0 0
0 1 3 0
0 1 0 0
0 0 1 0



⇔




0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


 .

Система решения не имеет, следовательно,−→e 1 не выражается через−→a 1,
−→a 2,

−→a 3,
поэтому −→a 1,

−→a 2,
−→a 3,

−→e 1 — линейно независимы.
2 шаг. Проверим, выражается ли−→e 2 = (0, 1, 0, 0, 0) через−→a 1,

−→a 2,
−→a 3,

−→e 1.
Пусть −→e 2 = β1

−→a 1 + β2
−→a 2 + β3

−→a 3 + β4
−→e 1. Откуда

(0, 1, 0, 0, 0) = β1

(
−2

3
, 1, 0, 0, 0

)
+β2

(
−4

3
, 0, 1, 1, 0

)
+β3

(
−8

3
, 0, 3, 0, 1

)
+β4 (1, 0, 0, 0, 0)

и 


−2
3
−4

3
−8

3
1 0

1 0 0 0 1
0 1 3 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0



⇔




1 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
−2

3
0 0 1 0


 ⇔

⇔




1 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 2

3


 .

Итак, −→e 2 = −→a 1 + 2
3
−→e 1 и −→e 2 не включаем в дополнение.

3 шаг. Проверим, выражается ли−→e 3 = (0, 0, 1, 0, 0) через−→a 1,
−→a 2,

−→a 3,
−→e 1.

Пусть −→e 3 = γ1
−→a 1 + γ2

−→a 2 + γ3
−→a 3 + γ4

−→e 1. Откуда

(0, 0, 1, 0, 0) = γ1

(
−2

3
, 1, 0, 0, 0

)
+γ2

(
−4

3
, 0, 1, 1, 0

)
+γ3

(
−8

3
, 0, 3, 0, 1

)
+γ4 (1, 0, 0, 0, 0)
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и 


−2
3
−4

3
−8

3
1 0

1 0 0 0 0
0 1 3 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0



⇔




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 3 0 1
0 0 1 0 0
0 0 −8

3
1 0




.

Система решения не имеет, следовательно,−→e 3 не выражается через−→a 1,
−→a 2,

−→a 3,
−→e 1,

поэтому −→a 1,
−→a 2,

−→a 3,
−→e 1,

−→e 3 линейно независимы и образуют базу, так
как их 5 = dimR5.

Итак, получаем матрицу

A =




−2
3
−4

3
−8

3
1 0

1 0 0 0 0
0 1 3 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0




.

2) Построение системы уравнений.
Найдем обратную A−1 к A.




−2
3
−4

3
−8

3
1 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 3 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1



⇔

⇔




1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 2

3
0 4

3
8
3

0 0 0 0 1 0 0 1 −1 −3




Отсюда система такова:

(
1 2

3
0 4

3
8
3

0 0 1 −1 −3

)
·




x1

x2

x3

x4

x5




=




0
0
0
0
0




Или {
x1 + 2

3
x2 + 4

3
x4 + 8

3
x5 = 0

x3 − x4 − 3x5 = 0
,
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что согласуется с примером 17.
Ответ. L — подпространство решений системы

{
x1 + 2

3
x2 + 4

3
x4 + 8

3
x5 = 0

x3 − x4 − 3x5 = 0

6.3 Однородные системы линейных уравне-
ний суммы и пересечения подпространств

Здесь изложим способ нахождения базы пересечения и суммы подпро-
странств, отличный от метода в 5. Предлагаемый здесь метод более стан-
дартен (задача №1319 из задачника Проскурякова), чем изложенный в
5.

Пусть L1 и L2 — подпространства с базами −→a 1, . . . ,
−→a n и

−→
b 1, . . . ,

−→
b k

соответственно. Действуем так:
1) Находим базу пересечения L1 ∩ L2, решая векторное уравнение

α1
−→a 1 + . . . + αn

−→a n = β1

−→
b 1 + . . . + βk

−→
b k.

Переписывая в координатах, получим однородную систему линейных
уравнений. Найдем фундаментальную систему решений этой системы.
Из нее строим базу L1 ∩ L2, беря только значения α1, . . . , αn или только
β1, . . . , βk. Пусть получим базу −→e 1, . . . ,

−→e m.
2) Дополняем базу L1∩L2 до баз L1 и L2 (как в 4.3.) и получим базу L1 —−→e 1, . . . ,

−→e m,
−→
f 1, . . . ,

−→
f s (m + s = n), базу L2 — −→e 1, . . . ,

−→e m,−→g 1, . . . ,
−→g t

(m + t = k). База L1 + L2 —
−→
f 1, . . . ,

−→
f s,

−→e 1, . . . ,
−→e m,−→g 1, . . . ,

−→g t. Теоре-
тическое обоснование этого метода можно найти в книгах Кострикина и
Манина (стр. 39), Мальцева (стр. 101-102).

Теперь решим пример 16 по данному методу.
Пример 19. (задача №1322 из задачника Проскурякова). Найти базы

суммы и пересечения подпространств L1 = Lin(−→a 1,
−→a 2,

−→a 3) и
L2 = Lin(

−→
b 1,

−→
b 2,

−→
b 3), где

−→a 1 = (1, 1, 0, 0)
−→
b 1 = (1, 0, 1, 0)

−→a 2 = (0, 1, 1, 0)
−→
b 2 = (0, 2, 1, 1)

−→a 3 = (0, 0, 1, 1)
−→
b 3 = (1, 2, 1, 2)

Решение. 0) Как в примере 16, проверяем, что −→a 1,
−→a 2,

−→a 3 — база
L1 и

−→
b 1,

−→
b 2,

−→
b 3 — база L2.
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1) Находим базу L1 ∩ L2.
Имеем α1

−→a 1 + α2
−→a 2 + α3

−→a 3 = β1

−→
b 1 + β2

−→
b 2 + β3

−→
b 3, то есть

α1(1, 1, 0, 0) + α2(0, 1, 1, 0) + α3(0, 0, 1, 1)+

+β1(−(1, 0, 1, 0)) + β2(−(0, 2, 1, 1)) + β3(−(1, 2, 1, 2)) = (0, 0, 0, 0).

Перепишем в матричном виде и будем решать



1 0 0 −1 0 −1
1 1 0 0 −2 −2
0 1 1 −1 −1 −1
0 0 1 0 −1 −2


 ⇔




1 0 0 −1 0 −1
0 1 0 1 −2 −1
0 1 0 −1 0 1
0 0 1 0 −1 −2


 ⇔

⇔




1 0 0 −1 0 −1
0 1 0 1 −2 −1
0 0 1 0 −1 −2
0 0 0 −2 2 2


 ⇔




1 0 0 −1 0 −1
0 1 0 1 −2 −1
0 0 1 0 −1 −2
0 0 0 1 −1 −1


 ⇔

⇔




1 0 0 0 −1 −2
0 1 0 0 −1 0
0 0 1 0 −1 −2
0 0 0 1 −1 −1




Запишем общее решение

α1 = β2 + 2β3

α2 = β2

α3 = β2 + 2β3

β1 = β2 + β3

Ищем фундаментальную систему решений

α1 α2 α3 β1 β2 β3

1 1 1 1 1 0
2 0 2 1 0 1

Итак, получаем

−→c 1 = −→a 1 +−→a 2 +−→a 3 =
−→
b 1 +

−→
b 2 = (1, 2, 2, 1)

−→c 2 = 2−→a 1 + 2−→a 3 =
−→
b 1 +

−→
b 3 = (2, 2, 2, 2)
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базу L1 ∩ L2.
2) Дополняем базу L1 ∩ L2 до баз L1 и L2.
а) Находим базу L1.

Имеем dimL1 = 3, а dimL1 ∩ L2 = 2. Надо −→c 1,
−→c 2 дополнить од-

ним вектором. Проверим, выражается ли −→a 1 через −→c 1,
−→c 2. Пусть −→a 1 =

γ1
−→c 1 + γ2

−→c 2, откуда

(1, 1, 0, 0) = γ1(1, 2, 2, 1) + γ2(2, 2, 2, 2)

и 


1 2 1
2 2 1
2 2 0
1 2 0


 .

Система не имеет решения, следовательно, −→a 1 не выражается через −→c 1

и −→c 2, потому −→c 1, −→c 2,
−→a 1 линейно независимы, и −→c 1,

−→c 2,
−→a 1 — база L1.

б) Находим базу L2.
Имеем dimL2 = 3, а dimL1 ∩ L2 = 2. Надо −→c 1,

−→c 2 дополнить одним
вектором. Проверим, выражается ли

−→
b 1 через −→c 1,

−→c 2. Пусть

−→
b 1 = δ1

−→c 1 + δ2
−→c 2

, откуда
(1, 0, 1, 0) = δ1(1, 2, 2, 1) + δ2(2, 2, 2, 2)

и 


1 2 1
2 2 0
2 2 1
1 2 0


 .

Система не имеет решения, следовательно,
−→
b 1 не выражается через −→c 1

и −→c 2, потому −→c 1, −→c 2,
−→
b 1 линейно независимы, и −→1,−→2,

−→
b 1 — база L2.

3) База L1 + L2 — −→a 1,
−→c 1,

−→c 2,
−→
b 1.

Ответ. База L1 ∩ L2 — {−→c 1 = (1, 2, 2, 1),−→c 2 = (2, 2, 2, 2)},
база L1 + L2 — {−→a 1,

−→c 1,
−→c 2,

−→
b 1}.

Задачи

1. Задачник Проскурякова:
Задачи №№ 724-752, 1312-1323.

2. Задачник Фаддеева и Соминского:
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Задачи №№ 443, 449-450, 934-935, 940-945;

(b) "Синий":
Задачи №№ 403, 409-410, 412-413, 450-463, 980.

3. Задачник под редакцией Кострикина:

(a) Часть 1. Задачи. №№ 2.3.4;

(b) Часть 2. Задачи. №№ 1.2.12 - 1.2.16.


