
ÌÈÍÈÑÒÅÐÑÒÂÎ ÂÛÑØÅÃÎ È ÑÐÅÄÍÅÃÎ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÃÎ
ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

ÐÑÔÑÐ
×ÅËßÁÈÍÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Êàôåäðà àëãåáðû è ãåîìåòðèè

ÍÎÐÌÀËÜÍÀß ÆÎÐÄÀÍÎÂÀ ÔÎÐÌÀ

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî êóðñó
�Ëèíåéíàÿ àëãåðà è ãåîìåòðèÿ�

×åëÿáèíñê
1985



Îäîáðåíî ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèì Ñîâåòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
×åëÿáèíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Ñîñòàâèòåëè: Ð.Æ. Àëååâ
Â.Â. Êîðàáë¸âà

Ðåöåíçåíò: Ñ.Ã. Èâàíîâ



Àííîòàöèÿ

Èçó÷åíèå íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìû � òðóäíûé ðàçäåë â îñâîåíèè
ëèíåéíîé àëãåáðû. Äàííûå ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïîñâÿùåíû ãåîìåòðè÷å-
ñêîé òåîðèè íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìû è ïðèçâàíû îêàçàòü ïîìîùü
ñòóäåíòàì ïåðâîãî êóðñà ñïåöèàëüíîñòè "Ìàòåìàòèêà"â ïîäãîòîâêå ê ïðàê-
òè÷åñêèì çàíÿòèÿì è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå.
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Öåëü äàííûõ ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèé � îêàçàíèå ïîìîùè ñòóäåíòàì ïåð-
âîãî êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ïðè èçó÷åíèè êóðñà "Ëèíåéíàÿ
àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ à èìåííî, íàó÷èòü âû÷èñëÿòü íîðìàëüíóþ æîðäàíî-
âó ôîðìó ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùóþ æîðäàíîâó áàçó.
Íîðìàëüíàÿ æîðäàíîâà ôîðìà ÿâëÿåòñÿ, â îïðåäåë¸ííîì ñìûñëå, "âåðøè-
íîé"ëèíåéíîé àëãåáðû è âàæíîñòü å¸ òðóäíî ïåðåîöåíèòü. Îíà äà¸ò ïðèìåð
ïîëíîé êëàññèôèêàöèè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî èõ íîðìàëüíîé æîð-
äàíîâîé ôîðìå. Îñîáåííî ïîëåçíî ïðèìåíÿòü ýòó ðàáîòó íà ïðàêòè÷åñêèõ
çàíÿòèÿõ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå è ãåîìåòðèè è ïðè ïîäãîòîâêå äîìàøíèõ çà-
äàíèé. Â äàííûõ ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèÿõ ÷åòûðå ÷àñòè:

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ î íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìå.
2. Ñïîñîá íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìû ïðåîáðàçîâàíèÿ

è ñîîòâåòñòâóþùåé æîðäàíîâîé áàçû.
3. Ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìû ïðåîáðàçîâà-

íèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåé æîðäàíîâîé áàçû.
4. Çàäàíèå íà ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó.
Îòìåòèì, ÷òî èçëàãàåìûé â ýòèõ ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèÿõ ñïîñîá íàõîæ-

äåíèÿ íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìû ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåé
áàçû îòíîñèòñÿ, ê òàê íàçûâàåìîé, �ãåîìåòðè÷åñêîé� òåîðèè íîðìàëüíîé
æîðäàíîâîé ôîðìû. Òàêîå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè â êíèãàõ:

1. À.È. Êîñòðèêèí, Ââåäåíèå â àëãåáðó. Äîïîëíåíèå.
2. À.È. Êîñòðèêèí, Þ.È. Ìàíèí, Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ, ÷àñòü

1, �8, �9.
Äðóãîé ïîäõîä � "àëãåáðàè÷åñêàÿ"òåîðèÿ íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîð-

ìû ñîäåðæèòñÿ â êíèãàõ:
1. À.È. Ìàëüöåâ, Îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû, ãëàâà IV.
2. À.Ò. Êóðîø, Êóðñ âûñøåé àëãåáðû, ãëàâà 13.
Èçëàãàåìûé â ýòîé ðàáîòå ñïîñîá òðåáóåò ðàçíîîáðàçíûõ çíàíèé è óìå-

íèé ïî ëèíåéíîé àëãåáðå: ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, ðàíã ìàòðèöû, áàçû (â òîì
÷èñëå äîïîëíåíèå äî áàçû), ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé îäíîðîä-
íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ÿäðî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è çíà÷åíèÿ. Âñå ýòè âîïðîñû
íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü ïåðåä îñâîåíèåì íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìû.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î íîðìàëüíîé æîðäàíî-
âîé ôîðìå

Ïóñòü çàäàíî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V íàä ïîëåì P è ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà A ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ â
íåêîòîðîé áàçå. Èíòåðåñíû è âàæíû ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è:



2 ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÆÎÐÄÀÍÎÂÎÉ ÔÎÐÌÛ 5

1. Íàéòè òàêóþ áàçó ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîé ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ
ϕ áóäåò íàèáîëåå ïðîñòîãî âèäà.

2. Áóäåò ëè òàêîé âèä åäèíñòâåíåí?

Òàê êàê ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ â ðàçëè÷íûõ áàçàõ ïîäîáíû, òî ýòè
äâå çàäà÷è ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèì:

1. Íàéòè òàêóþ ìàòðèöó, ïîäîáíóþ äàííîé, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà
áûëà íàèáîëåå ïðîñòîãî âèäà.

2. Áóäåò ëè òàêàÿ ìàòðèöà åäèíñòâåííà?

Îáå ýòè çàäà÷è è äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé è äëÿ ìàòðèö, ðåøàþòñÿ òåîðèåé
íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìû. Áîëåå òî÷íî, èçâåñòíî (íàïðèìåð, À.È.
Êîñòðèêèí, Þ.È. Ìàíèí, Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ, ÷àñòü 1, �9), ÷òî
â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ P (íàïðèìåð, ïîëå êîìïëåêñíûõ
÷èñåë C):

a) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ ñóùåñòâóåò æîðäàíîâà áàçà, òî åñòü áàçà, â êî-
òîðîé ìàòðèöà J ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé æîð-
äàíîâûõ êëåòîê, èíà÷å ãîâîðÿ, íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé
ôîðìå;

á) ìàòðèöà J îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè âõî-
äÿùèõ â íå¸ æîðäàíîâûõ êëåòîê.

Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ìîæíî îáîéòèñü è áåç àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíó-
òîñòè ïîëÿ, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ϕ èìååò â ïîëå P ñòîëüêî
æå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ó÷¸òîì èõ êðàòíîñòè, êàêîâà ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà V .

2 Ñïîñîá íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé
ôîðìû è ñîîòâåòñòâóþùåé æîðäàíîâîé áàçû

2.1 ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è
Ïóñòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V
íàä ïîëåì P çàäàíî ìàòðèöåé A â íåêîòîðîé áàçå. Äîïóñòèì, ÷òî ïðåîá-
ðàçîâàíèå ϕ (ðàâíîñèëüíî ìàòðèöà A) èìååò â ïîëå P ñ ó÷¸òîì êðàòíîñòè
n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Òðåáóåòñÿ íàéòè íîðìàëüíóþ æîðäàíîâó ôîðìó
ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ è ñîîòâåòñòâóþùóþ æîðäàíîâó áàçó.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà, ïðè÷¸ì âòîðîé ýòàï �
îñíîâíîé è äëÿ óäîáñòâà åãî ïîäåëèì íà áîëåå ìåëêèå.
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2.2 ðàçëîæåíèå íà êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà.
Â ñèëó íàøåãî äîïóùåíèÿ î ÷èñëå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæíî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Cϕ(λ) ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì
âèäå:

Cϕ(λ) = det(A− λE) = (−1)n(λ− ρ1)K1 · · · (λ− ρs)Ks ,

ãäå ρ1, . . . , ρs � âñå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è K1 + . . . +
Ks = n.

Êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρi îïðåäåëÿåò êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî
Ri, à èìåííî:

Ri = ker(ϕ− ρiε)Ki =
{−→x ∈ V |(ϕ− ρiε)Ki(−→x ) =

−→
0

}
,

ïðè÷¸ì dimRi = Ki.
Ïðîñòðàíñòâî V ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ,

òî åñòü
V = R1 
+ · · · 
+Rs

Òàê êàê êàæäîå êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíî, òî çàäà÷à íà-
õîæäåíèÿ íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìû ñâåëàñü ê îòûñêàíèþ æîðäàíî-
âîé áàçû â êàæäîì êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå.

2.3 Íàõîæäåíèå æîðäàíîâîé áàçû â êîðíåâîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå.

Ýòîò ýòàï � îñíîâíîé â èçëàãàåìîì ñïîñîáå íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîé æîð-
äàíîâîé ôîðìû. Êðàòêî åãî ñóòü ìîæíî èçëîæèòü òàê. Ñòðîèòñÿ ñòðîãî
âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà ïîäïðîñòðàíñòâ. Â ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ, äâèãà-
ÿñü �ñâåðõó âíèç�, ñòðîÿòñÿ íîâûå áàçû êîòîðûå â êîíå÷íîì èòîãå è äàäóò
íàì æîðäàíîâó áàçó. Äëÿ óäîáñòâà ïîäåëèì ýòîò ýòàï íà áîëåå ìåëêèå.

2.3.1 Ïîñòðîåíèå öåïî÷êè ïîäïðîñòðàíñòâ è èõ íà÷àëüíûõ áàç.
Èòàê, ïóñòü çàôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ri = ker(ϕ−
ρiε)Ki . Âåêòîðû èç Ri áóäåì íàçûâàòü êîðíåâûìè. Ïîä âûñîòîé êîðíåâîãî
âåêòîðà −→x ïîíèìàåòñÿ íàèìåíüøåå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî m, äëÿ
êîòîðîãî (ϕ − ρiε)m(−→x ) =

−→
0 . Â ÷àñòíîñòè, (ϕ − ρiε)0(−→x ) = ε(−→x ) =

−→
0 ⇔

−→x =
−→
0 è ïîòîìó −→0 � åäèíñòâåííûé êîðíåâîé âåêòîð âûñîòû 0. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Hl � ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåâûõ âåêòîðîâ âûñîòû íå áîëåå ÷åì l. ßñíî,
÷òî Hl = ker(ϕ− ρiε)l, ïîýòîìó Hl � ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü t � íàèáîëü-
øàÿ âîçìîæíàÿ âûñîòà êîðíåâûõ âåêòîðîâ èç Ri. Òîãäà èìååì ñëåäóþùóþ
ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ öåïî÷êó ïîäïðîñòðàíñòâ.

{0} = H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Ht = Ri

Åñëè æå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç mj ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Hj , òî

0 = m0 < m1 < . . . < mt = Ki.
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Äëÿ êàæäîãî èç ïîäïðîñòðàíñòâ èùåì áàçó, êîòîðóþ çàôèêñèðóåì è áóäåì
íàçûâàòü íà÷àëüíîé áàçîé ïîäïðîñòðàíñòâà Hl.

Ïðàêòè÷åñêè, ìû ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ îòûñêàíèÿ íà-
÷àëüíîé áàçû â Hl çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðîâ èç Hl óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (A− ρiE)l−→x t

=
−→
0 t. Ïîýòîìó êîîðäèíàòû âåêòîðîâ áàçû Hl ìîæíî ïîëó÷èòü, îòûñêàâ

ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñèñòåìû (A− ρiE)l−→x t =
−→
0 t. Èç ýòîãî

ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî ml = dimHl = n− r((A−ρiE)l). Èòàê, âû÷èñëÿÿ ðàíãè
r0 = r((A − ρiE)0) = n, r1 = r(A − ρiE) è ò.ä. îïðåäåëÿåì ðàçìåðíîñòè
m0 = 0, m1 = n−r1,m2 = n−r2 è ò.ä. ïîäïðîñòðàíñòâ H0,H1, . . .. Êàê òîëü-
êî mt = n− rt = Ki, à mt−1 6= Ki, òî ïîëó÷èì t � íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ
âûñîòó âåêòîðîâ èç Ri. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî rt+1 = r((A− ρiE)t+1) = rt.

2.3.2 Ïîñòðîåíèå ðàçëîæåíèÿ íà öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà.
Äàëüíåéøèé õîä íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìû ñîñòîèò â
ðàçëîæåíèè êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íà ïðÿìóþ ñóììó ñïåöèàëüíûõ èí-
âàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, íàçûâàåìûõ öèêëè÷åñêèìè. Ýòà öåëü äîñòèãà-
åòñÿ ïóò¸ì ïîñòåïåííîãî èñïðàâëåíèÿ áàç ïîäïðîñòðàíñòâ Hl, l = 1, . . . , t,
íà÷èíàÿ ñ áàçû Ht = Ri. Ýòà ïðîöåäóðà ñîñòîèò èç t îäíîòèïíûõ øàãîâ.
Äëÿ íàãëÿäíîñòè îïèøåì ïåðâûå òðè øàãà.

Øàã 1.
Èñïðàâëÿåì áàçó ïîäïðîñòðàíñòâà Ht. Ïîëîæèì

pt = mt −mt−1 = (n− rt)− (n− rt−1) = rt−1 − rt

Òîãäà íà÷àëüíóþ áàçó ïîäïðîñòðàíñòâà Ht−1 äîïîëíèì äî áàçû Ht âåêòî-
ðàìè −→ft1, . . . ,

−−→
ftpt èç íà÷àëüíîé áàçû Ht. Ìîæåì òåïåðü íà÷àòü ñîñòàâëÿòü

æîðäàíîâó áàçó. Óäîáíî çàïèñûâàòü ïîëó÷åííûé íà÷àëüíûé ôðàãìåíò æîð-
äàíîâîé áàçû â òàáëèöó, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç (T ), íà êàæäîì øàãå
áóäåì äîïîëíÿòü òàáëèöó. Ñåé÷àñ æå èìååì:

(T ) =

−→
ft1 . . .

−−→
ftpt

(ϕ− ρiε)(
−→
ft1) . . . (ϕ− ρiε)(

−−→
ftpt)

... . . .
...

(ϕ− ρiε)t−1(
−→
ft1) . . . (ϕ− ρiε)(

−−→
ftpt)

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû â ïåðâîé ñòðîêå èìåþò âûñîòó t, âî âòîðîé �
t − 1 è ò.ä., à â ïîñëåäíåé, åñòåñòâåííî, −1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ýòè
âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è ïîýòîìó, äåéñòâèòåëüíî, ïîñòðîåíà ÷àñòü
áàçû êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Ri = Ht. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî tpt = Ki,
òîãäà óæå ïîñòðîåíà òðåáóåìàÿ áàçà Ht = Ri.

Øàã 2.
Èñïðàâëÿåì áàçó Ht−1. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â Ht óæå èìåþò-

ñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû (ϕ − ρiε)(
−→
ft1), . . . , (ϕ − ρiε)(

−−→
ftρt). Åñëè

dimHt−1 = mt−1 = mt−2+pt, òî ïîëîæèì pt−1 = 0 è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùå-
ìó øàãó. Èòàê, ïóñòü mt−1 > mt−2+pt è ïîëîæèì pt−1 = mt−1−(mt−2+pt) =
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mt−1 −mt−2 − (mt −mt−1) = 2mt−1 −mt −mt−2 = 2(n− rt−1)− (n− rt)−
(n− rt−2) = rt − 2rt−1 + rt−2.
Òîãäà íà÷àëüíóþ áàçó ïîäïðîñòðàíñòâà Ht−2 è âåêòîðû (ϕ−ρiε)(

−→
ft1), . . . , (ϕ−

ρiε)(
−−→
ftρt) äîïîëíèì äî áàçû Ht−1 âåêòîðàìè −−−→ft−1 1, . . . ,

−−−−→
ft−1 pt èçíà÷àëüíîé

áàçû ïîäïðîñòðàíñòâà Ht−1. Òåïåðü ìîæíî äîïîëíèòü òàáëèöó (T ), íà÷èíàÿ
ñî âòîðîé ñòðîêè

(T ) =

−→
ft1 . . .

−−→
ftpt

...
... −−−→

ft−1 1
−−−−−→
ft−1 pt−1

...
...

...
...

(ϕ− ρiε)t−1(
−→
ft1) (ϕ− ρiε)t−1(

−−→
ftpt

) (ϕ− ρiε)t−2(
−−−→
ft−1 1)

Ñíîâà âåêòîðû â ïåðâîé ñòðîêå èìåþò âûñîòó t, âî âòîðîé t−1 è ò.ä. Ýòè
âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ïîòîìó ïîñòðîåíèå åù¸ îäíà ÷àñòü áàçû Ri.
Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ptt+pt−1(t−1) = Ki è â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå áàçû
áóäåò çàêîí÷åíî.

Øàã 3.
Èñïðàâëÿåì áàçó Ht−2. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî â Ht−2 óæå èìåþòñÿ ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû (ϕ−ρiε)2(
−−−→
ft−1 1), . . . , (ϕ−ρiε)2(

−−→
ftpt), (ϕ−ρiε)(

−−−→
ft−1 1), . . . , (ϕ−

ρiε)(
−−−−−−→
ft−1 pt−1). Åñëè dimHt−2 = mt−2 = mt−3+pt+pt−1, òî ïîëîæèì pt−2 = 0

è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó. Èòàê, ïóñòü mt−2 > mt−3 + pt + pt−1 è
ïîëîæèì pt−2 = mt−2 − mt−3 − pt − pt−1 = mt−2 − mt−3 − mt + mt−1 −
2mt−1 + mt + mt−2 = 2mt−2 − mt−1 − mt−3 = rt−1 − 2rt−2 + rt−3. Òîãäà
íà÷àëüíóþ áàçó ïîäïðîñòðàíñòâà Ht−3 è âåêòîðû (ϕ − ρiε)2(

−→
ft1), . . . , (ϕ −

ρiε)2(
−−→
ftpt), (ϕ − ρiε)(

−−−→
ft−1 1), . . . , (ϕ − ρiε)(

−−−−−−→
ft−1 pt−1) äîïîëíèì äî áàçû Ht−2

âåêòîðàìè −−−→
ft−2 1, . . . ,

−−−−−−→
ft−2 pt−2 èç íà÷àëüíîé áàçû ïîäïðîñòðàíñòâà Ht−2.

Òåïåðü ìîæíî äîïîëíèòü òàáëèöó (T ), íà÷èíàÿ ñ òðåòüåé ñòðîêè

(T ) =

−→
ft1 . . .

−−→
ftpt

...
... −−−→

ft−1 1 . . .
−−−−−→
ft−1 pt−1

...
...

...
... −−−→

ft−2 1 . . .
−−−−−→
ft−2 pt−2

...
...

...
...

...
...

...
...

... (ϕ− ρiε)t−3(
−−−→
ft−2 1)

Ñíîâà âåêòîðû â òàáëèöå (T ) ðàñïîëîæåíû ïî ñòðî÷êàì â ïîðÿäêå óáû-
âàíèÿ âûñîòû îò t äî 1. Ýòè âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî
ïîñòðîåíà åù¸ îäíà ÷àñòü áàçû êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Ri. Åñëè æå îêà-
çàëîñü, ÷òî ptt+pt−1(t−1)+pt−2(t−2) = ki, òî ïîñòðîåíèå áàçû çàêîí÷åíî.

Ïîñëå òîãî, êàê ïðîäåëàíî t øàãîâ, ïîñòðîåíà �èñïðàâëåííàÿ� áàçà Ri,
çàïèñàííàÿ â âèäå òàáëèöû (T ), â êîòîðîé êàæäûé ñòîëáåö èìååò âèä

−→
f

(ϕ− ρiε)(
−→
f )

...
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(ϕ− ρiε)l−1(
−→
f )

ãäå l � âûñîòà âåêòîðà −→f . Âåêòîðû, çàïèñàííûå â êàæäîì ñòîëáöå òàá-
ëèöû (T ), îáðàçóþò áàçó èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî ϕ ïîäïðîñòðàíñòâà,
êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì. Ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
ϕ íà ýòî öèêëè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò âèä:



ρi 1 0 . . . 0
0 ρi 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . ρi




� êëåòêà Æîðäàíà, ðàçìåðà l × l

åñëè â êà÷åñòâå áàçû âçÿòü (ϕ− ρiε)l−1(
−→
f ), . . . ,

−→
f

2.3.3 Âûïèñûâàíèå æîðäàíîâîé áàçû
Â òàáëèöå (T ), ñîäåðæàùåé âåêòîðû, ïîñòðîåííîé áàçû, çàíóìåðóåì âåê-
òîðû ïîäðÿä ñíèçó ââåðõ ïî ñòîëáöàì è ñëåâà íàïðàâî ïî ñòðî÷êàì, òî
åñòü, ñíà÷àëà íóìåðóåì ñíèçó ââåðõ âåêòîðû ïåðâîãî ñòîëáöà, çàòåì âòî-
ðîãî è ò.ä. Â ýòîì ñëó÷àå â òàêîé áàçå ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
çàïèøåòñÿ êàê ïðÿìàÿ ñóììà êëåòîê Æîðäàíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó
ïîñòðîåííîìó öèêëè÷åñêîìó ïîäïðîñòðàíñòâó. Èòàê, ïîñòðîåíà æîðäàíîâà
áàçà.

Óïðàæíåíèå. Êàêîâà áóäåò ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ åñëè
âåêòîðû èç òàáëèöû (T ) íóìåðîâàòü íå ñíèçó ââåðõ, à ñâåðõó âíèç?

2.3.4 Âû÷èñëåíèå íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìû
Èíîãäà äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü êàêóþ íîðìàëüíóþ æîðäàíîâó ôîðìó èìå-
åò ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå íàõîäÿ æîðäàíîâó áàçó. ×òîáû
îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ ïîñòóïàþò òàê.

1. Îïðåäåëÿåì íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ âûñîòó êîðíåâûõ âåêòîðîâ. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåì ðàíãè:

r0 = r((A− ρiE)0) = r(E) = n

r1 = r((A− ρiE)1)

r2 = r((A− ρiE)2) è ò.ä.

Âû÷èñëåíèå ïðåêðàùàåì êàê òîëüêî n − rt = ki � êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ ρi. Ïîëó÷åííîå ÷èñëî t è áóäåò òðåáóåìîåé íàèáîëüøåé âîçìîæíîé
âûñîòîé êîðíåâûõ âåêòîðîâ. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî t òàêæå ìîæíî îõàðàêòå-
ðèçîâàòü è äðóãèì îáñòîÿòåëüñòâîì, à èìåííî, t � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî rt+1 = rt.

2. Îïðåäåëÿåì ÷èñëî êëåòîê æîðäàíà êàæäîãî ðàçìåðà. Ïóñòü îïÿòü pl

� ÷èñëî êëåòîê æîðäàíà ðàçìåðà l × l. Òîãäà



3 ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÆÎÐÄÀÍÎÂÎÉ ÔÎÐÌÛ 10

pt = rt−1 − rt = rt+1 − 2rt + rt−1 (rt+1 = rt)

pt−1 = rt − 2rt−1 + rt−2.

Âîîáùå ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà pl = rl+1 − 2rl + rl−1. Â ÷àñòíîñòè, p1 =
r2 − 2r1 + r0 = r2 − 2r1 + n. Ïîëåçíî ðåøèòü ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå. Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ôîðìóëû íàéäèòå:

a) ÷èñëî âñåõ êëåòîê æîðäàíà â æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå ñ äàí-
íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

á) ÷èñëî âñåõ êëåòîê æîðäàíà â æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå ñ äàí-
íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàçìåðà íå ìåíåå ÷åì k.

Îòâåò. a) n− r1;

á) rk−1 − rk.

Çàìå÷àíèå. Îòâåò íà âîïðîñ à) èç óïðàæíåíèÿ äàåò òàêæå îòâåò íà
âîïðîñ î ÷èñëå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ äàííûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì.

3 Ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíîé æîðäàíî-
âîé ôîðìû è ñîîòâåòñòâóþùåé æîðäàíîâîé
áàçû

Â ýòîé ÷àñòè áóäóò ðàññìîòðåíû äâà ïðèìåðà íà æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ
ôîðìó. Ýòè ïðèìåðû áóäóò êàñàòüñÿ äâóõ âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñëó÷à-
åâ: 1) ïðåîáðàçîâàíèå èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è 2) ïðåîá-
ðàçîâàíèå èìååò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Åñëè â ïåð-
âîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ ðàçëîæåíèå íà êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà, òî âî
âòîðîì êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà (â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ) èìåþò íåáîëüøóþ
ðàçìåðíîñòü. Òàê ÷òî îáà ñëó÷àÿ èìåþò ñâîè ïëþñû è ñâîè ìèíóñû.

Ïðèìåð. Ïóñòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (ïðîñòðàíñòâà ñòðîê) C4 çàäàíî â ñòàíäàðòíîé áàçå −→e1 = (1, 0, 0, 0),−→e2 =
(0, 1, 0, 0),−→e3 = (0, 0, 1, 0) è −→e4 = (0, 0, 0, 1) ìàòðèöåé

A =




1 1 1 0
−1 3 0 1
−1 0 −1 1
0 −1 −1 1




1) Íàéòè æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ è ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ æîðäàíîâó áàçó.

2) Âûÿñíèòü, ìîæíî ëè íàéòè æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó, åñëè
ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïðåîáðàçîâàíèÿ
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à) ïðîñòðàíñòâà R4;

á) ïðîñòðàíñòâà Q4.

Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî íà âòîðîé âîïðîñ ìîæíî ñðà-
çó îòâåòèòü êàê òîëüêî ìû íàéäåì âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.
À èìåííî, åñëè èìååò òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå (ñîîòâåòñòâåííî, òîëüêî ðà-
öèîíàëüíûå) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òî èìååì óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà à)
(ñîîòâåòñòâåííî, íà á)). Èíà÷å, îòâåò îòðèöàòåëüíûé. Ïîéìèòå ïî÷åìó ýòî
ñïðàâåäëèâî!

Ðåøåíèå ïðèìåðà ïðîâåäåì ïî òîé ñõåìå, êîòîðàÿ èçëîæåíà â ÷àñòè 2.
1. Íàéäåì ïðåæäå âñåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðåîáðàçîâàíèÿ

ϕ è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Cϕ(λ) = det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 1 1 0
−1 3− λ 0 1
−1 0 −1− λ 1
0 −1 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(ê ïåðâîé ñòðî÷êå ïðèáàâèì ïîñëåäíþþ)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 0 0 1− λ
−1 3− λ 0 1
−1 0 −1− λ 1
0 −1 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(âûíåñåì èç ïåðâîé ñòðî÷êè 1− λ)

= (1− λ) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 1
−1 3− λ 0 1
−1 0 −1− λ 1
0 −1 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(ïðèáàâèì ïåðâóþ ñòðî÷êó êî âòîðîé è òðåòüåé)

= (1− λ) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 1
0 3− λ 0 2
0 0 1− λ 2
0 −1 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(ðàçëîæèì ïî ïåðâîìó ñòîëáöó)

= (1− λ) ·
∣∣∣∣∣∣

3− λ 0 2
0 1− λ 2
−1 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (1− λ)((1− λ)(3− λ)(−1− λ) + 2(−1− λ) + 2(3− λ)) = (1− λ)((1− λ)(3−
λ)(−1− λ) + 2(−1− λ + 3− λ)) = (1− λ)((1− λ)(3− λ)(−1− λ) + 4(1− λ)) =
(1− λ)2(λ2 − 2λ− 3 + 4) = (1− λ)4

Èòàê, ρ = 1 � åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, à
ïîòîìó îòâåò íà âîïðîñ 2 è â ñëó÷àå à) è â ñëó÷àå á) óòâåðäèòåëüíûé.

2. Ðàçëîæåíèå íà êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà íå íóæíî äåëàòü, ïîòîìó
÷òî â ýòîì ïðèìåðå åäèíñòâåííîå êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

3. Ñòðîèì öåïî÷êó ïîäïðîñòðàíñòâ è èõ áàçû. Èìååì, H0 = {−→0 },H1 =
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ker(ϕ− ε),H2 = ker(ϕ− ε)2 è ò.ä. Ïðåîáðàçîâàíèå ϕ− ε èìååò ìàòðèöó

A− E =




0 1 1 0
−1 2 0 1
−1 0 −2 1
0 −1 −1 0




Ïðåîáðàçîâàíèå (ϕ− ε)2 èìååò ìàòðèöó

(A− E)2 =




0 1 1 0
−1 2 0 1
−1 0 −2 1
0 −1 −1 0




2

=




−2 2 −2 2
−2 2 −2 2
2 −2 2 −2
2 −2 2 −2




Ïðåîáðàçîâàíèå (ϕ− ε)3 èìååò ìàòðèöó

(A− E)3 =




0 1 1 0
−1 2 0 1
−1 0 −2 1
0 −1 −1 0




3

=




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




Îòñþäà ÿñíî, ÷òî íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ âûñîòà âåêòîðîâ t = 3. Áóäåì
èñêàòü áàçû â H1,H2,H3.

a) Íàéäåì áàçó â H1

Ðåøàåì ñèñòåìó (A− E)−→x t =
−→
0 t â ìàòðè÷íîì âèäå:




0 1 1 0
−1 2 0 1
−1 0 −2 1
0 −1 −1 0


 ↔




0 1 1 0
−1 −2 0 1
0 −2 −2 0


 ↔

(
0 1 1 0
−1 −2 0 1

)

Îòñþäà
{

x3 = −x2

x4 = x1 − 2x2

Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé
x1 x2 x3 x4

1 0 0 1
0 1 −1 −2

Èòàê, â H1 èìååì ñëåäóþùóþ áàçó−→g1 = (1, 0, 0, 1) è −→g2 = (0, 1,−1,−2). Îòêóäà m1 = dimH1 = 2.
á) Íàéäåì áàçó â H2.
Ðåøàåì ñèñòåìó (A− E)−→x t =

−→
0 t :




−2 2 −2 2
−2 2 −2 2
2 −2 2 −2
2 −2 2 −2


 ↔ (

2 −2 2 −2
) ↔ (

1 −1 1 −1
)
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Îòñþäà x4 = x1 − x2 + x3. Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé:
x1 x2 x3 x4

1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1

Èòàê, â H2 èìååì ñëåäóþùóþ áàçó−→g1 =
−→
h1 = (1, 0, 0, 1),

−→
h2 = (0, 1, 0,−1),

−→
h3 =

(0, 0, 1, 1). Îòêóäà dimH2 = m2 = 3
â) Íàéäåì áàçó â H3

Òàê êàê H3 = C4 (= R4 äëÿ 2 a), = Q4 äëÿ 2 á)), ÿñíî, ÷òî −→e1 =
(1, 0, 0, 0),−→e2 = (0, 1, 0, 0),−→e3 = (0, 0, 1, 0),−→e4 = (0, 0, 0, 1) áàçà â H3.

4. Ðàçëîæåíèå íà öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà
Øàã 1.
Èñïðàâëÿåì áàçó H3. Èìååì p3 = m3 −m2 = 4 − 3 = 1. Áàçó −→h1,

−→
h2,

−→
h3

íàäî äîïîëíèòü äî áàçû H3. Ñîñòàâèì èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ −→h1,
−→
h2,

−→
h3 è −→e1

ìàòðèöó:


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1
1 0 0 0


 ↔




1 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 1 1
0 0 0 1




Òàê êàê ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 4, òî −→e1 � òðåáóåìûé âåêòîð. Ñîñòàâèì
íà÷àëüíóþ ÷àñòü òàáëèöû (T ):

−→e1 = (1, 0, 0, 0)

(ϕ− ε)(−→e1) = (0, 1, 1, 0)

(ϕ− ε)2(−→e1) = (−2, 2,−2, 2)

Øàã 2.
Èìååì p2 = m2 − (m1 + ρ3) = 3 − (2 + 1) = 0, è ïîòîìó ïåðåõîäèì ê

ñëåäóþùåìó øàãó.
Øàã 3.
Èìååì p1 = 2m1 −m2 −m0 = 4− 3− 0 = 1. Íóæíî äîïîëíèòü áàçó H0 è

(ϕ−ε)2(−→e1) äî áàçû H1. Òàê êàê dimH0 = m0 = 0, (ϕ−ε)2(−→e1) = (−2, 2,−2, 2)
è −→g1 = (1, 0, 0, 1) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ òàáëèöó
(T ):

(1, 0, 0, 0)

(0, 1, 1, 0)

(−2, 2,−2, 2)

(1, 0, 0, 1)

5. Âûïèøåì æîðäàíîâó áàçó è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé íîðìàëüíóþ æîð-
äàíîâó ôîðìó.
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Òåïåðü −→f1 = (−2, 2,−2, 2),
−→
f2 = (0, 1, 1, 0),

−→
f3 = (1, 0, 0, 0),

−→
f4 = (1, 0, 0, 1)

� æîðäàíîâà áàçà è åé ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ íîðìàëüíàÿ æîðäàíîâà
ôîðìà:



1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1




Èòàê, çàäà÷à ðåøåíà ïîëíîñòüþ.

Ïðèìåð. Ïóñòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà C5 çàäàíî â ñòàíäàðòíîé áàçå −→e1 ,−→e2 ,−→e3 ,−→e4 ,−→e5 ìàòðèöåé

A =




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 −1 −2 2 1




Íàéòè íîðìàëüíóþ æîðäàíîâó ôîðìó ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ è ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ æîðäàíîâó áàçó.

Ðåøåíèå.
1. Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ

Cϕ(λ) = det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 1 0 0 0
0 −λ 1 0 0
0 0 −λ 1 0
0 0 0 −λ 1
1 −1 −2 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(ïðèáàâèì âñå ñòîëáöû ê ïåðâîìó)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 1 0 0 0
1− λ −λ 1 0 0
1− λ 0 −λ 1 0
1− λ 0 0 −λ 1
1− λ −1 −2 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(âûíåñåì 1− λ èç ïåðâîãî ñòîëáöà)

= (1− λ) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 0
1 −λ 1 0 0
1 0 −λ 1 0
1 0 0 −λ 1
1 −1 −2 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(âû÷òåì ïåðâóþ ñòðî÷êó èç îñòàëüíûõ)

= (1− λ) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 0
0 −1− λ 1 0 0
0 −1 −λ 1 0
0 −1 0 −λ 1
0 −2 −2 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(ðàçëîæèì ïî ïåðâîìó ñòîëáöó)
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= (1− λ) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1− λ 1 0 0
−1 −λ 1 0
−1 0 −λ 1
−2 −2 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(ïðèáàâèì ê ïåðâîìó ñòîëáöó òðåòèé)

= (1− λ) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1− λ 1 0 0
0 −λ 1 0

−1− λ 0 −λ 1
0 −2 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(âûíåñåì èç ïåðâîãî ñòîëáöà −1− λ)

= (1− λ)(−1− λ) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0
0 −λ 1 0
1 0 −λ 1
0 −2 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(âû÷òåì èç òðåòåé ñòðî÷êè ïåðâóþ)

= (1− λ)(−1− λ) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0
0 −λ 1 0
0 −1 −λ 1
0 −2 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(ðàçëîæèì ïî ïåðâîìó ñòîëáöó)

= (1− λ)(−1− λ) ·
∣∣∣∣∣∣

−λ 1 0
−1 −λ 1
−2 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (1−λ)(−1−λ)((1−λ)λ2−2+(1−λ)+2λ) = (1−λ)(−1−λ)((1−λ)λ2−1+λ) =
(1− λ)2(−1− λ)(λ2 − 1) = (1− λ)3(−1− λ)2

Èòàê, ρ1 = 1 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàòíîñòè 3 è ρ2 = −1 � ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå êðàòíîñòè 2.

2. Ðàçëîæåíèå íà êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü R1 = ker(ϕ− ε)3 è R2 = ker(ϕ + ε)2. Òîãäà C5 = R1 
+R2

1) Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = 1
Ðàáîòàåì ñíà÷àëà ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ρ1 = 1 è êîðíåâûì ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì R1 = ker(ϕ− ε)3 ðàçìåðíîñòè 3.
1.3) Ñòðîèì öåïî÷êó ïîäïðîñòðàíñòâ è èõ íà÷àëüíûå áàçû. Èìååì H0 =

{−→0 },H1 = ker(ϕ− ε),H2 = ker(ϕ− ε)2,H3 = ker(ϕ− ε)3.
Ïðåîáðàçîâàíèå ϕ− ε èìååò ìàòðèöó

A− E =




−1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1
1 −1 −2 2 0




Ïðåîáðàçîâàíèå (ϕ− ε)2 èìååò ìàòðèöó
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(A− E)2 =




−1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1
1 −1 −2 2 0




2

=




1 −2 1 0 0
0 1 −2 1 0
0 0 1 −2 1
1 −1 −2 3 −1
−1 2 1 −4 2




Ïðåîáðàçîâàíèå (ϕ− ε)3 èìååò ìàòðèöó

(A− E)3 =




−1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1
1 −1 −2 2 0




3

=




−1 3 −3 1 0
0 −1 3 −3 1
1 −1 −3 5 −2
−2 3 3 −7 3
3 −5 −3 9 −4




à) Íàéäåì áàçó â H1

Ðåøàåì ñèñòåìó (A− E)−→x t =
−→
0 t



−1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1
1 −1 −2 2 0



↔




−1 0 0 0 1
0 −1 0 0 1
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 1




Îòñþäà





x1 = x5

x2 = x5

x3 = x5

x4 = x5

ßñíî, ÷òî −→g = (1, 1, 1, 1, 1) � áàçà â H1

á) Íàéäåì áàçó â H2

Ðåøàåì ñèñòåìó (A− E)2−→x t =
−→
0 t



1 −2 1 0 0
0 1 −2 1 0
0 0 1 −2 1
1 −1 −2 3 −1
−1 2 1 −4 2



↔




1 −2 1 0 0
0 1 −2 1 0
0 0 1 −2 1
0 1 −3 3 −1
0 0 2 −4 2



↔




1 0 −3 2 0
0 1 −2 1 0
0 0 1 −2 1
0 0 −1 2 −1


 ↔




1 0 0 −4 3
0 1 0 −3 2
0 0 1 −2 1




Îòñþäà



x1 = 4x4 − 3x5

x2 = 3x4 − 2x5

x3 = 2x4 − x5

Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé

x1 x2 x3 x4 x5

4 3 2 1 0
−3 −2 −1 0 1

Èòàê, â H2 èìååì ñëåäóþùóþ áàçó−→h1 = (4, 3, 2, 1, 0) è−→h2 = (−3,−2,−1, 0, 1).
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Îòêóäà dimH2 = m2 = 2.
â) Íàéäåì áàçó â H3

Ðåøàåì ñèñòåìó (A− E)3−→x t =
−→
0 t:



−1 3 −3 1 0
0 −1 3 −3 1
1 −1 −3 5 −2
−2 3 3 −7 3
3 −5 −3 9 −4



↔




−1 3 −3 1 0
0 −1 3 −3 1
0 2 −6 6 −2
0 −3 9 −9 3
0 4 −12 12 −4



↔

(−1 3 −3 1 0
0 −1 3 −3 1

)
↔

(−1 0 6 −8 3
0 −1 3 −3 1

)

Îòêóäà
{

x1 = 6x3 − 8x4 + 3x5

x2 = 3x3 − 3x4 + x5

Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé

x1 x2 x3 x4 x5

6 3 1 0 0
−8 −3 0 1 0

3 1 0 0 1

Èòàê, â H3 èìååì ñëåäóþùóþ áàçó−→f1 = (6, 3, 1, 0, 0),
−→
f2 = (−8,−3, 0, 1, 0),

−→
f3 =

(3, 1, 0, 1). Îòêóäà dimH3 = m3 = 3 = k1, è íàèáîëüøàÿ âûñîòà êîðíåâûõ
âåêòîðîâ t = 3.

1.4) Ðàçëîæåíèå íà öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà
Èìååì p3 = m3 −m2 = 3 − 2 = 1. Áàçó −→h1,

−→
h2 ïîäïðîñòðàíñòâà H2 íàäî

äîïîëíèòü äî áàçû H3. Ñîñòàâèì èç âåêòîðîâ −→h1,
−→
h2 è −→f3 ìàòðèöó


4
-3
3

3 2 1
-2 -1 0
1 0 0

0
1
1




Òàê êàê ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 3, òî −→f3 òðåáóåìûé âåêòîð. Òàê êàê −→f3

âåêòîð âûñîòû 3 è dimR1 = 3, òî îñòàëüíûå øàãè íàì äåëàòü íå íóæíî, è
ìû èìååì ñëåäóþùóþ æîðäàíîâó áàçó â R1: (ϕ− ε)2(

−→
f3) = (1, 1, 1, 1, 1), (ϕ−

ε)(
−→
f3) = (−2,−1, 0, 1, 2),

−→
f3 = (3, 1, 0, 0, 1).

Ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ ϕ|R1 ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ íà ïîäïðîñòðàíñòâî R1 èìååò
â ýòîé áàçå âèä


1 1 0
0 1 1
0 0 1




2) Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ2 = −1
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ2 = −1 è êîðíåâîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî R2 = ker(ϕ + ε)2 ðàçìåðíîñòè 2.
2.3) Ñòðîèì öåïî÷êó ïîäïðîñòðàíñòâ è èõ íà÷àëüíûå áàçû.
Èìååì G0 = {−→0 }, G1 = ker(ϕ− ε) è G2 = ker(ϕ− ε)2 = R2.

Ïðåîáðàçîâàíèå ϕ + ε èìååò ìàòðèöó
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A + E =




1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
1 −1 −2 2 2




Ïðåîáðàçîâàíèå (ϕ + ε)2 èìååò ìàòðèöó

(A + E)2 =




1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
1 −1 −2 2 2




2

=




1 2 1 0 0
0 1 2 1 0
0 0 1 2 1
1 −1 −2 3 3
3 −2 −7 4 6




à) Íàéäåì áàçó â G1

Ðåøàåì ñèñòåìó (A + E)−→x t =
−→
0 t




1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
1 −1 −2 2 2



↔




1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
0 −2 −2 2 2



↔




1 0 −1 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
0 0 0 2 2



↔

↔




1 0 0 1 0
0 1 0 −1 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 0


 ↔




1 0 0 0 −1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 −1
0 0 0 1 1




Îòñþäà



x1 = x5

x2 = −x5

x3 = x5

x4 = −x5

ßñíî, ÷òî −→u = (1,−1, 1,−1, 1) � áàçà â G1 è dimG1 = n1 = 1.
á) Íàéäåì áàçó â G2

Ðåøàåì ñèñòåìó (A + E)2−→x t =
−→
0 t:



1 2 1 0 0
0 1 2 1 0
0 0 1 2 1
1 −1 −2 3 3
3 −2 −7 4 6



↔




1 2 1 0 0
0 1 2 1 0
0 0 1 2 1
0 −3 −3 3 3
0 −8 −10 4 6



↔




1 0 −3 −2 0
0 1 2 1 0
0 0 1 2 1
0 0 3 6 3
0 0 6 12 6



↔




1 0 0 4 3
0 1 0 −3 −2
0 0 1 2 1




Îòñþäà



x1 = −4x4 − 3x5

x2 = 3x4 + 2x5

x3 = −2x4 − x5

Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé
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x1 x2 x3 x4 x5

−4 3 −2 1 0
−3 2 −1 0 1

Èòàê, â G2 èìååì ñëåäóþùóþ áàçó−→v1 = (−4, 3,−2, 1, 0) è−→v2 = (−3, 2,−1, 0, 1).
Îòêóäà n2 = dimG2 = 2.

2.4) Ðàçëîæèì íà öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà.
Èìååì q2 = n2 − n1 = 2 − 1 = 1. Áàçó G1 íàäî äîïîëíèòü äî áàçû

G2. ßñíî, ÷òî âåêòîðû −→u = (1,−1, 1,−1, 1) è −→v2 = (−3, 2,−1, 0, 1) ëèíåéíî
íåçàâèñèìû è ñîñòàâëÿþò áàçó â G2. Òàê êàê −→v2 âûñîòû 2 è dimR2 = 2, òî
îñòàëüíûå øàãè íàì äåëàòü íå íóæíî, è èìååì ñëåäóþùóþ æîðäàíîâó áàçó
â R2: (ϕ + ε)(−→v2) = (−1, 1,−1, 1,−1),−→v2 = (−3, 2,−1, 0, 1)

Ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ ϕ|R2 ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ íà ïîäïðîñòðàíñòâî R2

èìååò â ýòîé áàçå âèä(−1 1
0 −1

)

Îêîí÷àòåëüíî, ìû èìååì ñëåäóþùóþæîðäàíîâó áàçó (1, 1, 1, 1, 1), (−2,−1, 0, 1, 2),
(3, 1, 0, 0, 1), (−1, 1,−1, 1,−1), (−3, 2,−1, 0, 1). Â ýòîé æîðäàíîâîé áàçå ìàò-
ðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ èìååò ñëåäóþùóþ íîðìàëüíóþ æîðäàíîâó ôîðìó.



1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 -1 1
0 0 0 0 -1




4 Çàäàíèÿ íà ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó
Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì, ÷òî íàõîæäåíèå íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìû
òðåáóåò ìíîãèõ çíàíèé è óìåíèé è ÷òîáû óñïåøíî ðàáîòàòü íåîáõîäèìî
ïîâòîðèòü ñëåäóþùèé ìàòåðèàë.

1. À.È. Êîñòðèêèí, Þ.È. Ìàíèí, Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ, ÷àñòü
1, �2 (ï. 1-12), �3 (ï. 1, 2, 11, 12), �4 (ï. 4, 8), �8 (ï. 4 - 13).

2. À.È. Ìàëüöåâ, Îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû �3 (ï. 31, 32), �4 (ï. 4.1), �5
(ï.5.2, 5.3), �6 (ï. 6.3), �8, �10, �11.

Ïîëåçíî òàêæå ðåøèòü íåñêîëüêî çàäà÷ èç êíèãè È.Â. Ïðîñêóðÿêîâà, Ñáîð-
íèê çàäà÷ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå. Íàïðèìåð íîìåðà 608-610, 619-620, 639-644,
679-681, 724-732, 1277-1279, 1310-1311, 1465-1464. Ðàçóìååòñÿ íåîáÿçàòåëüíî
ðåøàòü âñå ïðåäëîæåííûå çàäà÷è, äîñòàòî÷íî ðåøèòü ïî îäíîé èç êàæäîãî
ðàçäåëà. Ñàìó òåîðèþ æîðäàíîâîé ôîðìû è ðîäñòâåííûå âîïðîñû ìîæíî
óçíàòü â êíèãàõ:

1. À.È. Êîñòðèêèí, Þ.È. Ìàíèí, Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ, ÷àñòü
1, �8 (ï. 8-10), �9

2. À.È. Ìàëüöåâ, Îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû, �12, �15 (ï. 15.4), �16.
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Íåîáõîäèìî òàêæå ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è èç çàäà÷íèêà È.Â. Ïðîñêó-
ðÿêîâà, Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå èëè õîòÿ áû ÷àñòü èç íèõ:

à) Êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà, íîìåðà 1509-1512.

á) Íàõîæäåíèå æîðäàíîâîé ôîðìû è æîðäàíîâîé áàçû, íîìåðà 1530-
1535, 1090-1108.


