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Предисловие

Линейная алгебра представляет собой один из базо-
вых предметов, которым должен свободно владеть каж-
дый выпускник математического факультета любого уни-
верситета. Настоящее учебное пособие предназначено об-
легчить овладение этим предметом. Оно содержит после-
довательное и систематическое изложение всех основных
понятий линейной алгебры, а также связанных с ними
понятий геометрии метрических пространств.

Основная часть пособия — это фактически курс лек-
ций, которые традиционно читаются во втором семест-
ре на математическом факультете Челябинского государ-
ственного университета для математических специаль-
ностей. Все утверждения, которые встречаются в посо-
бии, снабжены доказательствами. Некоторые скучные и
неинтересные этапы доказательств оставлены в качестве
упражнений читателю. Для лучшего понимания матери-
ала рекомендуется их не пропускать.

Заключительный раздел учебного пособия посвящен
задачам. В нем разобраны стандартные задачи линейной
алгебры и показано, как их правильно решать с привле-
чением понятий, которые обсуждались в первой части.
К задачам стоит относиться не как к какому-то «прак-
тическому» применению изученного материала, а скорее
как к альтернативному подходу, который демонстрирует
изученные понятия с вычислительной точки зрения. Этот
вычислительный аспект зачастую очень слабо выражен,
а в большинстве случаев вообще отсутствует при теоре-
тических доказательствах утверждений в первой части
пособия.

С технической точки зрения решение большинства за-
дач опирается на метод Гаусса, который состоит в приве-

4



дении матриц к ступенчатому или диагональному виду с
помощью элементарных преобразований строк. Всё, чем
отличаются задачи (и это наиболее важно), — это то, ка-
кой смысл вкладывается в эти преобразования матриц и
какие в каждом случае выводы являются правильными.

Данное учебное пособие не является заменой учебных
занятий. Оно, как и многие другие учебники по алгеб-
ре, должно использоваться в качестве дополнительного
источника систематического изложения материала, к ко-
торому учащиеся должны прибегать с целью упорядочи-
вания изученных сведений и их углубления.

Пособие в первую очередь предназначено для студен-
тов, обучающихся на таких математических специально-
стях, как 01.03.02 Прикладная математика и информати-
ка, 02.03.01 Математика и компьютерные науки, 02.03.02
Фундаментальная информатика и информационные тех-
нологии, 10.05.01 Компьютерная безопасность. Впрочем,
оно подойдет и для многих других инженерных и фи-
зических специальностей, требующих фундаментальной
математической подготовки.

5



1 Векторные пространства

1.1 Поле

Напомним определение поля, которое будет играть су-
щественную роль в дальнейшем изложении.

Определение. Непустое множество F с бинарными
операциями сложение + и умножение · называется полем,
если

1) операция сложения ассоциативна, т. е. для любых
α, β, γ ∈ F имеем

(α + β) + γ = α + (β + γ);

2) операция сложения коммутативна, т. е. для лю-
бых α, β ∈ F имеем

α + β = β + α;

3) существует такой элемент 0 ∈ F , что для любого
α ∈ F имеем

α + 0 = α,

т. е. в F существует нулевой элемент 0;

4) для любого α ∈ F существует такой элемент −α ∈
F , что

α + (−α) = 0,

т. е. в F для каждого элемента α существует проти-
воположный элемент −α;

5) операция умножения коммутативна, т. е. для лю-
бых α, β ∈ F имеем

αβ = βα;
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6) операция умножения дистрибутивна по сложе-
нию, т. е. для любых α, β, γ ∈ F имеем

α(β + γ) = αβ + αγ;

7) операция умножения ассоциативна, т. е. для лю-
бых α, β, γ ∈ F имеем

(αβ)γ = α(βγ);

8) существует такой элемент 1 ∈ F и 1 ̸= 0, что для
любого α ∈ F имеем

1α = α,

т. е. в F существует единица 1;

9) для любого 0 ̸= α ∈ F существует такой элемент
α−1 ∈ F , что

αα−1 = 1,

т. е. в F для каждого ненулевого элемента α существу-
ет обратный элемент α−1.

Таким образом, относительно сложения F — комму-
тативная группа и относительно сложения и умножения
F — коммутативное кольцо, а относительно умножения
множество ненулевых элементов F ∗ = F \ {0} является
коммутативной группой.

Приведем несколько известных свойств полей.

1) По свойству 8) определения получаем, что в любом
поле не менее двух элементов.

2) В любом поле 0 и 1 единственны.
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3) В любом поле для любого элемента противополож-
ный и для ненулевого элемента обратный единствен-
ны.

4) В любом поле для любого элемента α имеем

0α = 0.

5) В любом поле αβ = 0 тогда и только тогда, когда
α = 0 или β = 0.

Примеры. Приведем примеры известных полей.

1) Q — поле рациональных чисел.

2) R — поле действительных чисел.

3) C — поле комплексных чисел.

4) Zp — поле вычетов для простого числа p.

1.2 Понятие векторного пространства

Определение. Векторным (или линейным) прост-
ранством над полем F называется непустое множество V
элементов, именуемых векторами, удовлетворяющее сле-
дующим свойствам.

1) На V задана бинарная алгебраическая операция
+, относительно которой V является коммутативной
группой:

V 1) u+ v = v + u для всех u, v ∈ V ,

V 2) (u+ v) + w = u+ (v + w) для всех u, v, w ∈ V ,

V 3) существует 0 ∈ V такой, что для всех v ∈ V
выполняется v + 0 = v,
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V 4) для любого v ∈ V существует (−v) ∈ V такой,
что v + (−v) = 0.

2) На множестве F ×V задана операция, называемая
умножением векторов из V на скаляры из F , которая
каждому скаляру α ∈ F и любому вектору v ∈ V со-
поставляет вектор αv ∈ V и удовлетворяет условиям:

V 5) 1v = v для любого v ∈ V и 1 ∈ F ,
V 6) (αβ)v = α(βv) для любого v ∈ V и любых α, β ∈
F ,

V 7) (α + β)v = αv + βv для любого v ∈ V и любых
α, β ∈ F ,

V 8) α(u+v) = αu+αv для любых u, v ∈ V и любого
α ∈ F .

Примеры. Приведем примеры основных векторных
пространств.

1) Поле F можно рассматривать как векторное про-
странство над собой. Сумму двух элементов из F и
умножение элементов из F на скаляры из F опреде-
ляем как сумму и произведение в поле F . Из аксиом
поля следует, что все аксиомы векторного простран-
ства выполняются. В частности, поля R, C, поле вы-
четов Zp для простого числа p являются векторными
пространствами над собой.

2) Аналогично всякое поле является векторным про-
странством над своим подполем. Так, получаем, что
C — векторное пространство над Q и R, а R — век-
торное пространство над Q.

3) Множество прямоугольных матриц фиксированно-
го размера Mm×n(F ) с элементами из поля F , где m
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и n — натуральные числа, является векторным про-
странством над полем F относительно сложения мат-
риц и умножений матриц на элементы из F . В част-
ности, M1×n(F ) — пространство строк и Mm×1(F ) —
пространство столбцов.

4) Пространство M1×n(F ) часто обозначают через F n

и называют арифметическим пространством. Таким
образом,

F n = F × F × · · · × F =

= {(α1, α2, . . . , αn) | α1, α2, . . . , αn ∈ F} .

5) Нулевое пространство {0}, состоящее из одного ну-
левого вектора 0.

6) Кольцо многочленов F [X] от одного неизвестного
и кольцо многочленов F [X1, X2, . . . , Xn] от n неизвест-
ных над полем F являются векторными пространства-
ми над полем F относительно сложения многочленов
и умножений многочленов на элементы поля F .

7) Множество всех функций F (X, V ) = {f : X → V }
из множества X в векторное пространство V над по-
лем F является векторным пространством над полем
F относительно сложения и умножений функций на
элементы поля F .

Упражнение 1. Доказать, что все множества, ука-
занные выше, являются векторными пространствами от-
носительно указанных операций.

Теорема 1 (о простейших свойствах векторных про-
странств). Пусть V — векторное пространство над полем
F . Тогда
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1) нулевой вектор 0 из V — единственный,

2) для любого v из V противоположный вектор
(−v) — единственный,

3) для любого скаляра α из F и любого v из V равен-
ство αv = 0 выполняется тогда и только тогда, когда
α = 0 или v = 0,

4) для единичного элемента 1 из F и для любого v из
V выполняется (−1)v = −v.

Доказательство. Векторное пространство V являет-
ся группой по сложению, поэтому утверждения 1) и 2)
следуют из теоремы о простейших свойствах группы, ко-
торая обычно доказывается в первом семестре. Однако
приведем доказательство здесь, чтобы напомнить эти за-
мечательные рассуждения.

Докажем первое утверждение теоремы. В самом деле,
пусть 0 и 0′ — нулевые элементы. Тогда по аксиомам V 3
и V 2 из определения векторного пространства

0′
V3 для 0

= 0′ + 0
V1
= 0 + 0′

V3 для 0′
= 0.

Получили, что 0′ = 0, значит, нулевой элемент — един-
ственный.

Докажем второе утверждение теоремы. Пусть −v и
v1 — элементы, противоположные элементу v ∈ V . Тогда
по аксиоме V 4 из определения векторного пространства
имеем

v + (−v) = 0 = v + v1.

Отсюда

v1
V3
= v1 + 0

V4
= v1 + (v + (−v)) V2

= (v1 + v) + (−v) V1
=

V1
= (v + v1) + (−v) V4

= 0 + (−v) V1
= (−v) + 0

V3
= −v.
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Получили, что v1 = −v, значит, для любого вектора про-
тивоположный вектор единственный.

Докажем третье утверждение теоремы. Пусть снача-
ла v = 0. Тогда по аксиомам векторного пространства
(каким именно?) имеем

αv = α0 = α(0 + 0) = α0 + α0.

Прибавим элемент −α0 к обеим частям полученного
равенства

α0 = α0 + α0

и получим

α0 + (−α0) = (α0 + α0) + (−α0).

Далее 0 = α0 + (α0 + (−α0)) и 0 = α0 + 0 = α0. Следова-
тельно, α0 = 0.

Пусть теперь α = 0. Тогда по аксиомам векторного
пространства имеем

αv = 0v = (0 + 0)v = 0v + 0v.

Прибавим элемент −0v к обеим частям полученного ра-
венства 0v = 0v + 0v и получим

0v + (−0v) = (0v + 0v) + (−0v).

Далее 0 = 0v + (0v + (−0v)) и 0 = 0v + 0 = 0v. Следова-
тельно, 0v = 0.

Пусть теперь αv = 0 и α ̸= 0. Тогда существует α−1 ∈
F и

v = 1v = (α−1α)v = α−1(αv) = α−10 = 0.

Следовательно, v = 0.
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Докажем последнее, четвертое утверждение теоремы.
Пусть

0 = 0v = (1 + (−1))v = 1v + (−1)v = v + (−1)v.

Тогда 0 = v + (−1)v. Следовательно, вектор (−1)v явля-
ется противоположным к вектору v. □

Упражнение 2. Пусть

α, α1, α2, . . . , αn ∈ F и v, v1, v2, . . . , vn ∈ V .

Докажите равенства

(α1α2 . . . αn)v = α1(α2(. . . (αnv) . . . )),

(α1 + α2 + · · ·+ αn)v = α1v + α2v + · · ·+ αnv,

α(v1 + v2 + · · ·+ vn) = αv1 + αv2 + · · ·+ αvn.

1.3 Линейная зависимость векторов

Определения. Пусть V — векторное пространство
над полем F , v1, . . . , vn — векторы из V и α1, . . . , αn ∈ F .

1) Вектор вида α1v1 + · · · + αnvn называется линей-
ной комбинацией векторов v1, . . . , vn с коэффициен-
тами α1, . . . , αn.

2) Если v = α1v1 + · · · + αnvn, то говорим, что век-
тор v линейно выражается через векторы v1, . . . , vn с
коэффициентами α1, . . . , αn.

3) Векторы v1, . . . , vn называются линейно независи-
мыми, если равенство

α1v1 + · · ·+ αnvn = 0
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выполнятся тогда и только тогда, когда

α1 = · · · = αn = 0.

4) Бесконечное множество векторов называется ли-
нейно независимым, если каждое конечное подмноже-
ство в нем линейно независимо.

5) Векторы v1, . . . , vn называются линейно зависимы-
ми, если существуют такие α1, . . . , αn ∈ F , не все рав-
ные нулю, что выполняется равенство

α1v1 + · · ·+ αnvn = 0.

Теорема 2 (о свойствах линейной зависимости).
Пусть V — векторное пространство над полем F . Тогда

1) один вектор линейно зависим тогда и только тогда,
когда этот вектор нулевой;

2) любое подмножество линейно независимых векто-
ров линейно независимо;

3) любое множество векторов, содержащее линейно
зависимое подмножество, является линейно зависи-
мым.

В частности, любое множество векторов, содержащее
нулевой вектор 0, линейно зависимо.

Доказательство. Докажем первое утверждение тео-
ремы. Пусть сначала v — линейно зависимый вектор. То-
гда по определению линейной зависимости для α ∈ F из
равенства αv = 0 следует α ̸= 0. Значит, v = 0 по теоре-
ме 1.
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Пусть теперь v = 0. Тогда по теореме 1 имеем α0 = 0
и можно взять α ̸= 0. По определению линейной зависи-
мости получаем линейно зависимый вектор v = 0.

Теперь докажем второе утверждение теоремы. Пусть
векторы v1, v2, . . . , vk, u1, u2, . . . , us — линейно независи-
мы. Покажем от противного, что векторы v1, v2, . . . , vk —
линейно независимы. Пусть векторы v1, v2, . . . , vk — ли-
нейно зависимы. Тогда

α1v1 + · · ·+ αkvk = 0

и найдется αi ̸= 0. Для таких α1, . . . , αi, . . . , αk запишем

α1v1 + · · ·+ αivi + · · ·+ αkvk + 0u1 + 0u2 + · · ·+ 0us = 0.

Получили противоречие с линейной независимостью век-
торов

v1, v2, . . . , vk, u1, u2, . . . , us.

Следовательно, векторы v1, v2, . . . , vk — линейно незави-
симы.

Третье утверждение теоремы следует из доказатель-
ства предыдущего пункта. □

Теорема 3 (критерий линейной зависимости). Пусть
V — векторное пространство над полем F . Векторы v1,
. . . , vn — линейно зависимы тогда и только тогда, когда
v1 = 0, или существует такой номер i ⩾ 2, что vi линейно
выражается через предыдущие векторы v1, . . . , vi−1.

Доказательство. Пусть сначала векторы v1, . . . , vn —
линейно зависимы. Тогда

α1v1 + · · ·+ αnvn = 0

и среди скаляров α1, . . . , αn существуют ненулевые эле-
менты. Обозначим через i наибольший номер такого
ненулевого коэффициента.
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Если i = 1, т. е. α1 ̸= 0, α2 = · · · = αn = 0, то α1v1 = 0
и по теореме 1 имеем v1 = 0.

Если i > 1, то

α1v1 + · · ·+ αivi + 0vi+1 · · ·+ 0vn = 0.

Выразим из этого равенства вектор vi и получим, что он
выражается через v1, . . . , vi−1.

Пусть теперь v1 = 0. Тогда по теореме 2 векторы
0, v2, . . . , vn являются линейно зависимыми, так как со-
держат линейно зависимый вектор 0.

Если v1 ̸= 0 и существует такой номер i, что

vi = α1v1 + · · ·+ αi−1vi−1,

то

α1v1 + · · ·+ αi−1vi−1 + (−1)vi + 0vi+1 + · · ·+ 0vn = 0.

По определению линейной зависимости векторы v1,
. . . , vn являются линейно зависимыми. □

1.4 Базис векторного пространства

Определение. Пусть V — векторное пространство
над полем F . Подмножество A векторного пространства
V называется линейно полным в V , если любой вектор из
V линейно выражается через конечное множество векто-
ров из A.

Теорема 4 (об очистке). Пусть V — векторное про-
странство над полем F . Пусть A — линейно полное мно-
жество в V и вектор a ∈ A линейно выражается через
другие векторы из A. Тогда множество A \ {a} — линей-
но полно в V .
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Доказательство. Пусть

a = α1a1 + · · ·+ αnan,

где a1, . . . , an ∈ A и ai ̸= a для любого i = 1, . . . , n. Любой
v ∈ V можно записать в виде

v = β1b1 + · · ·+ βsbs,

где b1, . . . , bs ∈ A.
Если a /∈ {b1, . . . , bs}, то ничего доказывать не нужно.
Если же a ∈ {b1 . . . bs}, то a = bi для некоторого i ∈

{1, . . . , s}. Имеем

v = β1b1 + · · ·+ βi−1bi−1 + βia+ · · ·+ βsbs =

= β1b1 + · · ·+ βi−1bi−1 + βi(α1a1 + · · ·+ αnan)+

+ βi+1bi+1 + · · ·+ βsbs.

Получили, что вектор v выражается через элементы
множества A \ {a}. □

Определение. Базисом векторного пространства V
называется линейно полное и линейно независимое мно-
жество векторов в V .

Примеры. Приведем примеры базисов для некото-
рых стандартных векторных пространств.

1) Бесконечное множество многочленов

1, X,X2, . . . , Xn, . . .

является базисом пространства многочленов F [X] над
полем F .

2) Любое ненулевое действительное число является
базисом R как векторного пространства над собой.
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3) Любая пара неколлинеарных векторов является
базисом пространства векторов на плоскости R2 над
полем действительных чисел R.

4) Любая тройка некомпланарных векторов является
базисом пространства векторов в обычном трехмер-
ном пространстве R3 над полем действительных чисел
R.

5) Векторы

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1)

являются базисом пространства F n над полем F .
Обычно этот базис называют стандартным базисом
пространства F n.

6) В нулевом пространстве {0} нет базиса.

Теорема 5 (о выборе базиса). Пусть V — ненулевое
векторное пространство над полем F . Из каждого конеч-
ного линейно полного множества векторов пространства
V можно выбрать базис этого пространства.

Доказательство. Пусть A — конечное линейно полное
множество векторов пространства V . Если векторы в A
уже линейно независимы, то A будет базисом.

Если векторы в A линейно зависимы, то по критерию
линейной зависимости (теорема 3) существует вектор v ∈
A, который линейно выражается через другие векторы
из A. Удалим v из множества A. По теореме 4 об очистке
множество A \ {v} останется линейно полным.

Если в множестве A \ {v} векторы являются линей-
но независимыми, то оно будет базисом. Если в A \ {v}
векторы являются линейно зависимыми, то применяем
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к ним теорему об очистке и т. д. Через конечное чис-
ло шагов мы либо удалим последовательно все векторы,
которые линейно выражаются через другие, и останет-
ся нулевой вектор, либо останется множество векторов,
в котором ни один вектор не выражается через другие.
В первом случае имеем нулевое пространство, что проти-
воречит условию (и в нем нет базиса). Во втором случае
получаем линейно независимое и линейно полное множе-
ство векторов, которое и будет искомым базисом. □

Теорема 6 (о дополнении до базиса). Пусть в век-
торном пространстве V существует базис из конечного
числа векторов, т. е. конечный базис. Тогда всякое ко-
нечное линейно независимое множество векторов можно
дополнить до конечного базиса пространства V , причем
в качестве дополнительных векторов можно взять неко-
торые векторы из любого конечного базиса пространства
V .

Доказательство. Пусть v1, . . . , vs — линейно незави-
симое множество векторов пространства V . Если оно ли-
нейно полно, то все доказано.

Предположим, что v1, . . . , vs не является линейно пол-
ным в V . Пусть (e1, . . . , en) — произвольный конечный
базис пространства V . Множество векторов

v1, . . . , vs, e1, . . . , en

является линейно полным и линейно зависимым. Полно-
та следует из того, что оно содержит базис, а зависимость
следует из того, что векторы v1, . . . , vs линейно выража-
ются через векторы базиса e1, . . . , en. Будем удалять по
одному из множества v1, . . . , vs, e1, . . . , en все векторы, ко-
торые линейно выражаются через предыдущие. Останет-
ся множество векторов v1, . . . , vs, ei1 , . . . , eik , которое ли-
нейно полно по теореме об очистке (теорема 4) и линейно
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независимо по критерию линейной зависимости (теоре-
ма 3). Итак, получим базис, который содержит векторы
v1 . . . , vs. □

Теорема 7 (критерий базиса). Пусть V — векторное
пространство над полем F . Множество векторов v1, . . . , vn
является базисом V тогда и только тогда, когда для лю-
бого вектора v ∈ V существует такой единственный набор
скаляров α1, . . . , αn ∈ F , что v = α1v1 + · · ·+ αnvn.

Доказательство. Пусть сначала векторы v1, . . . , vn
являются базисом пространства V . Тогда существование
набора скаляров α1, . . . , αn ∈ F следует из определения
базиса. Докажем единственность. Предположим, суще-
ствуют α1, . . . , αn ∈ F и β1, . . . , βn ∈ F такие, что

v = α1v1 + · · ·+ αnvn = β1v1 + · · ·+ βnvn.

Тогда
(α1 − β1)v1 + · · ·+ (αn − βn)vn = 0.

Из определения линейной независимости следует, что

α1 − β1 = · · · = αn − βn = 0,

и поэтому α1 = β1, . . . , αn = βn. Единственность доказа-
на.

Пусть теперь v1, . . . , vn — векторы пространства V та-
кие, что для любого v ∈ V существует такой единствен-
ный набор скаляров α1, . . . , αn ∈ F , что

v = α1v1 + · · ·+ αnvn.

Докажем, что векторы v1, . . . , vn являются базисом в V .
Действительно, полнота множества векторов v1, . . . , vn

20



следует из того, что любой вектор пространства выража-
ется через векторы этого множества. Докажем линейную
независимость v1, . . . , vn. Имеем

0 = α1v1 + · · ·+ αnvn = 0v1 + · · ·+ 0vn.

Воспользуемся единственностью для скаляров и получим

α1 = 0, . . . , αn = 0.

Линейная независимость векторов v1, . . . , vn доказана, по-
этому (v1, . . . , vn) — базис. □

Определения.

1) Если пространство имеет конечный базис, то такое
пространство называется конечномерным.

2) Если пространство не имеет конечного базиса, то
оно называется бесконечномерным пространством.

3) Число векторов в базисе конечномерного про-
странства V называется размерностью пространства
V и обозначается через dimV . Положим размерность
нулевого пространства равной нулю.

Теорема 8 (о размерности векторного пространства).
Все базисы ненулевого конечномерного пространства со-
стоят из одного и того же числа векторов.

Доказательство. Среди всех конечных базисов про-
странства V выберем базис (v1, . . . , vn), в котором самое
малое количество векторов. Пространство V является не-
нулевым, поэтому n ⩾ 1. Рассмотрим другой базис

(x1, . . . , xn, . . . )
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пространства V . Тогда x1, v1, . . . , vn — полное и линейно
зависимое множество векторов. Полнота следует из того,
что это множество содержит базис, а зависимость следует
из того, что вектор x1 выражается через базисные векто-
ры v1, . . . , vn. По критерию линейной зависимости (теоре-
ма 3) существует vi ∈ {v1, . . . , vn}, который выражается
через предыдущие векторы x1, v1, . . . , vi−1. Удалим век-
тор vi из полного множества x1, v1, . . . , vn, и по теореме
об очистке (теорема 4) оставшееся множество останется
линейно полным. Множество векторов

x1, v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn

не может быть линейно зависимым, так как иначе в бази-
се было бы векторов меньше, чем n, что противоречит вы-
бору числа n. Итак, векторы x1, v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn —
линейно независимы и образуют полное множество, по-
этому являются базисом пространства V .

Добавим в начало к этому множеству вектор x2. По-
лученное множество

x2, x1, v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn

линейно полное и линейно зависимое, так как вектор x2
выражается через базисные векторы

x1, v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn.

По критерию линейной зависимости (теорема 3) суще-
ствует

vj ∈ {v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn},

который выражается через предыдущие векторы

x2, x1, . . . .
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Удалим вектор vj из множества

x2, x1, v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn,

и по теореме об очистке оставшееся множество останет-
ся линейно полным. Оставшееся множество векторов не
может быть линейно зависимым, так как иначе в бази-
се было бы векторов меньше, чем n. Итак, оставшиеся
векторы — линейно независимы и образуют полное мно-
жество, поэтому являются базисом пространства V .

Добавим в начало к этому множеству вектор x3. По-
лученное множество опять линейно полное и линейно за-
висимое и т. д. Продолжаем убирать и добавлять.

Через конечное число шагов получим полное линейно
зависимое множество векторов xn, xn−1, . . . , x1, vk, в кото-
ром первые n векторов линейно независимы, поэтому вы-
бросим vk. Наконец, получаем полное и линейно независи-
мое множество векторов xn, xn−1, . . . , x1, которое и будет
базисом. □

Сразу из этой теоремы следует важный результат о
корректности размерности пространства.

Следствие. Определение размерности пространства
корректно.

Следствие. Пусть V — векторное пространство над
полем F и dimV = n. Тогда следующие утверждения
равносильны:

1) векторы e1, . . . , en являются базисом пространства
V ,

2) векторы e1, . . . , en являются линейно полным мно-
жеством в V ,

3) векторы e1, . . . , en линейно независимы.
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Доказательство. По определению базиса имеем, что
из первого утверждения следствия следует второе и тре-
тье утверждения. Другими словами, 1) −→ 2) и 1) −→ 3).

Докажем, что из второго утверждения следует первое,
2) −→ 1). Действительно, если бы линейно полное мно-
жество векторов e1, . . . , en было бы линейно зависимым,
то один из векторов в нем выражался бы через другие и
его можно было бы удалить. Получили бы базис с коли-
чеством векторов меньше n, чего не может быть.

Докажем, что из третьего утверждения следует пер-
вое, 3) −→ 1). Действительно, если бы линейно независи-
мые векторы e1, . . . , en не были бы базисом, то это мно-
жество векторов дополнили бы до базиса пространства.
Получили бы базис с количеством векторов больше n, че-
го не может быть. □

Следствие. Если dimV = n, то любые n+1 векторов
пространства V будут линейно зависимыми.

Доказательство. Если существует n+1 линейно неза-
висимых векторов, то по теореме 6 о дополнении до ба-
зиса получили бы базис с большим чем n количеством
векторов. Этого не может быть по теореме 8. □

Следствие. Размерность пространства равна макси-
мальному числу линейно независимых векторов в этом
пространстве.

Доказательство. Справедливость утверждения сле-
дует из предыдущих двух следствий. □

1.5 Координаты

Определение. Зафиксируем произвольный базис
(e1, . . . , en) конечномерного векторного пространства V
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над полем F . Согласно критерию базиса (теорема 7) лю-
бой вектор v ∈ V можно однозначно записать в виде

v = α1e1 + · · ·+ αnen.

Сопоставим вектору v строку его коэффициентов (α1, . . . ,
αn), которые появляются при выражении этого вектора
через базис. Строка коэффициентов (α1, . . . , αn) называ-
ется строкой координат вектора v или просто координа-
тами вектора v в данном базисе.

При определении координат важно отметить, что ба-
зис должен быть упорядочен, т. е. должно быть указано,
какой вектор первый, какой — второй и т. д. Перестанов-
ка векторов в базисе изменяет строку координат.

По критерию базиса (теорема 7) сопоставление

v 7−→ (α1, . . . , αn)

вектору v его строки координат (α1, . . . , αn) в данном ба-
зисе является биекцией.

Из определения координат вектора следуют следую-
щие свойства:

1) Если вектор v в базисе (e1, . . . , en) имеет координа-
ты (α1, . . . , αn) и вектор u в том же базисе имеет коор-
динаты (β1, . . . , βn), то вектор v+u в базисе (e1, . . . , en)
будет иметь координаты (α1 + β1, . . . , αn + βn).

2) Если вектор v в базисе (e1, . . . , en) имеет координа-
ты (α1, . . . , αn), то для любого скаляра β ∈ F вектор
βv в том же базисе будет иметь координаты (βα1, . . . ,
βαn).

Упражнение 3. Доказать сформулированные выше
два свойства координат вектора.
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Определение. Пусть E = (e1, . . . , en) и F = (f1, . . . ,
fn) — два упорядоченных базиса пространства V . Выра-
зим векторы второго базиса через векторы первого бази-
са:

f1 = τ11e1 + τ21e2 + · · ·+ τn1en,

f2 = τ12e1 + τ22e2 + · · ·+ τn2en,

...
fn = τ1ne1 + τ2ne2 + · · ·+ τnnen.

Коэффициенты τij ∈ F определяют матрицу перехода

T =


τ11 τ12 . . . τ1n
τ21 τ22 . . . τ2n
...

... . . . ...
τn1 τn2 . . . τnn


от базиса E = (e1, e2, . . . , en) к базису F = (f1, f2, . . . , fn).
Столбцами матрицы перехода T являются координаты
векторов второго базиса в первом базисе. Будем обозна-
чать такую матрицу через TE→F , если нужно подчеркнуть
какой базис первый, а какой — второй.

Теорема 9 (о свойствах матрицы перехода). Пусть
E = (e1, e2, . . . , en) и F = (f1, f2, . . . , fn) — базисы вектор-
ного пространства V .

1) Если T — матрица перехода от базиса E к базису
F и

x = α1e1 + · · ·+ αnen = β1f1 + · · ·+ βnfn,

то координаты (α1, . . . , αn) и (β1, . . . , βn) вектора x в
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разных базисах связаны равенствомα1
...
αn

 = T

β1...
βn

 .

Эта формула называется формулой преобразования
координат.

2) Если T — матрица перехода от базиса E к базису
F , S — матрица перехода от базиса F к базису G =
(g1, g2, . . . , gn), то TS — матрица перехода от базиса E
к базису G, или формульно

TE→F · TF→G = TE→G.

3) Если T — матрица перехода от базиса E к базису
F , то T — обратима и T−1 — матрица перехода от
базиса F к базису E , или формульно

T−1
E→F = TF→E .

4) Пусть A = (aij)n×n — обратимая матрица. Поло-
жим

h1 = a11e1 + a21e2 + · · ·+ an1en,

h2 = a12e1 + a22e2 + · · ·+ an2en,

...
hn = a1ne1 + a2ne2 + · · ·+ annen.

Тогда H = (h1, h2, . . . , hn) — базис пространства V и
A — матрица перехода от базиса E к базису H.
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Доказательство. Докажем первое утверждение тео-
ремы. Пусть T = (τij)n×n. Тогда

x = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen = β1f1 + β2f2 + · · ·+ βnfn =

= β1(τ11e1 + τ21e2 + · · ·+ τn1en)+

+ β2(τ12e1 + τ22e2 + · · ·+ τn2en)+

+ · · ·+ βn(τ1ne1 + τ2ne2 + · · ·+ τnnen) =

= (β1τ11 + β2τ12 + · · ·+ βnτ1n)e1+

+ (β1τ21 + β2τ22 + · · ·+ βnτ2n)e2+

+ · · ·+ (β1τn1 + β2τn2 + · · ·+ βnτnn)en.

Применим критерий базиса (теорема 7) и получим

α1 = τ11β1 + τ12β2 + · · ·+ τ1nβn,

α2 = τ21β1 + τ22β2 + · · ·+ τ2nβn,

...
αn = τn1β1 + τn2β2 + · · ·+ τnnβn.

Докажем второе утверждение теоремы. Пусть S =
(σjk)n×n. Тогда для любого k ∈ {1, . . . , n} имеем

gk =
n∑

j=1

σjkfj =
n∑

j=1

σjk(
n∑

i=1

τijei) =
∑
i

(
∑
j

τijσjk)ei.

Поэтому TS — матрица перехода от базиса E = (e1, . . . ,
en) к базису G = (g1, . . . , gn).

Для доказательства третьего утверждения теоремы
применим предыдущее утверждение. Если T — матри-
ца перехода от базиса E к базису F , S — матрица пе-
рехода от базиса F к базису E , то TS — матрица пе-
рехода от базиса E к базису E , и поэтому TS = E. По
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теореме об определителе произведения матриц получа-
ем det(TS) = detT · detS = 1, поэтому T — обратима и
T−1 = S.

Докажем теперь последнее, четвертое утверждение
теоремы. Для этого покажем, что векторы h1, h2, . . . , hn
линейно независимы. В равенство

α1h1 + α2h2 + · · ·+ αnhn = 0

подставим выражения векторов hi, i = 1, 2, . . . , n, через
базисные векторы e1, e2, . . . , en. Получим

α1(a11e1 + a21e2 + · · ·+ an1en)+

+ α2(a12e1 + a22e2 + · · ·+ an2en) + · · ·+
+ αn(a1ne1 + a2ne2 + · · ·+ annen) = 0.

Раскроем скобки и соберем коэффициенты перед векто-
рами e1, e2, . . . , en. Имеем

(α1a11 + α2a12 + · · ·+ αna1n)e1+

+ (α1a21 + α2a22 + · · ·+ αna2n)e2+

+ · · ·+ (α1an1 + α2an2 + · · ·+ αnann)en = 0.

Векторы e1, e2, . . . , en — линейно независимы, поэтому
α1a11 + α2a12 + · · ·+ αna1n = 0,

α1a21 + α2a22 + · · ·+ αna2n = 0,

...
α1an1 + α2an2 + · · ·+ αnann = 0.

Получили систему линейных однородных уравне-
ний с матрицей коэффициентов A и неизвестными
α1, α2, . . . , αn, определитель которой отличен от нуля. По
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теореме Крамера эта система имеет единственное реше-
ние, и это решение нулевое, поэтому векторы h1, h2, . . . , hn
являются линейно независимыми. В силу второго след-
ствия из теоремы 8 о размерности они образуют базис
пространства V . □

1.6 Подпространства

Определение. Непустое подмножество L векторно-
го пространства V над полем F называется подпростран-
ством в V , если

• для любых векторов u, v ∈ L выполняется u + v ∈
L,

• для любого α ∈ F и любого u ∈ L выполняется
αu ∈ L.

Теорема 10 (об основных свойствах подпро-
странств). Пусть V — векторное пространство над полем
F , L — подпространство в V . Тогда

1) нулевой вектор из V лежит в L,

2) для любого вектора v ∈ L противоположный к
нему −v лежит в L,

3) L является векторным пространством над полем F
относительно ограничения операций сложения векто-
ров из L и умножений элементов поля F на векторы
из L.

Доказательство. Первое утверждение теоремы прямо
следует из определения. В самом деле, по определению
подпространства для любого вектора v ∈ L и нулевого
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скаляра 0 ∈ F вектор 0v лежит в L. С другой стороны,
0v = 0, и поэтому нулевой вектор лежит в L.

Доказательство второго утверждения теоремы анало-
гично. По определению подпространства для любого век-
тора v ∈ L и скаляра −1 ∈ F вектор −1v лежит в L.
С другой стороны, по теореме 1 имеем −1v = −v, и по-
этому −v ∈ L.

Докажем последнее утверждение теоремы. Из опреде-
ления подпространства следует, что на L задана опера-
ция сложения векторов и заданы умножения векторов на
скаляры. Эти операции являются сужением соответству-
ющих операций в пространстве V . Все аксиомы вектор-
ного пространства будут выполняться в L. Обязательно
нужно самостоятельно проверить выполнимость в L всех
аксиом векторного пространства. □

Теорема 11 (о монотонности размерности). Каждое
подпространство конечномерного пространства само ко-
нечномерно, а его размерность не превосходит размерно-
сти исходного пространства.

Доказательство. Пусть L — подпространство конеч-
номерного пространства V . Линейно независимые векто-
ры из L будут линейно независимыми векторами в V .
По следствию из теоремы 8 о размерности максимальное
число линейно независимых векторов лежат в V . Следо-
вательно, количество линейно независимых векторов в L
не превосходит это число. □

Упражнение 4. Докажите, что пересечение любого
количества подпространств векторного пространства яв-
ляется подпространством.

Определение. Пусть A — подмножество простран-
ства V . Линейной оболочкой множества A называется пе-
ресечение всех подпространств из V , содержащих данное
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множество A. Линейная оболочка множества A обознача-
ется через Lin(A).

Теорема 12 (о строении линейной оболочки). Пусть
A = {a1, . . . , an} — конечное множество векторов из век-
торного пространства V над полем F . Тогда

Lin(A) = {α1a1 + · · ·+ αnan | α1, . . . , αn ∈ F} ,

другими словами, линейная оболочка множества A есть
множество всех линейных комбинаций элементов из A.

Доказательство. Пусть

H = {α1a1 + · · ·+ αnan | α1, . . . , αn ∈ F}.

Несложно доказать (обязательно докажите), что H
является подпространством в V . Отметим, что

ai = 0a1 + · · ·+ 1ai + · · ·+ 0an

для любого i ∈ {1, . . . , n}, и поэтому A ⊆ H. По опреде-
лению линейной оболочки получаем Lin(A) ⊆ H.

С другой стороны, для любого подпространства L, со-
держащего множество A, и любых α1, . . . , αn ∈ F имеем

α1a1 + · · ·+ αnan ∈ L,

так как L — подпространство. Следовательно, H содер-
жится в любом подпространстве, содержащем A, а значит
H содержится в пересечении таких подпространств, т. е.
в Lin(A).

Таким образом показано, что H = Lin(A). □

Определение. Суммой подпространств L1, L2, . . . ,
Lk векторного пространства V назовем множество векто-
ров

{l1 + l2 + · · ·+ lk | l1 ∈ L1, l2 ∈ L2, . . . , lk ∈ Lk} .
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Будем обозначать сумму подпространств L1, L2, . . . , Lk

через L1 + L2 + · · ·+ Lk.

Теорема 13 (о сумме подпространств). Пусть L1 и
L2 — подпространства пространства V . Тогда

1) L1 + L2 является подпространством в V ,

2) L1+L2 = Lin(L1∪L2) и, более того, L1+L2 есть ли-
нейная оболочка объединения базисов подпространств
L1 и L2. В частности, объединение базисов подпро-
странств L1 и L2 линейно полно в сумме подпрост-
ранств L1 + L2.

Доказательство. Для доказательства первого утвер-
ждения теоремы воспользуемся определениями подпро-
странства и суммы подпространств. Для произвольных
векторов

x = x1 + x2, y = y1 + y2 ∈ L1 + L2,

где x1, y1 ∈ L1, x2, y2 ∈ L2, и произвольного скаляра α ∈ F
имеем

x+ y = (x1 + x2) + (y1 + y2) =

= (x1 + y1) + (x2 + y2) ∈ L1 + L2,

αx = α(x1 + x2) = αx1 + αx2 ∈ L1 + L2.

Для доказательства второго утверждения теоремы за-
метим, что

L1 = {l1 + 0 | l1 ∈ L1} ⊆ L1 + L2,
L2 = {0 + l2 | l2 ∈ L2} ⊆ L1 + L2,
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поэтому
L1 ∪ L2 ⊆ L1 + L2.

По определению линейной оболочки получаем

Lin(L1 ∪ L2) ⊆ L1 + L2.

С другой стороны, если x1 + x2 ∈ L1 +L2, где x1 ∈ L1,
x2 ∈ L2, то по теореме 12 о строении линейной оболочки
имеем x1+x2 ∈ Lin(L1∪L2), и поэтому L1+L2 ⊆ Lin(L1∪
L2).

Равенство L1 + L2 = Lin(L1 ∪ L2) доказано.
Пусть E = (e1, . . . , ek) — базис подпространства L1 и

F = (f1, . . . , fm) — базис подпространства L2. Тогда для
любого x ∈ L1 + L2 имеем

x = x1+x2 = α1e1+· · ·+αkek+β1f1+· · ·+βmfm ∈ Lin(E∪F).

Следовательно, L1 + L2 ⊆ Lin(E ∪ F).
С другой стороны, по теореме 12 о строении линейной

оболочки выполняется

Lin(E ∪ F) =

= {α1e1 + · · ·+ αkek + β1f1 + · · ·+ βmfm | ∀αi, βj ∈ F},

а поэтому Lin(E ∪ F) ⊆ L1 + L2. Равенство Lin(E ∪ F) =
L1 + L2 доказано. □

Теорема 14 (о размерности суммы). Пусть L1 и L2 —
подпространства конечномерного пространства V . Тогда
справедливо равенство

dim(L1 + L2) = dimL1 + dimL2 − dim(L1 ∩ L2).

Доказательство. Рассмотрим первый случай, когда

L1 ∩ L2 = {0}.
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Пусть подпространства L1 и L2 имеют базисы (e1, . . . ,
en) и (f1, . . . , fm) соответственно. Докажем, что векторы
e1, . . . , en, f1, . . . , fm являются базисом подпространства
L1 + L2. Отсюда будет следовать равенство

dim(L1 + L2) = dimL1 + dimL2.

Действительно, по предыдущей теореме множество
векторов e1, . . . , en, f1, . . . , fm является линейно полным
в подпространстве L1 +L2, поэтому достаточно доказать
линейную независимость этого множества. Рассмотрим
равенство

α1e1 + · · ·+ αnen + β1f1 + · · ·+ βmfm = 0

и получим

α1e1 + · · ·+ αnen = −(β1f1 + · · ·+ βmfm) ∈ L1 ∩ L2 = {0}.

Следовательно,

α1e1 + · · ·+ αnen = 0 и β1f1 + · · ·+ βmfm = 0.

Имеем линейные комбинации базисных векторов, рав-
ные нулевому вектору, поэтому по определению линей-
ной независимости получаем α1 = · · · = αn = 0 и
β1 = · · · = βm = 0.

Рассмотрим второй случай, когда

L1 ∩ L2 ̸= {0}.

Заметим, что L1∩L2 ⊆ L1, поэтому по теореме 11 о мо-
нотонности размерности L1∩L2 является конечномерным
подпространством. Выберем в L1 ∩ L2 базис (c1, . . . , ck).
Дополним его до базисов подпространств L1 и L2 век-
торами e1, . . . , en и f1, . . . , fm соответственно. Для дока-
зательства теоремы достаточно показать, что векторы
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c1, . . . , ck, e1, . . . , en, f1, . . . , fm будут базисом подпростран-
ства L1 + L2.

Множество векторов c1, . . . , ck, e1, . . . , en, f1, . . . , fm со-
держит базисы подпространств L1 и L2, поэтому содер-
жит и объединение базисов этих подпространств. По тео-
реме 13 о сумме подпространств векторы

c1, . . . , ck, e1, . . . , en, f1, . . . , fm

образуют линейно полное множество в L1 + L2.
Докажем линейную независимость этих векторов. Со-

гласно определению линейной независимости рассмотрим
равенство

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1e1 + · · ·+ αnen+

+ β1f1 + · · ·+ βmfm = 0,

и тогда

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1e1 + · · ·+ αnen =

= −(β1f1 + · · ·+ βmfm) ∈ L1 ∩ L2.

Следовательно,

−(β1f1 + · · ·+ βmfm) = σ1c1 + · · ·+ σkck.

Отсюда получаем

σ1c1 + · · ·+ σkck + β1f1 + · · ·+ βmfm = 0.

Имеем линейную комбинацию базисных векторов про-
странства L2, равную нулевому вектору. По определению
линейной независимости векторов коэффициенты σ1, . . . ,
σk, β1, . . . , βm равны нулю.
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Далее, подставим β1 = · · · = βm = 0 в исходное равен-
ство и получим

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1e1 + · · ·+ αnen + 0f1 + · · ·+ 0fm = 0.

Опять имеем линейную комбинацию

γ1c1 + · · ·+ γkck + α1e1 + · · ·+ αnen = 0

базисных векторов пространства L1, равную нулевому
вектору. По определению линейной независимости коэф-
фициенты γ1, . . . , γk, α1, . . . , αn равны нулю. Итак, векто-
ры c1, . . . , ck, e1, . . . , en, f1, . . . , fm являются базисом под-
пространства L1 + L2.

Таким образом,

dim(L1 + L2) = k + n+m,

dimL1 = k + n, dimL2 = k +m и dim(L1 ∩ L2) = k.

Несложно убедиться в выполнимости равенства

dim(L1 + L2) = dimL1 + dimL2 − dim(L1 ∩ L2).

□

Определение. Сумма подпространств называется
прямой суммой, если любой вектор из этой суммы пред-
ставляется единственным образом в виде суммы векторов
из подпространств слагаемых. Прямую сумму двух под-
пространств L1 и L2 будем обозначать L1 ⊕ L2.

Таким образом, если v1+v2 ∈ L1⊕L2 и v1+v2 = u1+u2,
где v1, u1 ∈ L1, v2, u2 ∈ L2, то v1 = u1 и v2 = u2.

Теорема 15 (о прямой сумме подпространств).
Пусть L1 и L2 — подпространства конечномерного век-
торного пространства. Тогда следующие утверждения
равносильны.
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1) Сумма подпространств L1 и L2 является прямой.

2) L1 ∩ L2 = {0}.

3) Базисы подпространств L1 и L2 не содержат оди-
наковых векторов, а базис подпространства L1 + L2

равен объединению базисов подпространств L1 и L2.

4) dim(L1 + L2) = dimL1 + dimL2.

Доказательство. Докажем, что из утверждения 1)
следует утверждение 2). Пусть y ∈ L1 ∩ L2, тогда y ∈ L1

и y ∈ L2. Если y ̸= 0, то y = y+0 = 0+y. Из определения
прямой суммы следует, что y = 0.

Доказательство случая 1) в теореме 14 показывает,
что из утверждения 2) следует утверждение 3).

Докажем, что из утверждения 3) следует утвержде-
ние 1). Пусть

x1 + x2 = y1 + y2 ∈ L1 + L2,

где x1, y1 ∈ L1 и x2, y2 ∈ L2. Выберем в подпространствах
L1 и L2 базисы (e1, . . . , ek) и (f1, . . . , fm) соответственно.
Разложим каждый из векторов x1, y1, x2, y2 по базису. По-
лучим

x1 = α1e1 + · · ·+ αkek, x2 = β1f1 + · · ·+ βmfm,

y1 = γ1e1 + · · ·+ γkek, y2 = δ1f1 + · · ·+ δmfm

и подставим в равенство x1+x2 = y1+y2 полученные раз-
ложения. Вспомним, что по критерию базиса (теорема 7)
разложение по базису единственно, следовательно,

α1 = γ1, . . . , αk = γk и δ1 = β1, . . . , δm = βm.

Таким образом, утверждения 1), 2) и 3) теоремы равно-
сильны.
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Осталось рассмотреть связь утверждений 1), 2) и 3) с
утверждением 4). Утверждение 4) следует из утвержде-
ния 3), так как количество векторов в базисе есть раз-
мерность.

Докажем, что из утверждения 4) следует утвержде-
ние 2). Если dim(L1 + L2) = dimL1 + dimL2, то из тео-
ремы 8 о размерности следует, что dim(L1 ∩ L2) = 0, и
поэтому L1 ∩ L2 = {0}. □

Определение. Подпространство U векторного про-
странства V называется прямым дополнением подпро-
странства L в V , если V = L⊕ U .

Далее прямое дополнение будем называть просто до-
полнение.

Теорема 16 (о дополнении). Для любого подпро-
странства в конечномерном пространстве существует до-
полнение.

Доказательство. Пусть L — подпространство конеч-
номерного пространства V . По теореме 6 о дополнении до
базиса дополним базис (e1, . . . , ek) подпространства L до
базиса пространства V векторами fk+1, . . . , fn. Рассмот-
рим подпространство U = Lin(fk+1, . . . , fn).

Покажем, что V = L ⊕ U . Действительно, любой
вектор v ∈ V равен линейной комбинации векторов из
объединения базисов подпространств L и U , и поэтому
V = L + U . Применим предыдущую теорему и получим
V = L⊕ U . □
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2 Ранг матрицы и системы линейных
уравнений

2.1 Ранг матрицы

Рассмотрим матрицу A = (aij)m×n над полем F . Обо-
значим через A1, . . . , Am строки и через A1, . . . , An столб-
цы матрицы A. Тогда

A1 = (a11, . . . , a1n), . . . , Am = (am1, . . . , amn),

A1 =


a11
a21
...
am1

 , A2 =


a12
a22
...
am2

 , . . . , An =


a1n
a2n
...

amn

 .

Будем рассматривать строки матрицы A как элемен-
ты пространства F n, а ее столбцы как элементы про-
странства Fm.

Определения. Строчным рангом матрицы или
рангом матрицы по строкам называется максимальное
число линейно независимых строк матрицы. Строчный
ранг матрицы A будем обозначать rrow(A).

Столбцовым рангом матрицы или рангом матрицы
по столбцам называется максимальное число линейно
независимых столбцов матрицы. Столбцовый ранг мат-
рицы A будем обозначать rcol(A).

Матрица, которая состоит из элементов исходной мат-
рицы, стоящих на пересечении некоторого набора строк
и столбцов, называется подматрицей.

Определитель квадратной подматрицы называется
минором.

Минорным рангом матрицы или рангом матрицы
по минорам называется наибольший порядок ненулевого
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минора этой матрицы. Минорный ранг матрицы A будем
обозначать rm(A).

По четвёртому следствию из теоремы 8 о размерности
имеем

rrow(A) = dim(Lin(A1, . . . , Am)),

rcol(A) = dim(Lin(A1, . . . , An)).

Определение. Элементарными преобразованиями
строк и столбцов матрицы называются следующие.

I. Перестановка двух строк или столбцов матрицы.

II. Умножение строки или столбца на ненулевой эле-
мент поля.

III. Прибавление к одной строке (или столбцу) другой
строки (или столбца), умноженной (умноженного) на
элемент поля.

Лемма. Преобразование типа I можно выполнить с
помощью преобразований типов II и III. Более того, пре-
образование типа I с точностью до знака можно выпол-
нить с помощью преобразований типа III.

Доказательство. В матрице A хотим переставить i-ю
и j-ю строки. Сделаем это следующим образом. Снача-
ла к i-й строке Ai матрицы A прибавим j-ю строку Aj,
затем полученную i-ю строку Ai + Aj умножим на −1 и
прибавим к j-й строке Aj матрицы A. Далее полученную
j-ю строку −Ai прибавим к i-й строке Ai + Aj. Теперь в
i-й строке стоит Aj, а в j-й строке стоит −Ai. Осталось
умножить j-ю строку на −1. Теперь в i-й строке стоит Aj

и в j-й строке стоит Ai.
Утверждение леммы о столбцах доказывается анало-

гично. □
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Лемма. Строчный ранг матрицы не меняется при
элементарных преобразованиях строк этой матрицы.

Доказательство. Для данной матрицы A выполним
преобразование типа II. Умножим j-ю строку Aj на α ̸= 0.
Докажем, что

Lin(A1, . . . , Aj, . . . , Am) = Lin(A1, . . . , αAj, . . . , Am).

Пусть v ∈ Lin(A1, . . . , Aj, . . . , Am). Тогда

v = α1A1 + · · ·+ αjAj + · · ·+ αmAm = α1A1 + · · ·+
+ α−1αj(αAj) + · · ·+ αmAm ∈ Lin(A1, . . . , αAj, . . . , Am).

Покажем обратное включение. Пусть

u ∈ Lin(A1, . . . , αAj, . . . , Am).

Тогда

u = α1A1 + · · ·+ αj(αAj) + · · ·+ αmAm = α1A1 + · · ·+
+ (αjα)Aj + · · ·+ αmAm ∈ Lin(A1, . . . , Aj, . . . , Am).

Доказано равенство

Lin(A1, . . . , Aj, . . . , Am) = Lin(A1, . . . , αAj, . . . , Am).

Для данной матрицы A выполним преобразование ти-
па III. К i-й строке Ai прибавим j-ю строку Aj, умножен-
ную на β. Докажем, что

Lin(A1, . . . , Ai, . . . , Aj, . . . , Am} =

= Lin{A1, . . . , Ai + βAj, . . . , Aj, . . . , Am).
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Пусть v ∈ Lin(A1, . . . , Ai, . . . , Aj, . . . , Am). Тогда

v = α1A1 + · · ·+ αiAi + · · ·+ αjAj + · · ·+ αmAm =

= α1A1+· · ·+αi(Ai+βAj)+· · ·+(αj−αiβ)Aj+· · ·+αmAm,

получили, что v ∈ Lin(A1, . . . , Ai + βAj, . . . , Aj, . . . , Am).
Докажем обратное включение. Пусть

u ∈ Lin(A1, . . . , Ai + βAj, . . . , Am).

Тогда

u = α1A1 + . . . αi(Ai + βAj) + . . .+ αjAj + · · ·+ αmAm =

= α1A1 + · · ·+ αiAi + · · ·+ (αiβ + αj)Aj + · · ·+ αmAm,

получили, что u ∈ Lin(A1, . . . , Ai, . . . , Aj, . . . , Am).
Итак, доказано равенство

Lin(A1, . . . , Ai, . . . , Aj, . . . , Am} =

= Lin{A1, . . . , Ai + βAj, . . . , Aj, . . . , Am).

□

Лемма. Столбцовый ранг матрицы не меняется при
элементарных преобразованиях столбцов этой матрицы.

Доказательство. Замените в предыдущей лемме обо-
значения строк A1, Ai, Aj и Am на обозначения столбцов
A1, Ai, Aj и An соответственно и дословно повторите до-
казательство предыдущей леммы. □

Лемма. Строчный ранг матрицы не меняется при
элементарных преобразованиях столбцов этой матрицы.
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Доказательство. Без ограничения общности, приба-
вим к первому столбцу A1 матрицы A второй столбец A2,
умноженный на β. Покажем, что для любого 1 ⩽ k ⩽ m
первые k строк матрицы A линейно зависимы тогда и
только тогда, когда первые k строк получившейся мат-
рицы B линейно зависимы. Рассмотрим первые k строк
матрицы A. По определению линейной зависимости рас-
смотрим систему α1A1+α2A2+· · ·+αkAk = 0 в векторном
виде. Перейдем к координатам векторов A1, A2, . . . , Ak и
получим

α1(a11, . . . , a1n) + · · ·+ αk(ak1, . . . , akn) = (0, . . . , 0).

Выполним действия с векторами и рассмотрим систе-
му уравнений относительно неизвестных α1, α2, . . . , αk:

α1a11 + α2a21 + · · ·+ αkak1 = 0,

α1a12 + α2a22 + · · ·+ αkak2 = 0,

...
α1a1n + α2a2n + · · ·+ αkakn = 0.

Аналогично рассмотрим первые k строк матрицы B.
От системы α1B1 + α2B2 + · · · + αkBk = 0 в векторном
виде перейдем к координатам векторов B1, B2, . . . , Bk и
получим

α1(a11 + βa12, a12, . . . , a1n) + · · ·+
+ αk(ak1 + βak2, ak2, . . . , akn) = (0, 0, . . . , 0).

Выполним действия с векторами и получим систему
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уравнений относительно неизвестных α1, α2, . . . , αk:
α1(a11 + βa12) + · · ·+ αk(ak1 + βak2) = 0,

α1a12 + α2a22 + · · ·+ αkak2 = 0,

...
α1a1n + α2a2n + · · ·+ αkakn = 0.

Матрица второй системы получается из матрицы пер-
вой системы прибавлением к первой строке второй стро-
ки, умноженной на β. Поэтому решения этих систем сов-
падают.

Аналогично рассматривается преобразование типа II,
умножение столбца на ненулевое число. □

Лемма. Столбцовый ранг матрицы не меняется при
элементарных преобразованиях строк этой матрицы.

Доказательство. Доказательство аналогично преды-
дущей лемме. □

Лемма. Строчный ранг матрицы равен столбцовому
рангу этой матрицы.

Доказательство. Элементарными преобразованиями
строк и столбцов приведем данную матрицу A к виду

1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 0 . . . 0
...

... . . . ...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0


.
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Заметим, что строчный и столбцовый ранги матрицы A
равны порядку единичной матрицы.

Какие леммы мы использовали в доказательстве? □

Лемма. Минорный ранг матрицы не меняется при
элементарных преобразованиях строк этой матрицы.

Доказательство. Сначала умножим i-ю строку Ai

матрицы A на ненулевой элемент α ∈ F . По свойству
определителя ненулевой минор останется ненулевым, а
нулевой минор останется нулевым минором. Другими
словами, минорный ранг не изменится при выполнении
преобразования типа II.

Теперь к первой строке A1 матрицы A прибавим i-ю
строку Ai, умноженную на α.

• Если обе строки A1 и Ai входили в минор, то по
свойству определителя такое элементарное преобра-
зование не меняет минор.

• Если обе строки A1 и Ai не входили в минор, то
минор не изменится.

• Если строка A1 входила в минор, а строка Ai не
входила в минор, то минор изменится. Пусть минор
был ненулевым, а стал нулевым. Тогда ненулевым ми-
нором того же порядка будет минор, у которого вы-
черкнули первую строчку, но добавили i-ю. Почему?
Докажите это утверждение.

□

Теорема 17 (основная теорема о ранге матрицы).
Строчный, столбцовый и минорный ранги матрицы рав-
ны.
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Доказательство. Для доказательства теоремы при-
менить последние две леммы. □

Определение. В силу предыдущей теоремы далее
будем просто говорить о ранге матрицы и обозначать
ранг матрицы A через r(A).

Следствие. Справедливы следующие два утвержде-
ния.

1) Определитель матрицы A равен нулю тогда и толь-
ко тогда, когда строки или столбцы матрицы A линей-
но зависимы.

2) Ранг матрицы A равен рангу транспонированной
матрицы At.

Теорема 18 (о ранге произведения матриц). Ранг
произведения двух матриц не превосходит рангов сомно-
жителей.

Доказательство. Докажем неравенство

r(A ·B) ⩽ min{r(A), r(B)}.

Пусть A = (aij)m×s, B = (bij)s×n, C = A·B = (cij)m×n и
C1, . . . , Cm — строки матрицы C, а C1, . . . , Cn — ее столб-
цы. Обозначим строки и столбцы матриц A и B анало-
гично: A1, . . . , Am — строки матрицы A, а B1, . . . , Bn —
столбцы матрицы B. Тогда Ci = Ai · B и Cj = A · Bj. По
определению ранга матрицы имеем

r1 = r(A) = dim(Lin(A1, . . . , Am)).

Можно считать, что первые r1 строк A1, A2, . . . , Ar1

матрицы A являются линейно независимыми, так как при

47



перестановке строк ранг матрицы не меняется, а если в A
переставили строки, то и в C переставятся те же строки.
Отметим, что строки Ar1+1, Ar1+2,. . .Am являются линей-
ными комбинациями строк A1, A2,. . .Ar1 . Для r1 < k ⩽ m
имеем

Ck = Ak ·B =

(
r1∑
i=1

αkiAi

)
B =

r1∑
i=1

αki(Ai ·B) =

r1∑
i=1

αkiCi.

Следовательно, Lin(C1, . . . , Cm) = Lin(C1, . . . , Cr1). Таким
образом,

r(C) = dim(Lin(C1, . . . , Cm)) ⩽ r1 = r(A).

Аналогично рассуждаем про столбцы матрицы B. По
определению ранга матрицы имеем

r2 = r(B) = dim(Lin(B1, . . . , Bn)).

Можно считать, что первые r2 столбцов B1, B2, . . . , Br2

матрицы B являются линейно независимыми, так как
при перестановке столбцов ранг матрицы не меняется, а
если в B переставили столбцы, то и в C переставятся те
же столбцы. Получаем, что столбцы Br2+1, Br2+2,. . .Bn

являются линейными комбинациями столбцов B1, . . . ,
Br2 . Для r2 < k ⩽ n имеем

Ck = A·Bk = A

(
r2∑
j=1

µkjB
j

)
=

r2∑
j=1

µkj(A·Bj) =

r2∑
j=1

µkjC
j.

Следовательно,

Lin(C1, C2, . . . , Cn) = Lin(C1, C2, . . . , Cr2).

Таким образом,

r(C) = dim(Lin(C1, . . . , Cn)) ⩽ r2 = r(B).

□
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2.2 Системы линейных уравнений

Теорема 19 (Кронекера – Капелли). Система линей-
ных уравнений AX = B над полем F имеет решение то-
гда и только тогда, когда ранг основной матрицы A равен
рангу расширенной матрицы A|B.

Доказательство. Пусть сначала (c1, c2, . . . , cn) — ре-
шение системы AX = B. Тогда

c1A
1 + c2A

2 + · · ·+ cnA
n = B.

Следовательно, вектор B линейно выражается через век-
торы A1, A2 , . . . , An с коэффициентами c1, c2 . . . , cn. По-
этому

Lin(A1, A2, . . . , An) = Lin(A1, A2, . . . , An, B).

Отсюда следует, что

r(A) = r(A|B).

Теперь предположим r(A) = r(A|B). Тогда простран-
ство столбцов основной матрицы A совпадает с простран-
ством столбцов расширенной матрицы A|B. Нужно дока-
зать, что система AX = B имеет решение. Среди столб-
цов матрицы A выберем максимальное линейно незави-
симое подмножество. Пусть это столбцы Aj1 , Aj2 , . . . , Ajr .
Те же самые столбцы есть и в матрице A|B, где они также
образуют максимальное линейно независимое подмноже-
ство, так как r(A) = r(A|B). Следовательно,

cj1A
j1 + cj2A

j2 + · · ·+ cjrA
jr = B

для некоторых cj1 , cj2 , . . . , cjr . Эти числа cj1 , cj2 , . . . , cjr
входят в некоторую n-ку, которая является решением си-
стемы AX = B, причем в такой n-ке все остальные эле-
менты равны нулю. □
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Теорема 20 (о структуре решения СЛУ). Любое ре-
шение Y системы линейных уравнений AX = B можно
записать в виде Y = Y0+Y1, где Y0 — решение однородной
системы AX = 0, а Y1 — частное решение данной системы
AX = B.

Доказательство. Пусть Y — произвольное решение и
Y1 — частное решение системы AX = B. Тогда AY =
B и AY1 = B. Вычтем из первого равенства второе
A(Y −Y1) = 0 и получили, что Y −Y1 является решением
однородной системы AX = 0. Обозначим это решение Y0.
Итак, Y0 = Y − Y1, отсюда Y = Y0 + Y1. □

Теорема 21 (о пространстве решений ОСЛУ). Пусть
задана однородная система линейных уравнений AX = 0
c n неизвестными над полем F . Тогда справедливы сле-
дующие утверждения.

1) Все решения однородной системы AX = 0 образу-
ют подпространство L в пространстве F n.

2) Если r = r(A), то dimL = n− r.

Доказательство. Докажем первое утверждение тео-
ремы. Пусть X1 и X2 — решения системы AX = 0 и α —
элемент поля F . Тогда

A(X1 +X2) = AX1 + AX2 = 0 + 0 = 0 и
A(αX1) = α(AX1) = α0 = 0.

Следовательно, решения системы AX = 0 образуют под-
пространство L в пространстве F n.

Докажем второе утверждение теоремы. Пусть Y 1, . . . ,
Y s — базис подпространства решений L. Дополним его
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до базиса пространства F n векторами Y s+1, . . . , Y n. Рас-
смотрим вектор

Y = α1Y
1 + · · ·+ αnY

n ∈ F n.

Тогда

AY = α1AY
1 + · · ·+ αnAY

n = αs+1AY
s+1 + · · ·+ αnAY

n,

так как Y 1, . . . , Y s — решения системы AX = 0. Итак,

AY ∈ Lin(AY s+1, . . . , AY n).

С другой стороны,

AY = α1A
1 + α2A

2 + · · ·+ αnA
n ∈ Lin(A1, A2, . . . , An).

Следовательно,

Lin(AY s+1, . . . , AY n) = Lin(A1, A2, . . . , An).

Пусть dim(Lin(A1, A2, . . . , An)) = r. Для завершения
доказательства теоремы достаточно показать линейную
независимость векторов AY s+1, . . . , AY n. Действительно,

0 = βs+1AY
s+1+ · · ·+βnAY n = A(βs+1Y

s+1+ . . . ,+βnY
n),

следовательно, βs+1Y
s+1 + · · ·+ βnY

n ∈ L.
Вектор βs+1Y

s+1 + . . . ,+βnY
n можно выразить через

базис Y 1, . . . , Y s пространства L, поэтому он может быть
только нулевым. По определению линейной независимо-
сти имеем βs+1 = · · · = βn = 0. □

Определение. Базис пространства решений одно-
родной системы линейных уравнений называется фунда-
ментальной системой решений, кратко — ФСР.
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3 Линейные операторы

3.1 Понятие линейного оператора

Напомним некоторые понятия об отображениях, ко-
торые будут полезны.

Определения. Пусть V и W — векторные простран-
ства над полем F и φ — отображение пространства V в
пространство W .

1) Образом отображения φ называется множество
всех векторов из W , в которые отображаются векторы
из V . Обозначается образ отображения φ через Im(φ)
или φ(V ). Итак,

Im(φ) = φ(V ) = {φ(v) | v ∈ V } ⊆ W.

2) Ядром отображения φ называется множество всех
векторов из V , образом которых является нулевой век-
тор из W . Обозначается ядро отображения φ через
ker(φ). Таким образом,

ker(φ) = {v ∈ V | φ(v) = 0} ⊆ V.

3) Отображение φ называется инъективным, если из
условия φ(v) = φ(u) следует v = u, или, равносильно,
если из условия v ̸= u следует φ(v) ̸= φ(u).

4) Отображение φ называется сюръективным, если
для любого вектора w из W найдется вектор v из V
такой, что φ(v) = w. Другими словами, при сюръек-
тивном отображении Im(φ) = φ(V ) = W .

5) Отображение φ называется биективным, если оно
одновременно и инъективно, и сюръективно.
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6) Полным прообразом подмножества X из простран-
ства W при отображении φ называется множество
всех векторов v пространства V , для которых φ(v)
лежит в X. В этом случае используется обозначение
φ(X)−1. Таким образом,

φ(X)−1 = {v ∈ V | φ(v) ∈ X} и φ(0)−1 = ker(φ).

Определение. Пусть V и W — векторные простран-
ства над полем F . Отображение φ : V → W называется
линейным оператором, если выполняются два условия:

• (аддитивность) φ(u + v) = φ(u) + φ(v) для всех
u, v ∈ V ,

• (однородность) φ(αu) = αφ(u) для всех u ∈ V и
любых α ∈ F .

Аддитивность и однородность вместе называются линей-
ностью.

Примеры. Приведем примеры двух важных линей-
ных отображений.

1) Нулевое отображение o : V → W , заданное пра-
вилом o(v) = 0 для всех v ∈ V . В этом случае

Im(φ) = φ(V ) = {0} ⊆ W и ker(φ) = V.

2) Тождественное отображение ε : V → V , задан-
ное правилом ε(v) = v для всех v ∈ V . Здесь

Im(φ) = φ(V ) = V и ker(φ) = {0} ⊆ V.

Теорема 22 (о свойствах линейных операторов).
Пусть V,W — векторные пространства над полем F и
φ : V → W — линейный оператор. Справедливы следую-
щие утверждения.
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1) Для любого v ∈ V выполняется φ(−v) = −φ(v) и
φ(0) = 0.

2) Для любого подпространства U из V множество
φ(U) является подпространством в W . В частности,
Im(φ) — подпространство в W .

3) Для любого подпространства L из W множество
φ(L)−1 является подпространством в V . В частности,
ker(φ) — подпространство в V .

4) Критерий инъективности. Линейный оператор φ
является инъективным тогда и только тогда, когда
ker(φ) = {0}.

5) Если множество A линейно полно в V , то φ(A) ли-
нейно полно в Im(φ). В частности, образ любого бази-
са линейно полон в Im(φ).

6) Если пространство V конечномерно, то подпро-
странства ker(φ) и Im(φ) конечномерны. Более того,

dim(ker(φ)) + dim(Im(φ)) = dimV.

Доказательство. Докажем первое утверждение тео-
ремы. Для любого вектора v ∈ V имеем

φ(v) = φ(v + 0) = φ(v) + φ(0).

В силу единственности нулевого вектора в пространстве
W получаем φ(0) = 0. Далее рассуждаем аналогично:

0 = φ(0) = φ(v + (−v)) = φ(v) + φ(−v).

В силу единственности противоположного вектора для
φ(v) в пространстве W получаем φ(−v) = −φ(v).
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Докажем второе утверждение теоремы. По определе-
нию подпространства для любых векторов v, u из подпро-
странства U и скаляра α из поля F элементы v + u и αv
лежат в U . Следовательно, векторы φ(v), φ(u), φ(v + u),
φ(αv) содержатся в φ(U). Воспользуемся линейностью φ
и получим

φ(v) + φ(u) = φ(v + u) ∈ φ(U),
α(φ(v)) = φ(αv) ∈ φ(U).

Докажем третье утверждение теоремы. По опреде-
лению полного прообраза для любых векторов v, u из
φ(L)−1 векторы φ(v), φ(u) принадлежат L. Следователь-
но, φ(v) + φ(u) ∈ L и αφ(v) ∈ L, так как L — подпро-
странство. По определению линейного оператора имеем

φ(v) + φ(u) = φ(v + u),
αφ(v) = φ(αv),

значит v + u ∈ φ(L)−1 и αv ∈ φ(L)−1. Получили, что
φ(L)−1 является подпространством в V .

При L = {0} получаем утверждение о ker(φ).
Докажем четвертое утверждение теоремы. Пусть сна-

чала φ является инъективным линейным оператором и
x ∈ ker(φ). Тогда φ(x) = 0 и φ(0) = 0. Воспользуем-
ся инъективностью φ. Из равенства φ(x) = φ(0) следует
x = 0, поэтому ker(φ) состоит только из нулевого вектора.

Пусть теперь ker(φ) = {0} и φ(x) = φ(y). Тогда

0 = φ(x)− φ(y) = φ(x− y).

Следовательно, x− y ∈ ker(φ) = {0} и x = y.
Докажем пятое утверждение теоремы. По условию

любой вектор из V можно представить в виде линейной

55



комбинации векторов из множества A, т. е. для любого
v ∈ V

v = α1a1 + · · ·+ αkak,

где a1, . . . , ak ∈ A. По определению линейного оператора
имеем

φ(v) = φ(α1a1 + · · ·+ αkak) = α1φ(a1) + · · ·+ αkφ(ak).

Получили, что любой вектор из φ(V ) является линей-
ной комбинацией векторов из φ(A). Следовательно, мно-
жество φ(A) линейно полно в φ(V ).

Докажем, наконец, последнее утверждение теоремы.
Дополним базис (e1, . . . , es) подпространства ker(φ) до ба-
зиса пространства V векторами f1, . . . , fk. Покажем, что
базисом подпространства Im(φ) из W являются векторы
φ(f1), . . . , φ(fk).

Сначала покажем, что векторы φ(f1), . . . , φ(fk) обра-
зуют линейно полное множество в φ(V ). Имеем

φ(v) = φ(α1e1 + · · ·+ αses + β1f1 + · · ·+ βkfk) =

= α1φ(e1) + · · ·+ αsφ(es) + β1φ(f1) + · · ·+ βkφ(fk) =

= α10 + · · ·+ αs0 + β1φ(f1) + · · ·+ βkφ(fk) =

= β1φ(f1) + · · ·+ βkφ(fk).

Следовательно, векторы φ(f1), . . . , φ(fk) образуют линей-
но полное множество в φ(V ).

Теперь покажем линейную независимость этих векто-
ров. Воспользуемся определением линейной независимо-
сти. Запишем линейную комбинацию векторов

φ(f1), . . . , φ(fk)

и приравняем ее к нулевому вектору

γ1φ(f1) + · · ·+ γkφ(fk) = 0.
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Линейность оператора φ позволяет это равенство пе-
реписать в виде

φ(γ1f1 + · · ·+ γkfk) = 0.

Вектор γ1f1 + · · · + γkfk попал в ядро оператора φ.
Разложим его по базису ядра (e1, e2, . . . , es). Имеем

γ1f1 + · · ·+ γkfk = δ1e1 + · · ·+ δses и
γ1f1 + · · ·+ γkfk − δ1e1 − · · · − δses = 0.

Поэтому

γ1 = γ2 = · · · = γk = δ1 = δ2 = · · · = δs = 0,

так как векторы e1, e2, . . . , es, f1, f2, . . . , fk являются бази-
сом пространства V . Линейная независимость векторов
φ(f1), . . . , φ(fk) доказана. □

Определение. Пусть V и W — конечномерные век-
торные пространства над полем F , φ : V → W — линей-
ный оператор, E = (e1, . . . , en) — базис пространства V
и F = (f1, . . . , fm) — базис пространства W . Для каж-
дого i ∈ {1, . . . , n} вектор φ(ei) разложим по базису
(f1, . . . , fm) и получим

φ(ei) = α1if1 + α2if2 + · · ·+ αmifm.

Матрица

[φ]EF =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n
...

...
...

...
αm1 αm2 . . . αmn


называется матрицей линейного оператора φ в базисах
E и F . Столбцами матрицы [φ]EF являются координаты
образов векторов базиса E пространства V в базисе F
пространства W .
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Теорема 23 (о координатах образа вектора). Пусть
V и W — конечномерные векторные пространства над
полем F , φ : V → W — линейный оператор, E =
(e1, . . . , en) — базис пространства V и F = (f1, . . . , fm) —
базис пространства W . Пусть v = β1e1+ · · ·+βnen — про-
извольный вектор из V и φ(v) = γ1f1 + · · ·+ γmfm. Тогдаγ1

...
γm

 = [φ]EF

β1...
βn

 .

Доказательство. Положим [φ]EF = (αji) и восполь-
зуемся определениями линейного оператора и матрицы
линейного оператора. Получим

m∑
j=1

γjfj = φ(v) = φ

(
n∑

i=1

βiei

)
=

n∑
i=1

βiφ(ei) =

=
n∑

i=1

βi

(
m∑
j=1

αjifj

)
=

m∑
j=1

(
n∑

i=1

αjiβi

)
fj.

По критерию базиса (теорема 7) получаем

γj =
∑n

i=1 αjiβi для любого j ∈ {1, . . . ,m}.

Полученные равенства доказывают теорему. □

Теорема 24 (о задании линейного оператора на бази-
се и матрицей). Пусть V и W — векторные пространства
над полем F и E = (e1, . . . , en) — базис V . Тогда

1) для произвольных векторов b1, . . . , bn ∈ W суще-
ствует и единственный линейный оператор φ : V →
W , такой что

φ(e1) = b1, . . . , φ(en) = bn;
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2) если F = (f1, . . . , fm) — базис W и A = (aji)m×n —
матрица с элементами из поля F , то существует и
единственный линейный оператор φ : V → W , такой
что

A = [φ]EF .

Доказательство. Для доказательства первого утвер-
ждения теоремы рассмотрим произвольный вектор

x = α1e1 + · · ·+ αnen ∈ V.

Положим
φ(x) = α1b1 + · · ·+ αnbn.

Ясно, что φ(ei) = bi для любого i ∈ {1, . . . , n}.
Проверим, что φ является линейным оператором.

Действительно, для любых векторов

x = α1e1 + · · ·+ αnen и y = β1e1 + · · ·+ βnen

имеем

φ(x+ y) = φ((α1 + β1)e1 + · · ·+ (αn + βn)en) =

= (α1 + β1)b1 + · · ·+ (αn + βn)bn =

= (α1b1 + · · ·+ αnbn) + (β1b1 + · · ·+ βnbn) =

= φ(x) + φ(y).

Далее, для любого α ∈ F имеем

φ(αx) = φ(αα1e1 + · · ·+ ααnen) = αα1b1 + · · ·+
+ ααnbn = α(α1b1 + · · ·+ αnbn) = αφ(x).

Покажем единственность. Предположим, существует
другой линейный оператор ψ, такой что ψ(ei) = bi для
i ∈ {1, . . . , n}. Тогда по определению линейности имеем

ψ(x) = ψ(α1e1 + · · ·+ αnen) = α1ψ(e1) + · · ·+
+ αnψ(en) = α1b1 + · · ·+ αnbn = φ(x).
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Получено, что ψ = φ.
Докажем второе утверждение теоремы. Положим

bi =
m∑
j=1

ajifj.

Тогда по утверждению 1) этой теоремы для таких bi,
i ∈ {1, . . . , n}, возникает такой линейный оператор φ, что
φ(ei) = bi для всех i ∈ {1, . . . , n}. Воспользуемся опре-
делением матрицы линейного оператора и получим, что
A = [φ]EF . □

3.2 Операции над линейными операторами

Определения. Пусть V , W и U — векторные про-
странства над полем F .

1) Пусть φ : V → W и ψ : V → W — линейные
операторы. Определим отображение φ + ψ : V → W
для любого x ∈ V по правилу

(φ+ ψ)(x) = φ(x) + ψ(x).

Отображение φ + ψ назовем суммой операторов φ и
ψ.

2) Пусть φ : V → W — линейный оператор и α ∈ F .
Определим отображение αφ : V → W для любого x ∈
V по правилу

(αφ)(x) = α (φ(x)) .

Отображение αφ назовем произведением оператора φ
на элемент α поля F .
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3) Пусть φ : V → W и ψ : W → U — линейные
операторы. Определим отображение ψ ◦ φ : V → U
для любого x ∈ V по правилу

(ψ ◦ φ)(x) = ψ(φ(x)).

Отображение ψ◦φ назовем произведением операторов
ψ и φ .

4) Если φ : V → W — биективный линейный опера-
тор, то существует обратное отображение φ−1 : W →
V , для которого

(φ ◦ φ−1)(y) = y и (φ−1 ◦ φ)(x) = x

для любых x ∈ V, y ∈ W . Отображение φ−1 назовем
обратным оператором к оператору φ.

Теорема 25 (о пространстве линейных операторов).
Пусть V , W и U — векторные пространства над полем F .
Тогда

1) сумма линейных операторов из V в W и произве-
дение оператора из V в W на скаляр являются ли-
нейными операторами, а множество линейных опера-
торов из V в W относительно сложения операторов и
умножений операторов на скаляры образует вектор-
ное пространство над полем F ;

2) если φ : V → W и ψ : W → U — линейные опера-
торы, то ψ ◦ φ — линейный оператор из V в U ;

3) если φ : V → W — биективный линейный опера-
тор, то φ−1 — линейный оператор.
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Доказательство. Для доказательства первого утвер-
ждения теоремы покажем сначала, что сумма линейных
операторов является линейным оператором. Имеем

(φ+ ψ)(x+ y) = φ(x+ y) + ψ(x+ y) =

= φ(x)+φ(y)+ψ(x)+ψ(y) = (φ(x)+ψ(x))+(φ(y)+ψ(y)) =

= (φ+ ψ)(x) + (φ+ ψ)(y),

(φ+ ψ)(αx) = φ(αx) + ψ(αx) = α(φ(x)) + α(ψ(x)) =

= α(φ(x) + ψ)(x)) = α(φ+ ψ)(x).

Для того чтобы доказать, что линейный оператор,
умноженный на скаляр, является линейным оператором,
нужно проверить два равенства

(αφ)(x+ y) = (αφ)(x) + (αφ)(y) и (αφ)(βx) = β((αφ)(x)),

для любых x, y ∈ V и β ∈ F . Сделайте это самостоятель-
но.

Для завершения доказательства утверждения 1) этой
теоремы нужно проверить все аксиомы из определения
векторного пространства. Сделайте это обязательно.

Докажем второе утверждение теоремы, т. е. линей-
ность отображения ψ ◦ φ. Для любых x, y ∈ V и α ∈ F
имеем

(ψ ◦ φ)(x+ y) = ψ(φ(x+ y)) = ψ(φ(x) + φ(y)) =

= ψ(φ(x)) + ψ(φ(y)) = (ψ ◦ φ)(x) + (ψ ◦ φ)(y),

(ψ ◦ φ)(αx) = ψ(φ(αx)) = ψ(α(φ(x))) =

= α(ψ(φ(x))) = α(ψ ◦ φ)(x).
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Линейность отображения ψ ◦ φ доказана.
Докажем третье утверждение теоремы, т. е. линей-

ность отображения φ−1. Для любых x, y ∈ W выполняет-
ся

(φ ◦ φ−1)(x+ y) = x+ y, (φ ◦ φ−1)(x) = x и
(φ ◦ φ−1)(y)) = y.

Поэтому

x+ y = (φ ◦ φ−1)(x+ y) = φ(φ−1(x+ y)).

С другой стороны,

x+ y = (φ ◦ φ−1)(x) + (φ ◦ φ−1)(y) = φ(φ−1(x))+

+ φ(φ−1(y)) = φ(φ−1(x) + φ−1(y)).

Имеем равенство

φ(φ−1(x+ y)) = φ(φ−1(x) + φ−1(y)).

Вспоминаем про инъективность φ и получаем

φ−1(x+ y) = φ−1(x) + φ−1(y).

Равенство φ−1(βx) = βφ−1(x) доказывается аналогич-
но, и доказать самостоятельно. □

Следующую теорему кратко можно сформулировать
так:

Операции над линейными операторами соот-
ветствуют операциям над матрицами этих ли-
нейных операторов.

Теорема 26 (о свойствах матрицы линейного опера-
тора). Пусть V , W и U — векторные пространства над
полем F с базисами
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E = (e1, . . . , en), F = (f1, . . . , fm) и G = (g1, . . . , gs)

соответственно. Тогда

1) если φ : V → W , ψ : V → W — линейные операто-
ры и α ∈ F , то

[φ+ ψ]EF = [φ]EF + [ψ]EF и [αφ]EF = α[φ]EF ;

2) если φ : V → W и ψ : W → U — линейные опера-
торы, то

[ψ ◦ φ]EG = [ψ]FG · [φ]EF ;

3) если φ : V → W — биективный линейный опера-
тор, то

[φ−1]FE = [φ]−1
EF .

Доказательство. Докажем первое утверждение тео-
ремы. Пусть [φ]EF = (αij) и [ψ]EF = (βij). Тогда для лю-
бого i = 1, . . . n имеем

(φ+ ψ)(ei) = φ(ei) + ψ(ei) =
∑
j

αjifj+

+
∑
j

βjifj =
∑
j

(αji + βji)fj,

поэтому матрица суммы линейных операторов равна сум-
ме матриц этих линейных операторов.

Аналогично, для любого i = 1, . . . , n имеем

(αφ)(ei) = α(φ(ei)) = α
∑
j

αjifj =
∑
j

(ααji)fj,

поэтому матрица линейного оператора, умноженного на
скаляр, есть матрица этого линейного оператора, умно-
женная на данный скаляр.

Докажем второе утверждение теоремы. Пусть
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[φ]EF = (αij) и [ψ]FG = (βij).

Тогда для любого i = 1, . . . n имеем

(ψ ◦ φ)(ei) = ψ(φ(ei)) = ψ

(∑
j

αjifj

)
=

=
∑
j

αjiψ(fj) =
∑
j

αji

(∑
k

βkjgk

)
=

=
∑
k

(∑
j

αjiβkj

)
gk =

∑
k

(∑
j

βkjαji

)
gk,

поэтому матрица произведения линейных операторов
равна произведению матриц этих линейных операторов.

Для доказательства третьего утверждения теоремы
используем предыдущее доказанное утверждение и по-
лучим

[φ−1]FE ◦ [φ]EF = En и [φ]EF ◦ [φ−1]FE = Em.

Заметим, что размерность матрицы [φ−1]FE равна n×
m, а размерность матрицы [φ]EF равна m × n. Покажем
от противного, что n = m. Предположим n < m. Тогда
по теореме 18

r([φ] · [φ−1]) ⩽ min
{
r([φ]), r([φ−1])

}
.

По определению ранга матрицы r([φ]) ⩽ n < m и
r([φ−1]) ⩽ n < m. С другой стороны,

r([φ] · [φ−1]) = r(Em) = m.

Следовательно, m ⩽ n. Получили противоречие с пред-
положением. □
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3.3 Линейные функционалы

Поле F является векторным пространством над полем
F . Размерность F как векторного пространства равна 1.
Базисом пространства F является любой ненулевой эле-
мент из поля F .

Определение. Пусть V — векторное пространство
над полем F . Линейный оператор φ : V → F называется
линейным функционалом.

Если E = (e1, . . . , en) — базис пространства V , то мат-
рицей [φ]E линейного функционала φ : V → F является
строка

(φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en)) ∈ F n.

Для x = α1e1 + · · ·+ αnen ∈ V и [φ]E = (β1, β2, . . . , βn)
выполняется

φ(x) = (β1, β2, . . . , βn) ·


α1

α2
...
αn

 =
n∑

i=1

βiαi.

3.4 Линейные преобразования векторных
пространств

Определения. Пусть V — векторное пространство
над полем F .

1) Линейный оператор φ : V → V называется ли-
нейным преобразованием пространства V . Если E =
(e1, . . . , en) — базис V , то матрицу линейного преобра-
зования φ в этом базисе будем обозначать через [φ]E .
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Отметим, если [φ]E = (αij)n×n, то

φ(ej) =
n∑

i=1

αijei.

2) Пусть f = anX
n + · · · + a1X + a0 ∈ F [X] и φ —

линейное преобразование пространства V . Значением
многочлена f на преобразовании φ будем называть ли-
нейное преобразование

f(φ) = anφ
n + · · ·+ a1φ+ a0ε,

где ε : V → V — тождественное преобразование по
правилу ε(x) = x для любого x ∈ V и φ2 = φ ◦ φ,
φ3 = φ2 ◦ φ, . . . , φn = φn−1 ◦ φ. Положим

f([φ]) = an[φ]
n + · · ·+ a1[φ] + a0E,

где E = [ε] — единичная матрица.

Теорема 27 (о матрицах линейного преобразования
в разных базисах). Пусть

E = (e1, . . . , en) и F = (f1, . . . , fn) —

два базиса векторного пространства V над полем F , T =
TE→F — матрица перехода от базиса E к базису F и φ —
линейное преобразование пространства V . Тогда

[φ]F = T−1[φ]ET.
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Доказательство. Положим

[φ]E =


α11 . . . α1j . . . . α1n

α21 . . . α2j . . . α2n
...

...
...

...
...

αn1 . . . αnj . . . αnn

 ,

[φ]F =


β11 . . . β1j . . . . β1n
β21 . . . β2j . . . β2n
...

...
...

...
...

βn1 . . . βnj . . . βnn

 .

T =


τ11 . . . τ1j . . . . τ1n
τ21 . . . τ2j . . . τ2n
...

...
...

...
...

τn1 . . . τnj . . . τnn

 .

Напомним, что для любого j = 1, . . . , n

φ(ej) = α1je1 + α2je2 + · · ·+ αnjen,

φ(fj) = β1jf1 + β2jf2 + · · ·+ βnjfn,

fj = τ1je1 + τ2je2 + · · ·+ τnjen.

Имеем

φ(fj) =
n∑

k=1

βkjfk =
n∑

k=1

βkj(τ1ke1 + · · ·+ τnken) =

=
n∑

k=1

βkj

(
n∑

s=1

τskes

)
=

n∑
s=1

(
n∑

k=1

βkjτsk

)
es =

=
n∑

s=1

(
n∑

k=1

τskβkj

)
es.
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С другой стороны,

φ(fj) = φ(τ1je1+ · · ·+τnjen) = τ1jφ(e1)+ · · ·+τnjφ(en) =

=
n∑

k=1

τkjφ(ek) =
n∑

k=1

τkj(α1ke1 + · · ·+ αnken) =

=
n∑

k=1

τkj

(
n∑

s=1

αskes

)
=

n∑
s=1

(
n∑

k=1

αskτkj)es.

В силу единственности разложения вектора по ба-
зису коэффициенты при векторах e1, . . . , en в первом и
втором равенствах должны совпадать, т. е. для любого
s = 1, . . . , n

n∑
k=1

τskβkj =
n∑

k=1

αskτkj.

Поэтому имеем матричное равенство

T · [φ]F = [φ]E · T.

Воспользуемся обратимостью матрицы T и умножим
слева это равенство на матрицу T−1. Получим утвержде-
ние теоремы [φ]F = T−1 · [φ]E · T . □

Следствие. Определитель матрицы линейного пре-
образования пространства не зависит от выбора базиса
этого пространства.

Доказательство. Для доказательства теоремы доста-
точно посчитать определитель правой и левой части ра-
венства [φ]F = T−1 · [φ]E · T . □

Определение. Определителем линейного преобра-
зования называется определитель матрицы этого преоб-
разования.

Следствие. Определитель матрицы линейного пре-
образования пространства определен корректно.
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3.5 Инвариантные подпространства

Определения. Пусть V — векторное пространство
над полем F и φ : V → V — линейное преобразование.

1) Подпространство U пространства V называется φ-
инвариантным подпространством, если φ(u) ∈ U
для любого u ∈ U .

2) Пусть A = (aij)n×n — квадратная матрица над по-
лем F . Тогда A−λE — квадратная матрица над коль-
цом многочленов F [λ]. Характеристическим много-
членом матрицы A называется определитель матрицы
A−λE. Будем обозначать характеристический много-
член матрицы A через CA(λ). Таким образом,

CA(λ) = det


a11 − λ a12 . . . a1n
a21 a22 − λ . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann − λ

 .

3) Характеристическим многочленом линейного
преобразования φ называется характеристический
многочлен матрицы этого преобразования. Будем
обозначать характеристический многочлен линейного
преобразования φ через Cφ(λ). Имеем Cφ(λ) = C[φ](λ).

Теорема 28 (о характеристическом многочлене).
Пусть A = (aij)n×n — квадратная матрица над полем F ,
V — конечномерное векторное пространство над полем F
и φ : V → V — линейное преобразование. Справедливы
следующие утверждения:

1) Характеристический многочлен матрицы A явля-
ется многочленом степени n. Более точно

CA(λ) = (−1)nλn + ...+ det(A) ∈ F [λ].
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2) Характеристический многочлен линейного преоб-
разования не зависит от выбора базиса в векторном
пространстве, поэтому определение характеристиче-
ского многочлена линейного преобразования коррект-
но.

Доказательство. Для доказательства первого утвер-
ждения теоремы воспользуемся развернутым определе-
нием определителя и вычислим характеристический мно-
гочлен. Возникает сумма n! слагаемых, каждое слагаемое
является произведением элементов, взятых по одному из
каждой строчки и каждого столбца.

Получаем CA(λ) = (−1)nλn + ...+ |A| ∈ F [λ].
Докажем второе утверждение теоремы. Пусть [φ]E и

[φ]F — матрицы преобразования φ в разных базисах с
матрицей перехода T = TE→F . Тогда по теореме 27 о мат-
рицах линейного преобразования в разных базисах имеем

C[φ]F (λ) = det ([φ]F − λE) =

= det
(
T−1[φ]ET − λT−1 · T

)
= det

(
T−1([φ]E − λE)T

)
=

= det(T−1) · det ([φ]E − λE) · det(T ) =
= det ([φ]E − λE) · det(T−1) · det(T ) =

= det ([φ]E − λE) · det(T−1T ) =

= det ([φ]E − λE) · det(E) = C[φ]E (λ).

□

Определение. Пусть V — векторное пространство
над полем F и φ : V → V — линейное преобразование.
Ненулевой вектор x ∈ V называется собственным векто-
ром линейного преобразования φ, если существует такой
скаляр ρ ∈ F , что выполняется φ(x) = ρx. В этом случае

71



ρ называем собственным значением линейного преобра-
зования φ, соответствующим собственному вектору x. Бу-
дем так же говорить о собственном векторе x линейного
преобразования φ, принадлежащим собственному значе-
нию ρ.

Теорема 29 (о нахождении собственных значений).
Пусть φ — линейное преобразование конечномерного век-
торного пространства V над полем F . Скаляр ρ ∈ F яв-
ляется собственным значением преобразования φ тогда
и только тогда, когда ρ — корень характеристического
многочлена Cφ(λ).

Доказательство. В самом деле, условие

φ(x) = ρx, x ̸= 0

можно переписать в виде

φ(x)− ρε(x) = 0, x ̸= 0.

Воспользуемся определениями операций над операто-
рами и получим

(φ− ρε)(x) = 0, x ̸= 0.

Далее, сопоставим оператору (φ − ρε) матрицу этого
оператора в некотором базисе, и тогда

[φ− ρε] ·X = 0, X ̸= 0,

здесь X — столбец координат вектора x в том базисе, в
котором берется матрица [φ]. Нас интересует ненулевое
решение полученной системы, поэтому по теореме Кра-
мера

det[φ− ρε] = 0,
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а это означает C[φ](ρ) = 0, и поэтому ρ — корень харак-
теристического многочленаCφ(λ). □

Заметим, что характеристический многочлен в алгеб-
раически замкнутом поле всегда имеет корень, поэто-
му собственные значения преобразований конечномерных
пространств в таком поле всегда существуют. Напомним,
что поле комплексных чисел C алгебраически замкнуто.

Алгоритм нахождения собственных векторов
Пусть линейное преобразование φ конечномерного

векторного пространства V над полем F задано в неко-
тором базисе матрицей [φ] = A.

1) Находим характеристический многочлен CA(λ)
матрицы A. Для этого вычисляем определитель

det(A− λE).

2) Ищем корни характеристического многочлена.
Для этого решаем уравнение

det(A− λE) = 0.

Пусть ρ1, ρ2, . . . — корни CA(λ).

3) Для каждого ρi решаем систему уравнений

(A− ρiE)X = 0.

Все ее решения образуют пространство собственных
векторов, принадлежащих собственному значению ρi.
Находим фундаментальную систему решений, кото-
рая является базисом в пространстве собственных
векторов, принадлежащих собственному значению ρi.
Любой собственный вектор с собственным значением
ρi будет ненулевой линейной комбинацией векторов из
фундаментальной системы решений.
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Теорема 30 (об одномерных инвариантных подпро-
странствах). Пусть φ — линейное преобразование век-
торного пространства V над полем F и L — одномер-
ное подпространство в V . Подпространство L является
φ-инвариантным подпространством в V тогда и только
тогда, когда базис L есть собственный вектор преобразо-
вания φ.

Доказательство. Пусть сначала L — одномерное φ-
инвариантное подпространство. Выберем ненулевой век-
тор

v ∈ L = {αv | α ∈ F}.

Тогда φ(v) ∈ L. Следовательно, φ(v) = ρv для некоторо-
го ρ ∈ F , т. е. вектор v является собственным вектором
линейного преобразования φ.

Пусть теперь L = Lin(v) и v — собственный вектор
преобразования φ. Тогда φ(v) = ρv, и поэтому

φ(αv) = αφ(v) = α(ρv) = (αρ)v ∈ L.

Следовательно, подпространство L является φ-
инвариантным подпространством. □

Теорема 31 (о линейной независимости собственных
векторов). Собственные векторы, принадлежащие раз-
личным собственным значениям, линейно независимы.

Доказательство. Пусть a1, a2, . . . — собственные век-
торы линейного преобразования φ, принадлежащие соб-
ственным значениям ρ1, ρ2, . . . , и

φ(a1) = ρ1a1, φ(a2) = ρ2a2, . . . ,

причем ρi ̸= ρj для всех i ̸= j.
Проведем индукцию по количеству векторов.
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База индукции. Рассмотрим a1. Он собственный, по-
этому ненулевой, а линейно независим по критерию ли-
нейной зависимости.

Предположение индукции. Предположим, что утвер-
ждение теоремы верно для k−1 векторов a1, a2, . . . , ak−1.

Шаг индукции. Покажем, что утверждение теоремы
верно для k векторов. Итак, a1, . . . , ak — собственные век-
торы с попарно различными собственными значениями
ρ1, . . . , ρk. Воспользуемся определением линейной неза-
висимости. Рассмотрим линейную комбинацию наших k
векторов и приравняем ее нулевому вектору:

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak = 0.

Применим к обеим частям равенства преобразование φ:

φ(α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak) = φ(0).

Воспользуемся свойством линейности преобразования φ:

α1φ(a1) + α2φ(a2) + · · ·+ αkφ(ak) = 0.

По определению собственного вектора из этого равенства
следует равенство

α1ρ1a1 + · · ·+ αkρkak = 0.

Домножим равенство α1a1 +α2a2 + · · ·+αkak = 0 на ρk и
вычтем полученное из равенства α1ρ1a1+· · ·+αkρkak = 0.
В результате получим

α1(ρ1 − ρk)a1 + · · ·+ αk−1(ρk−1 − ρk)ak−1 = 0.

По предположению индукции a1 . . . , ak−1 линейно незави-
симы, и поэтому

α1(ρ1 − ρk) = 0, . . . , αk−1(ρk−1 − ρk) = 0.
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Вспомним, что все собственные значения ρ1, ρ2, . . . , ρk по-
парно различны, следовательно,

α1 = α2 = · · · = αk−1 = 0.

Подставим эти нулевые значения в равенство α1a1+ · · ·+
αkak = 0, и тогда

0a1 + 0a2 + ...+ 0ak−1 + αkak = 0.

Собственный вектор ak не может быть нулевым, и поэто-
му αk = 0.

Линейная независимость векторов a1, . . . , ak доказана,
шаг индукции выполнен. □

Теорема 32 (критерий диагонализуемости линейно-
го преобразования). Матрица линейного преобразования
конечномерного пространства в некотором базисе диаго-
нальна тогда и только тогда, когда этот базис состоит из
собственных векторов преобразования.

Доказательство. По определению матрица линейно-
го преобразования φ в базисе (e1, e2, . . . , en) имеет диаго-
нальный вид 

ρ1 0 0 . . . 0
0 ρ2 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 0. . . . ρn


тогда и только тогда, когда

φ(e1) = ρ1e1, φ(e2) = ρ2e2, . . . , φ(en) = ρnen.

Эти условия выполняются тогда и только тогда, когда
векторы e1, e2, . . . , en являются собственными векторами
преобразования φ. □
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Следствие. Если линейное преобразование n-
мерного пространства V имеет n различных собственных
значений, то существует базис пространства V , состоя-
щий из собственных векторов этого преобразования. В
этом базисе матрица преобразования будет диагональ-
ной.

4 Геометрия метрических пространств

В этом разделе и далее в качестве поля F будем рас-
сматривать поле вещественных чисел R или поле ком-
плексных чисел C.

4.1 Пространства со скалярным
произведением

Определения.

1) Векторное пространство V над полем F называет-
ся пространством со скалярным произведением, если
определена функция

( , ) : V × V → F,

называемая скалярным произведением и обладающая
следующими тремя свойствами:

• (положительная определенность) для любого
вектора v ∈ V выполняется

(v, v) ∈ R и (v, v) ⩾ 0, причем

(v, v) = 0 тогда и только тогда, когда v = 0;
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• (эрмитовость) для любых векторов u, v ∈ V вы-
полняется

(v, u) = (u, v),

здесь — обычное сопряжение комплексных чисел;

• (линейность по первому аргументу) для любого
числа α ∈ F и любых векторов u, v, w ∈ V выпол-
няется

(u+ v, w) = (u,w) + (v, w) и (αu,w) = α(u,w).

2) Если пространство со скалярным произведением
задано над полем R, то такое пространство называ-
ется евклидовым.

3) Если же пространство со скалярным произведени-
ем задано над полем C, то оно называется унитар-
ным.

Примеры. Приведем несколько стандартных приме-
ров скалярного произведения.

1) Пусть R — пространство векторов на прямой, R2 —
пространство векторов на плоскости и R3 — про-
странство векторов в обычном трехмерном простран-
стве. Относительно скалярного произведения векто-
ров, определяемого как в аналитической геометрии,
пространства R, R2 и R3 будут евклидовыми про-
странствами.

2) Пусть (e1, . . . , en) — базис пространства V над по-
лем F ∈ {R,C} и

u = u1e1 + · · ·+ unen, v = v1e1 + · · ·+ vnen ∈ V.
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Зададим на V скалярное произведение правилом

(u, v) = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.

Тогда V превращается в пространство со скалярным
произведением. Проверим свойства из определения.
Действительно,

(v, v) = v1v1 + v2v2 + · · ·+ vnvn =

= |v1|2 + |v2|2 + · · ·+ |vn|2 ⩾ 0

и (v, v) ∈ R, причем (v, v) = 0 тогда и только тогда,
когда для любого i = 1, . . . , n имеем |vi|2 = 0, а это
выполняется тогда и только тогда, когда vi = 0 для
любого i = 1, . . . , n. Следовательно, v = (0, . . . , 0). Да-
лее,

(v, u) = v1u1 + v2u2 + · · ·+ vnun,

(u, v) = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn,

и тогда

(u, v) = u1v1 + · · ·+ unvn = u1v1 + · · ·+ unvn =

= u1v1 + · · ·+ unvn = v1u1 + · · ·+ vnun = (v, u).

Проверим последнее условие из определения про-
странства со скалярным произведением. Пусть

w = w1e1 + · · ·+ wnen.

Тогда

(u+ v, w) = (u1 + v1)w1 + · · ·+ (un + vn)wn =

= u1w1 + v1w1 + · · ·+ unwn + vnwn =

= (u1w1 + · · ·+ unwn) + (v1w1 + · · ·+ vnwn) =

= (u,w) + (v, w),
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(αu, v) = αu1v1 + · · ·+ αunvn =

= α(u1v1 + · · ·+ unvn) = α(u, v).

3) Если dimV = 2, F = C, u = e1 + ie2 ∈ V и скаляр-
ное произведение задано как в предыдущем примере,
то

(u, u) = 11 + ii = 1 + i(−i) = 2.

Теорема 33 (о свойствах пространств со скалярным
произведением). Пусть V — пространство со скалярным
произведением над полем F . Тогда выполняются следу-
ющие свойства:

1) для любых u, v, w ∈ V и α ∈ F имеет место

(u, v + w) = (u, v) + (u,w) и (u, αv) = α(u, v),

полулинейность по второму аргументу;

2) для любых a1, . . . , as, b1, . . . , bk ∈ V и α1, . . . , αs,
β1, . . . , βk ∈ F имеет место(

s∑
i=1

αiai,
k∑

j=1

βjbj

)
=
∑
i,j

αiβj(ai, bj);

3) для фиксированного вектора v ∈ V и любого век-
тора u ∈ V равенство (v, u) = 0 имеет место тогда и
только тогда, когда v = 0.

Доказательство. Докажем первое утверждение тео-
ремы. Для этого воспользуемся определением скалярного
произведения и свойствами сопряжения. Тогда

(u, v + w) = (v + w, u) = (v, u) + (w, u) =

= (v, u) + (w, u) = (u, v) + (u,w),
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(u, αv) = (αv, u) = α(v, u) = α(v, u) = α(u, v).

Докажем второе утверждение теоремы. Положим

b =
k∑

j=1

βjbj.

Пользуемся свойством линейности скалярного произ-
ведения по первому аргументу, рассуждаем по индукции
и получим(

s∑
i=1

αiai,
k∑

j=1

βjbj

)
= (α1a1 +

s∑
i=2

αiai, b) =

= α1(a1, b) +

(
s∑

i=2

αiai, b

)
=

= α1(a1, b) + · · ·+ αs(as, b) =
s∑

i=1

αi(ai, b) =

=
s∑

i=1

αi(ai,
k∑

j=1

βjbj).

Теперь для любого i ∈ {1, . . . , s} пользуемся эрмитово-
стью скалярного произведения, свойствами сопряжения и
имеем

(ai,
k∑

j=1

βjbj) =

(
k∑

j=1

βjbj, ai

)
=

k∑
j=1

βj(bj, ai) =

=
k∑

j=1

βj(bj, ai) =
k∑

j=1

βj · (bj, ai) =
k∑

j=1

βj(ai, bj).
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Следовательно,(
s∑

i=1

αiai,
k∑

j=1

βjbj

)
=

s∑
i=1

αi(ai,
k∑

j=1

βjbj) =

=
s∑

i=1

αi

k∑
j=1

βj(ai, bj) =
s∑

i=1

k∑
j=1

αiβj(ai, bj).

Докажем третье утверждение теоремы. Сначала пред-
положим, что (v, u) = 0 для любого u ∈ V . Положим
u = v. Тогда (v, v) = 0, и положительная определенность
скалярного произведения дает v = 0.

Теперь, если v = 0, то (v, u) = (0, u) = (0u, u) =
0(u, u) = 0 для любого u ∈ V . □

Определение. Пусть V — пространство со скаляр-
ным произведением. Нормой или длиной ∥v∥ вектора
v ∈ V называется неотрицательное вещественное число

∥v∥ =
√

(v, v).

Отметим, что в пространствах со скалярным произ-
ведением длина вектора определяется через скалярное
произведение, в то время как в аналитической геометрии
сначала определяется длина вектора, а потом скалярное
произведение.

Теорема 34 (неравенство Коши – Буняковского –
Шварца). Пусть V — пространство со скалярным про-
изведением над полем F . Для любых векторов u, v ∈ V
справедливо неравенство

|(u, v)| ⩽ ∥u∥ · ∥v∥.

Доказательство. Если v = 0, то
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(u, 0) = 0, ∥v∥ = ||0|| =
√

(0, 0) = 0,

и утверждение теоремы верно в этом случае.
Пусть v ̸= 0 и α ∈ F . Тогда в силу положительной

определенности скалярного произведения имеем

0 ⩽ (u− αv, u− αv) = (u, u− αv) + (−αv, u− αv) =

= (u, u) + (u,−αv) + (−αv, u) + (−αv,−αv) =
= ∥u∥2 − ᾱ(u, v)− α(v, u) + αᾱ(v, v).

Подставим в последнее равенство выражение

α =
(u, v)

(v, v)

и получим

∥u∥2 − (u, v)

(v, v)
· (u, v)− (u, v)

(v, v)
· (v, u)+ (u, v)

(v, v)

(u, v)

(v, v)
· (v, v) =

= ∥u∥2 − (u, v)

(v, v)
· (u, v)− (u, v)

(v, v)
· (u, v) + (u, v)

(v, v)
(u, v) =

= ∥u∥2 − |(u, v)|2

∥v∥2
.

Следовательно,

∥u∥2 − |(u, v)|2

∥v∥2
⩾ 0.

Преобразуем полученное неравенство и получим выраже-
ние

∥u||2 · ∥v∥2 − |(u, v)|2 ⩾ 0,

что равносильно ∥u∥2 · ∥v∥2 ⩾ |(u, v)|2. Поэтому

∥u∥ · ∥v∥ ⩾ |(u, v)|.

□
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Следствие (неравенство Буняковского). Пусть

(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Rn.

Тогда ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ⩽
√√√√ n∑

i=1

x2i ·

√√√√ n∑
i=1

y2i .

Доказательство. Будем использовать подход из при-
мера 2 на с. 78. Имеем

V = Rn, x = (x1 . . . , xn), y = (y1 . . . , yn),

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn =
n∑

i=1

xiyi,

∥x∥2 = (x, x) = x1x1 + · · ·+ xnxn =
n∑

i=1

x2i и

∥y∥2 = (y, y) = y1y1 + · · ·+ ynyn =
n∑

i=1

y2i .

Воспользуемся теоремой 34 и подставим в неравенство

|(x, y)| ⩽ ∥x∥ · ∥y∥

вычисленные выражения (x, y), ||x|| и ||y||. Получим нуж-
ное утверждение. □

Неравенство Коши – Буняковского позволяет утвер-
ждать, что в пространстве со скалярным произведением
существует единственный угол φ, 0 ⩽ φ ⩽ π/2, для кото-
рого

cosφ =
|(u, v)|

||u|| · ||v||
.
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В случае евклидова пространства неравенство Коши
– Буняковского означает, что

−1 ⩽
(u, v)

||u|| · ||v||
⩽ 1,

поэтому отношение (u, v))/(||u|| · ||v||) является косинусом
вполне определенного угла φ:

cosφ =
(u, v)

||u|| · ||v||
, 0 ⩽ φ ⩽ π.

Именно этот угол φ и считается, по определению, углом
между векторами u и v в евклидовом пространстве.

Теорема 35 (о норме). Пусть V — пространство со
скалярным произведением над полем F . Тогда норма век-
тора обладает следующими свойствами.

1) Для любого вектора v ∈ V имеется положительная
определенность: ∥v∥ ∈ R, ∥v∥ ⩾ 0 и ∥v∥ = 0 тогда и
только тогда, когда v = 0.

2) Для любого числа α ∈ F и любого вектора v ∈ V
имеется полуоднородность:

∥αv∥ = |α| · ∥v∥.

3) Для любых векторов v, u ∈ V имеется неравенство
треугольника

∥v ± u∥ ⩽ ∥v∥+ ∥u∥.

Доказательство. Положительная определенность
нормы следует из положительной определенности
скалярного произведения.
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Полуоднородность получается так:

∥αv∥ =
√

(αv, αv) =
√
αα(v, v) =

√
|α|2∥v∥2 = |α| · ∥v∥.

Докажем неравенство треугольника. В самом деле,

∥v±u∥2 = (v±u, v±u) = (v, v)± (v, u)± (u, v)+(u, u) =

= ∥v∥2± (v, u)± (v, u)+ ∥u∥2 = ∥v∥2± 2Re(v, u)+ ||u||2 ⩽
⩽ ∥v∥2 + 2|(v, u)|+ ∥u∥2 ⩽ ∥v∥2 + 2∥v∥ · ∥u∥+ ∥u∥2 =

= (∥v∥+ ∥u∥)2.

Получили ∥v ± u∥2 ⩽ (∥v∥ + ∥u∥)2. Отсюда следует
нужное неравенство. □

Неравенство треугольника позволяет считать вектор-
ные пространства со скалярным произведением метриче-
скими пространствами в смысле следующего определе-
ния.

Определение. Пусть E — множество точек и d :
E×E → R — отображение, сопоставляющее любым двум
точкам u, v ∈ E неотрицательное вещественное число
d(u, v) и обладающее следующими свойствами:

• d(u, v) = d(v, u),

• d(u, v) = 0 тогда и только тогда, когда u = v,

• d(u,w) ⩽ d(u, v) + d(v, w).

Функция d с таким свойством называется метрикой,
а пара (E, d) — метрическим пространством.

Пример. В векторном пространстве V со скаляр-
ным произведением и тем самым с определенной нор-
мой ||v|| за расстояние между векторами u, v принимается
d(u, v) = ||u− v||.
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4.2 Ортогональность

Определения. Пусть V — пространство со скаляр-
ным произведением.

1) Будем говорить, что векторы u, v ∈ V ортогональ-
ны, если (u, v) = 0. Ортогональность векторов u, v обо-
значаем u ⊥ v.

2) Пусть A и B подмножеств пространства V . Будем
говорить, что множество A ортогонально множеству
B, если для любого u ∈ A и любого v ∈ B выпол-
няется (u, v) = 0. Ортогональность множеств A и B
обозначаем A ⊥ B.

3) Подмножество A пространства V будем называть
ортогональным, если A состоит из попарно ортого-
нальных векторов, т. е. для любых u, v ∈ A и u ̸= v
выполняется (u, v) = 0.

4) Подмножество пространства V будем называть ор-
тонормированным, если оно ортогонально и все век-
торы в этом подмножестве имеют длину равную 1.

Заметим, что любому ненулевому вектору v ∈ V мож-
но сопоставить вектор αv единичной длины. Для этого
достаточно взять

α =
1

∥v∥
.

Такой процесс называется нормировкой вектора.

Теорема 36 (об ортогональных множествах векто-
ров). Пусть V — пространство со скалярным произведе-
нием.
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1) Ортогональное множество ненулевых векторов ли-
нейно независимо. В частности, ортонормированное
множество векторов линейно независимо.

2) Ортогонализация Грама – Шмидта. Если a1, . . . ,
an — линейно независимые векторы, то существует
такое ортогональное множество векторов {e1, . . . , en},
что для любого i ∈ {1, . . . , n} выполняется

Lin(a1, . . . , ai) = Lin(e1, . . . , ei).

Доказательство. Докажем первое утверждение тео-
ремы. Пусть A = {b1, . . . , bk} — ортогональное множество
ненулевых векторов. Рассмотрим линейную комбинацию
этих векторов и приравняем ее к нулевому вектору

β1b1 + · · ·+ βkbk = 0.

Пусть bi — произвольный вектор из A. Тогда

0 = (0, bi) = (β1b1 + · · ·+ βkbk, bi) =

= β1(b1, bi) + · · ·+ βi(bi, bi) + · · ·+ βk(bk, bi) =

= 0 + · · ·+ βi(bi, bi) + · · ·+ 0 = βi(bi, bi).

Так как (bi, bi) ̸= 0, то получаем βi = 0. Это верно для
любого i ∈ {1, . . . , k}. Линейная независимость векторов
b1, . . . , bk доказана.

Рассмотрим процесс ортогонализации Грама –
Шмидта. Пусть векторы a1, . . . , an — линейно незави-
симы. Мы хотим построить такие векторы e1, . . . , en,
что

(es, ej) = 0 при s ̸= j и
Lin(a1, . . . , ai) = Lin(e1, . . . , ei) для любого i ∈ {1, . . . , n}.
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Проведем индукцию по количеству векторов.
База индукции. Полагаем e1 = a1. Ясно, что

Lin(a1) = Lin(e1).

Предположение индукции. Пусть при 1 ⩽ k < n
построены векторы e1, . . . , ek, которые образуют ортого-
нальное множество и для любого i ∈ {1, . . . , k} выполня-
ется

Lin(e1, . . . , ei) = Lin(a1, . . . , ai).

Шаг индукции. Построим ek+1. Для этого положим

ek+1 = ak+1 − α1e1 − α2e2 − · · · − αkek.

Требуем, чтобы (ek+1, ej) = 0 для всех j ∈ {1, . . . , k}. Име-
ем

0 = (ek+1, ej) = (ak+1−α1e1−· · ·−αjej−· · ·−αkek, ej) =

= (ak+1, ej)−α1(e1, ej)−· · ·−αj(ej, ej)−· · ·−αk(ek, ej) =

= (ak+1, ej)− α1 · 0− · · · − αj(ej, ej)− · · · − αk · 0 =

= (ak+1, ej)− αj(ej, ej).

Отсюда получаем для любого j ∈ {1, . . . , k}

αj =
(ak+1, ej)

(ej, ej)
.

Вектор ak+1 не лежит в Lin(e1, . . . , ek), так как

Lin(e1, . . . , ek) = Lin(a1, . . . , ak)

по предположению индукции, а ak+1 не выражается че-
рез a1, . . . , ak, так как векторы a1, . . . , ak, ak+1 линейно
независимы.

Покажем, что Lin(a1, . . . , ak, ak+1) =
Lin(e1, . . . , ek, ek+1). Пусть
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x ∈ Lin(a1, . . . , ak, ak+1) и
x = γ1a1 + γ2a2 + · · ·+ γkak + γk+1ak+1.

По предположению индукции

γ1a1 + · · ·+ γkak = β1e1 + · · ·+ βkek

для некоторых β1, β2, . . ., βk, а по построению

ak+1 = ek+1 + α1e1 + α2e2 + · · ·+ αkek.

Получаем, что вектор x есть линейная комбинация
векторов e1, e2, . . . , ek, ek+1, и поэтому

Lin(a1, . . . , ak, ak+1) ⊆ Lin(e1, . . . , ek, ek+1).

Покажем обратное включение. Пусть

y ∈ Lin(e1, . . . , ek, ek+1) и
y = β1e1 + · · ·+ βkek + βk+1ek+1.

Рассуждаем аналогично. По предположению индук-
ции

β1e1 + · · ·+ βkek = δ1a1 + · · ·+ δkak

и по построению

ek+1 = ak+1 − α1e1 − α2e2 − · · · − αkek.

Опять по предположению индукции вектор

α1e1 − α2e2 − · · · − αkek

можно представить как линейную комбинацию векторов
a1, . . . , ak. Подставим эти выражения в вектор y и уви-
дим, что y является линейной комбинацией векторов a1,
. . . , ak, ak+1, и поэтому

Lin(e1, . . . , ek, ek+1) ⊆ Lin(a1, . . . , ak, ak+1).

Показано, что Lin(e1, . . . , ek, ek+1) =
Lin(a1, . . . , ak, ak+1). Шаг индукции выполнен. □
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Следствие. В ненулевом конечномерном простран-
стве со скалярным произведением существуют ортонор-
мированные базисы.

Доказательство. Берем любой базис пространства —
это линейно независимое множество. Применяем к нему
процесс ортогонализации Грама – Шмидта, получаем ор-
тогональный базис (e1, e2, . . . , en). Затем нормируем каж-
дый вектор, а именно вычисляем

f1 =
e1

∥e1∥
, f2 =

e2
∥e2∥

, . . . , fn =
en

∥en∥
.

Получено ортонормированное множество векторов

{f1, f2, . . . , fn},

которое является ортонормированным базисом простран-
ства. □

Теорема 37 (об ортонормированных базисах). Пусть
V — пространство со скалярным произведением и (e1, . . . ,
en) — ортонормированный базис пространства V . Тогда

1) для любого вектора v ∈ V выполняется

v = (v, e1)e1 + (v, e2)e2 + · · ·+ (v, en)en;

2) для любых векторов u = β1e1 + · · · + βnen ∈ V и
w = γ1e1 + · · ·+ γnen ∈ V выполняется

(u,w) = β1γ1 + β2γ2 + · · ·+ βnγn.

Доказательство. Докажем первое утверждение тео-
ремы. Пусть

v = α1e1 + · · ·+ αnen ∈ V.
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Тогда

(v, ei) = (α1e1 + · · ·+ αiei + · · ·+ αnen, ei) =

= α1(e1, ei) + · · ·+ αi(ei, ei) + · · ·+ αn(en, ei) =

= α1 · 0 + · · ·+ αi · 1 + · · ·+ αn · 0 = αi,

потому что (ei, ej) = 0 при i ̸= j и (ei, ej) = 1 при i = j.
Доказано, что αi = (v, ei) для любого i ∈ {1, . . . , n}.

Для вычисления скалярного произведения (u,w) вос-
пользуемся линейностью по первому аргументу, полули-
нейностью по второму аргументу и получим

(u,w) = (β1e1 + · · ·+ βnen, γ1e1 + · · ·+ γnen) =

= β1γ1 + · · ·+ βnγn.

□
Отметим, из доказательства теоремы следует, что ес-

ли базис не ортонормированный, то равенство из утвер-
ждения 2) теоремы 37 НЕВЕРНО.

Теорема 38 (о дополнении до ортогонального и ор-
тонормированного базисов). Пусть V — ненулевое конеч-
номерное пространство со скалярным произведением.

1) Любое ортогональное множество ненулевых векто-
ров пространства V можно дополнить до ортогональ-
ного базиса этого пространства.

2) Любое ортонормированное множество векторов
пространства V можно дополнить до ортонормиро-
ванного базиса этого пространства.

Доказательство. Докажем первое утверждение тео-
ремы. Пусть e1, . . . , ek — ортогональное множество нену-
левых векторов. По утверждению 1) теоремы 36 это мно-
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жество является линейно независимым. Применим тео-
рему 6 о дополнении до базиса и дополним наше мно-
жество e1, . . . , ek векторами ek+1, . . . , en до базиса всего
пространства. Получим базис (e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en) про-
странства V . Применим к нему процесс ортогонализации
Грама – Шмидта из утверждения 2) теоремы 36, причем
начать можно с вектора ek+1. Получим ортогональный
базис (f1, . . . , fk, . . . , fn), где f1 = e1, . . . , fk = ek.

Далее, докажем второе утверждение теоремы. Полу-
ченные векторы f1, . . . , fn нужно пронормировать. Для
этого для каждого i ∈ {1, . . . , n} вычислим

vi =
fi

∥fi∥
.

Ортонормированный базис (v1, . . . , vn) пространства V
построен. □

Определение. Пусть V — пространство со скаляр-
ным произведением и A — подмножество в V . Положим

A⊥ = {v ∈ V | (v, a) = 0 для всех a ∈ A} .

Множество A⊥ называется ортогональным дополне-
нием к множеству A.

Теорема 39 (об ортогональном дополнении). Пусть
L — подпространство ненулевого конечномерного про-
странства со скалярным произведением V . Тогда

1) L⊥ является подпространством в V ,

2) V = L⊕ L⊥,

3) (L⊥)⊥ = L.
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Доказательство. Докажем первое утверждение тео-
ремы. Для любых u, v ∈ L⊥, l ∈ L и α ∈ F выполняется

(u+ v, l) = (u, l) + (v, l) = 0 + 0 = 0 и
(αu, l) = α(u, l) = α · 0 = 0,

а поэтому u+ v ∈ L⊥ и αu ∈ L⊥. Доказано, что L⊥ явля-
ется подпространством.

Для доказательства второго утверждения теоремы
выберем в L ортонормированный базис (e1, . . . , es) и до-
полним его векторами f1, . . . , fk до ортонормированного
базиса пространства V . Имеем ортонормированный базис
(e1, . . . , es, f1, . . . , fk) пространства V .

Положим
U = Lin(f1, . . . , fk).

Покажем, что U = L⊥. Отметим, что множества {e1,
. . . , es} и {f1, . . . , fk} ортогональны. Возьмем u ∈ L и
v ∈ U, тогда

u = α1e1 + · · ·+ αses,
v = β1f1 + · · ·+ βkfk и

(v, u) = (Σiβifi,Σjαjej) = Σi,jβiαj(fi, ej) = 0.

Следовательно, v ∈ L⊥, и поэтому U ⊆ L⊥.
Покажем противоположное включение L⊥ ⊆ U . Пусть

x ∈ L⊥ ⊆ V . Тогда

x = γ1e1 + · · ·+ γses + γs+1f1 + · · ·+ γs+kfk.

Рассмотрим скалярное произведение

0 = (x, γ1e1+· · ·+γses) = (γ1e1+· · ·+γses+γs+1f1+· · ·+
+ γs+kfk, γ1e1 + · · ·+ γses) = (γ1e1 + · · ·+ γses, γ1e1 + · · ·+

+ γses) + (γs+1f1 + · · ·+ γs+kfk, γ1e1 + · · ·+ γses) =

= (γ1e1 + · · ·+ γses, γ1e1 + · · ·+ γses) + 0.
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Положительная определенность скалярного произведе-
ния позволяет утверждать, что

γ1e1 + · · ·+ γses = 0.

Следовательно, x = γs+1f1 + · · · + γs+kfk, поэтому x ∈ U
и L⊥ ⊆ U . Таким образом, L⊥ = U и V = L+ L⊥.

Покажем, что эта сумма прямая. Пусть y ∈ L ∩ L⊥,
тогда y ∈ L и y ∈ L⊥, поэтому

y = α1e1 + · · ·+ αses и
y = β1f1 + · · ·+ βkfk.

Следовательно,

(y, y) = (α1e1 + · · ·+ αses, β1f1 + · · ·+ βkfk) = 0,

y = 0, L ∩ L⊥ = {0}. По теореме 15 L+ L⊥ = L⊕ L⊥ .
Докажем теперь третье утверждение теоремы. Для

любых x ∈ L, z ∈ L⊥ имеем (z, x) = 0. Тогда

(x, z) = (z, x) = 0 = 0,

и поэтому x ∈ (L⊥)⊥. Показано, что L ⊆ (L⊥)⊥.
С другой стороны, любой y ∈ (L⊥)⊥ ⊆ V по доказан-

ному утверждению 2) можно записать в виде y = u + v,
где u ∈ L и v ∈ L⊥. Имеем

0 = (y, v) = (u+ v, v) = (u, v) + (v, v) =

= (v, u) + (v, v) = 0 + (v, v).

Получили, что (v, v) = 0, следовательно, v = 0 и y = u ∈
L.

Показано, что (L⊥)⊥ ⊆ L. Равенство (L⊥)⊥ = L дока-
зано. □
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Определения. Пусть A — комплексная квадратная
матрица.

1) Положим A∗ = A
t, где черта сверху над матрицей

означает комплексное сопряжение каждого элемента
матрицы A, а t — символ транспонирования матри-
цы. Матрица A∗ называется эрмитово сопряженной
матрицей с A.

2) Матрица A называется эрмитовой, если

A · A∗ = A∗ · A = E.

3) В частности, если все элементы матрицы A веще-
ственные, то условие эрмитовости запишется в виде

A · At = At · A = E.

Вещественная матрица A, удовлетворяющая условию
эрмитовости, называется ортогональной.

Теорема 40 (о связи ортонормированных базисов с
эрмитовыми матрицами). Пусть V — пространство со
скалярным произведением, (e1, . . . , en) — ортонормиро-
ванный базис пространства V , (f1, . . . , fn) — другой ба-
зис этого пространства и T — матрица перехода от бази-
са (e1, . . . , en) к базису (f1, . . . , fn). Базис (f1, . . . , fn) будет
ортонормированным тогда и только тогда, когда матрица
перехода T будет эрмитовой.

Доказательство. Базис (f1, . . . , fn) будет ортонорми-
рованным тогда и только тогда, когда для любых i, j ∈
{1, . . . , n} выполняется

(fi, fj) =

{
1, если i = j

0, если i ̸= j
.
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Пусть T = (τij). Тогда

(fi, fj) =

(
n∑

k=1

τkiek,
n∑

s=1

τsjes

)
=
∑
k,s

τkiτsj(ek, es) =

=
n∑

k=1

τkiτkj = τ1iτ1j + τ2iτ2j + · · ·+ τniτnj =

= τ1jτ1i + τ2jτ2i + · · ·+ τnjτni.

Получили элемент, который стоит на месте ji в матрице
T ∗ · T . Если T — эрмитова, то T ∗ · T = E, поэтому эрми-
товость матрицы T влечет ортонормированность базиса
(f1, . . . , fn).

Если же базис (f1, . . . , fn) ортонормирован, то этот
элемент

τ1jτ1i + τ2jτ2i + · · ·+ τnjτni

равен 1 при i = j и 0 при i ̸= j. Поэтому произведение
матриц T ∗ · T равно единичной матрице E.

Из теоремы 9 о матрице перехода следует, что мат-
рица T обратима, поэтому можно умножить равенство
T ∗ · T = E справа на матрицу T−1 и получим T ∗ = T−1.
Умножим последнее равенство на матрицу T слева. Те-
перь получим T · T ∗ = E.

Доказано равенство T ∗ · T = T · T ∗ = E. □

4.3 Линейные преобразования пространств
со скалярным произведением

Пусть V — векторное пространство над полем F . На-
помним определение линейного функционала. Линейный
оператор f : V → F называется линейным функциона-
лом. Здесь F рассматривается как одномерное векторное
пространство над собой.
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Теорема 41 (о линейном функционале). Пусть V —
конечномерное пространство со скалярным произведени-
ем над полем F . Тогда

1) для любого фиксированного вектора a ∈ V отоб-
ражение f : V → F , заданное правилом

f(x) = (x, a) для любого x ∈ V,

является линейным функционалом;

2) для любого линейного функционала f : V → F
существует и единственный такой вектор a ∈ V , что

f(x) = (x, a) для любого x ∈ V.

Доказательство. Для доказательства первого утвер-
ждения теоремы проверим линейность отображения f .
Для любых x, y ∈ V имеем

f(x+ y) = (x+ y, a) = (x, a) + (y, a) = f(x) + f(y),

а для α ∈ F выполняется

f(αx) = (αx, a) = α(x, a) = αf(x).

Для доказательства второго утверждения теоремы
построим сначала вектор a. Пусть (e1, . . . , en) — ортонор-
мированный базис в V и

f(e1) = δ1, . . . , f(en) = δn.

Положим
a = δ1e1 + · · ·+ δnen.
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Если x = γ1e1 + · · ·+ γnen, то

f(x) = f(γ1e1 + · · ·+ γnen) =

= γ1f(e1) + · · ·+ γnf(en) =

= γ1δ1 + · · ·+ γnδn,

(x, a) = (γ1e1 + · · ·+ γnen, δ1e1 + · · ·+ δnen) =

= γ1δ1 + · · ·+ γnδn.

Следовательно, f(x) = (x, a). Вектор a построен.
Докажем единственность. Допустим, что существует

такой вектор b ∈ V , что f(x) = (x, b). Имеем

f(x) = (x, a) и f(x) = (x, b).

Поэтому

(x, a) = (x, b) и (x, a)− (x, b) = 0.

Следовательно, (x, a−b) = 0 и вектор a−b ортогонален
всем векторам из пространства V . По теореме 33 вектор
a− b нулевой. Доказано, что a = b. □

Определение. Пусть V — пространство со скаляр-
ным произведением. Линейное преобразование φ∗ : V →
V будем называть сопряженным линейному преобразо-
ванию φ : V → V , если для любых x, y ∈ V выполняется
равенство

(φ(x), y) = (x, φ∗(y)).

Теорема 42 (о корректности определения сопряжен-
ного преобразования). Пусть V — конечномерное про-
странство со скалярным произведением над полем F и
φ : V → V — линейное преобразование пространства V .
Тогда
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1) f(x) = (φ(x), y) — линейный функционал для лю-
бого y ∈ V ,

2) сопряженное преобразование φ∗ существует и
единственно.

Доказательство. Докажем линейность функционала
f . Воспользуемся определением линейности и свойствами
скалярного произведения. Имеем

f(x+ z) = (φ(x+ z), y) = (φ(x) + φ(z), y) =

= (φ(x), y) + (φ(z), y) = f(x) + f(z),

f(αx) = (φ(αx), y) = (αφ(x), y) =

= α(φ(x), y) = αf(x)

для любых x, z, y ∈ V и α ∈ F .
Для доказательства второго утверждения теоремы

применим утверждение 2) теоремы 41 к функционалу
(φ(x), y). Существует и единственный такой вектор a ∈
V , что

(φ(x), y) = (x, a)

для любых x, y ∈ V .
Положим φ∗(y) = a. Возникает отображение φ∗ : V →

V . Покажем, что φ∗ линейное преобразование простран-
ства V .

Итак, имеем (φ(x), y) = (x, φ∗(y)). Для любых y, z ∈
V , с одной стороны,

(φ(x), y + z) = (x, φ∗(y + z)),

а с другой стороны,

(φ(x), y + z) = (φ(x), y) + (φ(x), z) =

= (x, φ∗(y)) + (x, φ∗(z)) = (x, φ∗(y) + φ∗(z)).
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Получили равенство

(x, φ∗(y + z)) = (x, φ∗(y) + φ∗(z)).

Поэтому

(x, φ∗(y + z))− (x, φ∗(y) + φ∗(z)) = 0.

Отсюда получаем

(x, φ∗(y + z)− φ∗(y)− φ∗(z)) = 0

для любого x ∈ V . По теореме 33

φ∗(y + z)− φ∗(y)− φ∗(z) = 0.

Доказано равенство φ∗(y + z) = φ∗(y) + φ∗(z).
Докажем второе свойство линейности — однород-

ность. Для любых y ∈ V и α ∈ F , с одной стороны,

(φ(x), αy) = (x, φ∗(αy)), а с другой стороны,
(φ(x), αy) = α(φ(x), y) = α(x, φ∗(y)) = (x, αφ∗(y)).

Имеем равенство (x, φ∗(αy)) = (x, αφ∗(y)). Далее

(x, φ∗(αy))− (x, αφ∗(y)) = 0 и (x, φ∗(αy)− αφ∗(y)) = 0.

Опять применяем теорему 33, и, следовательно,

φ∗(αy)− αφ∗(y) = 0,

а отсюда уже имеем нужное равенство φ∗(αy) = αφ∗(y).
Линейность отображения φ∗ доказана. □

Теорема 43 (о свойствах сопряженного преобразо-
вания). Пусть V — конечномерное пространство со ска-
лярным произведением над полем F , φ и ψ — линейные
преобразования пространства V , α ∈ F . Тогда
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1) ε∗ = ε, где тождественное линейное преобразова-
ние ε : V → V задано правилом ε(x) = x для x ∈ V ;

2) o∗ = o, где нулевое линейное преобразование o :
V → V задано правилом o(x) = 0 для x ∈ V ;

3) (φ+ ψ)∗ = φ∗ + ψ∗;

4) (αφ)∗ = αφ∗;

5) (φ ◦ ψ)∗ = ψ∗ ◦ φ∗;

6) (φ∗)∗ = φ.

Доказательство. Докажем одно утверждение, напри-
мер, 5). С одной стороны,

((φ ◦ ψ)(x), y) = (x, (φ ◦ ψ)∗(y)),

а с другой стороны,

((φ ◦ ψ)(x), y) = (φ(ψ(x)), y) = (ψ(x), φ∗(y)) =

= (x, ψ∗(φ∗(y))) = (x, (ψ∗ ◦ φ∗)(y)).

Следовательно, (x, (φ ◦ ψ)∗(y)) = (x, (ψ∗ ◦ φ∗)(y)). От-
сюда

(x, (φ ◦ ψ)∗(y))− (x, (ψ∗ ◦ φ∗)(y)) = 0 и
(x, (φ ◦ ψ)∗(y)− (ψ∗ ◦ φ∗)(y)) = 0.

Далее (φ ◦ ψ)∗(y)− (ψ∗ ◦ φ∗)(y) = 0. Окончательно

(φ ◦ ψ)∗(y) = (ψ∗ ◦ φ∗)(y).

Последнее равенство выполняется для любого y ∈ V ,
поэтому (φ ◦ ψ)∗ = ψ∗ ◦ φ∗. Остальные пункты доказыва-
ются аналогично. Докажите их самостоятельно. □
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Теорема 44 (о матрице сопряженного преобразова-
ния). Пусть V — конечномерное пространство со скаляр-
ным произведением, φ — линейное преобразование про-
странства V и E = (e1, . . . , en) — ортонормированный ба-
зис пространства V . Тогда

[φ∗]E = [φ]∗E ,

т. е. матрица сопряженного преобразования эрмитово со-
пряжена с матрицей исходного.

Доказательство. Обозначим матрицу линейного пре-
образования φ в базисе (e1, . . . , en) через (αij), а матрицу
линейного преобразования φ∗ в этом же базисе — через
(βij). Тогда по определению матрицы линейного преобра-
зования имеем

φ(ej) = α1je1 + α2je2 + · · ·+ αnjen

для любого j ∈ {1, . . . , n}. По утверждению 1) теоре-
мы 37 для любого i ∈ {1, . . . , n} выполняется равенство
(φ(ej), ei) = αij.

Аналогично, для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем

φ∗(ei) = β1ie1 + β2ie2 + · · ·+ βnien.

Применим еще раз утверждение 1) теоремы 37 и для лю-
бого i ∈ {1, . . . , n} получим

(φ(ej), ei) = (ej, φ
∗(ei)) = (φ∗(ei), ej) = βji.

Получили αij = βji для любых i, j = 1, . . . , n. Отсюда
следует βji = αij для любых i, j = 1, . . . , n. Следователь-
но, справедливы матричные равенства

(βij) = (αij)t = (αij)
∗.

□
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Определения. Пусть V — конечномерное простран-
ство со скалярным произведением и φ — линейное преоб-
разование пространства V .

1) Преобразование φ называется нормальным, если
оно перестановочно со своим сопряженным, т. е. вы-
полняется равенство

φ ◦ φ∗ = φ∗ ◦ φ.

2) Преобразование φ называется самосопряженным,
если оно совпадает со своим сопряженным, т. е. вы-
полняется равенство

φ = φ∗.

Теорема 45 (о собственных векторах нормального
преобразования). Пусть V — конечномерное простран-
ство со скалярным произведением и φ — нормальное ли-
нейное преобразование пространства V . Тогда

1) если x — собственный вектор преобразования φ с
собственным значением ρ, то x — собственный вектор
преобразования φ∗ с собственным значением ρ;

2) если x — собственный вектор преобразования φ с
собственным значением ρ и y — собственный вектор
преобразования φ с собственным значением µ, причем
ρ ̸= µ, то x и y ортогональны.

Доказательство. Докажем первое утверждение тео-
ремы. Пусть φ(x) = ρx, нужно доказать, что φ∗(x) =
ρx. Рассмотрим произведение линейных преобразований
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(φ− ρε) и (φ− ρε)∗ = φ∗ − ρε.

(φ− ρε) ◦ (φ− ρϵ)∗ = (φ− ρε) ◦ (φ∗ − ρε) =

= φ ◦ φ∗ − ρε ◦ φ∗ − φ ◦ ρε+ ρε ◦ ρε =
= φ∗ ◦ φ− ρφ∗ − ρφ+ ρρε.

В последнем равенстве использована нормальность пре-
образования φ.

Посчитаем произведение этих же линейных преобра-
зований в другом порядке:

(φ− ρε)∗ ◦ (φ− ρε) = (φ∗ − ρε) ◦ (φ− ρε) =

= φ∗ ◦ φ− ρφ− ρφ∗ + ρρε.

Следовательно, преобразование φ−ρε является нормаль-
ным.

Равенство φ(x) = ρx равносильно равенству

(φ− ρε)(x) = 0.

Воспользуемся положительной определенностью ска-
лярного произведения и получим

((φ− ρε)(x), (φ− ρε)(x)) = 0.

Далее, по определению сопряженного преобразования
имеем

(x, (φ− ρε)∗((φ− ρε)(x))) = 0.

Воспользуемся нормальностью преобразования φ−ρε
и получим

(x, (φ− ρε)((φ− ρε)∗(x))) = 0,

а из пункта 6) теоремы 43 о свойствах сопряженного пре-
образования следует

(x, (φ− ρε)∗∗((φ− ρε)∗(x))) = 0.
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Еще раз воспользуемся определением сопряженного
преобразования и положительной определенностью ска-
лярного произведения и получим

((φ− ρε)∗(x), (φ− ρε)∗(x)) = 0 и (φ− ρε)∗(x) = 0.

Из пунктов 3) и 4) теоремы 43 о свойствах сопряжен-
ного преобразования следует (φ∗ − ρε)(x) = 0. Последнее
равенство равносильно φ∗(x) = ρε(x), а отсюда уже сле-
дует нужное нам выражение φ∗(x) = ρx. Получено, что
вектор x является собственным вектором преобразования
φ∗ с собственным значением ρ.

Докажем второе утверждение теоремы. Имеем φ(x) =
ρx, φ(y) = µy и ρ ̸= µ. Тогда

ρ(x, y) = (ρx, y) = (φ(x), y) = (x, φ∗(y)) =

= (x, µy) = µ(x, y).

Получили ρ(x, y) = µ(x, y), поэтому

(ρ− µ)(x, y) = 0.

Вспомним, что ρ ̸= µ, и тогда (x, y) = 0. □

Определение. Пусть φ — линейное преобразование
пространства V со скалярным произведением. Будем го-
ворить, что φ сохраняет скалярное произведение, если
для любых векторов u, v ∈ V выполняется

(u, v) = (φ(u), φ(v)).

Теорема 46 (критерий сохранения скалярного произ-
ведения). Пусть V — конечномерное пространство со ска-
лярным произведением и φ — линейное преобразование
пространства V . Преобразование φ сохраняет скалярное
произведение тогда и только тогда, когда

φ∗ ◦ φ = ε.

106



Доказательство. Для любых u, v ∈ V имеем цепочку
равенств

(u, v) = (φ(u), φ(v)) = (u, φ∗(φ(v))) = (u, (φ∗ ◦ φ)(v)).

Получили (u, v) = (u, (φ∗ ◦ φ)(v)). Отсюда

(u, v)− (u, (φ∗ ◦ φ)(v)) = 0 и
(u, v − (φ∗ ◦ φ)(v)) = 0.

Последнее равенство выполняется для любого u ∈ V , по-
этому по теореме 33

v − (φ∗ ◦ φ)(v) = 0.

Поэтому v = (φ∗ ◦ φ)(v) для любого v ∈ V , и, следова-
тельно, ε = φ∗ ◦ φ. □

Упражнение 5. Доказать, что самосопряженное
преобразование является нормальным.

Упражнение 6. Доказать, что в матрице самосопря-
женного преобразования в ортонормированном базисе на
диагонали стоят вещественные числа.

5 Квадратичные формы

5.1 Понятие квадратичной формы

Рассмотрим два понятия квадратичной формы. Сна-
чала рассмотрим квадратичную форму как функцию.
Далее в качестве поля всегда будет выступать поле ве-
щественных чисел.

Определения. Пусть V — векторное пространство
над полем R.
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1) Отображение Φ : V × V → R называется симмет-
рической билинейной формой на V , если для любых
u, v, w ∈ V и любого α ∈ R выполняются следующие
условия:

• симметричность Φ(u, v) = Φ(v, u),

• линейность по первому аргументу

Φ(u+ v, w) = Φ(u,w) + Φ(v, w) и
Φ(αu, v) = αΦ(u, v).

2) Квадратичной формой Q, ассоциированной с сим-
метрической билинейной формой Φ, называется отоб-
ражение Q : V → R, заданное правилом

Q(v) = Φ(v, v).

3) Если V — конечномерное пространство и E = (e1,
. . . , en) — его базис, то матрицей [Φ]E симметри-
ческой билинейной формы Φ в базисе E называется
матрица

[Φ]E = (Φ(ei, ej))n×n.

Так как Φ(ei, ej) = Φ(ej, ei) для любых i, j ∈
{1, . . . , n}, то матрица [Φ]E будет симметрической.

4) Матрицей [Q]E квадратичной формы Q в базисе
E называется матрица [Φ]E соответствующей симмет-
рической билинейной формы Φ в этом базисе. Итак,

[Q]E = [Φ]E .

Заметим, что понятия симметрической билинейной
формы и квадратичной формы равносильны в следую-
щем смысле. С одной стороны, из определения квадра-
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тичной формы следует, что она определяется симметри-
ческой билинейной формой. С другой стороны, из опреде-
лений симметрической билинейной формы и квадратич-
ной формы следует, что

Q(u+ v) = Φ(u+ v, u+ v) =

= Φ(u, u) + Φ(u, v) + Φ(v, u) + Φ(v, v) =

= Q(u) + 2Φ(u, v) +Q(v),

Q(u− v) = Φ(u− v, u− v) =

= Φ(u, u)− Φ(u, v)− Φ(v, u) + Φ(v, v) =

= Q(u)− 2Φ(u, v) +Q(v).

Поэтому верны равенства

Φ(u, v) = 1
2
(Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)) и

Φ(u, v) = 1
4
(Q(u+ v)−Q(u− v)),

т. е. по значениям квадратичной формы можно найти
значения симметрической билинейной формы.

Кроме того, последние равенства показывают, что
симметрическая билинейная форма и ассоциированная с
ней квадратичная форма одновременно или нулевые, или
ненулевые.

Рассмотрим квадратичную форму как многочлен.

Определение. Квадратичной формой Q(x1, x2, . . . ,
xn) над полем R от неизвестных x1, x2, . . . , xn называется
однородный многочлен вида∑

1⩽i,j⩽n

aijxixj,

где aij = aji ∈ R для любых i, j ∈ {1, . . . , n}.
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После приведения подобных квадратичную форму
Q(x1, x2, . . . , xn) запишем в виде

Q(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

aiix
2
i + 2

∑
1⩽i<j⩽n

aijxixj.

Рассмотрим переход от задания квадратичной формы
многочленом к заданию функцией в случае конечномер-
ного пространства.

Всю информацию о квадратичной формеQ(x1, . . . , xn)
несет симметрическая матрица

A = (aij)n×n.

Пусть E = (e1, . . . , en) — базис векторного простран-
ства V над R. Пусть x = x1e1+ · · ·+xnen и y = y1e1+ · · ·+
ynen — произвольные векторы из V . Определим функцию
Φ : V × V → R по правилу

Φ(x, y) = (x1, . . . , xn)A(y1, . . . , yn)
t.

Отметим, что симметрическая матрица A нам извест-
на. Далее полагаем

Q(x) = Φ(x, x) = (x1, . . . , xn)A(x1, . . . , xn)
t.

Возникает функция Q : V → R.

Упражнение 7. Проверить, что построенная функ-
ция Φ является симметрической билинейной формой.

Рассмотрим переход от задания квадратичной формы
функцией к заданию многочленом в случае конечномер-
ного пространства.
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Пусть задана симметрическая билинейная форма Φ :
V × V → R. Тогда ассоциированная с ней квадратич-
ная форма Q : V → R определяется равенством Q(x) =
Φ(x, x). Выберем в пространстве V базис E = (e1, . . . , en).

Положим [Q]E = (aij)n×n и рассмотрим многочлен∑
1⩽i,j⩽n

aijxixj.

Этот многочлен задает квадратичную форму Q как
многочлен, поэтому полагаем

Q(x1, . . . , xn) =
∑

1⩽i,j⩽n

aijxixj.

Теорема 47 (о матрице квадратичной формы).
Пусть V — векторное пространство над полем R, Q —
квадратичная форма на V ,

E = (e1, . . . , en) и F = (f1, . . . , fn) —

два базиса в V и T = TE→F — матрица перехода от базиса
E к базису F . Тогда

1) Q(x1e1 + · · ·+ xnen) = (x1, . . . , xn)[Q]E(x1, . . . , xn)
t,

2) [Q]F = T t[Q]ET .

Доказательство. Докажем первое утверждение тео-
ремы. Пусть Φ — симметрическая билинейная форма, с
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которой ассоциирована Q. Тогда

Q(x1e1 + · · ·+ xnen) = Φ

(
n∑

i=1

xiei,
n∑

j=1

xjej

)
=

=
n∑

i,j=1

xixjΦ(ei, ej) =

= (x1, . . . , xn) (Φ(ei, ej))n×n (x1, . . . , xn)
t =

= (x1, . . . , xn)[Q]E(x1, . . . , xn)
t.

Докажем второе утверждение теоремы. Пусть T =
(τij)n×n, x =

∑n
i=1 xiei и x =

∑n
i=1 yifi, тогда по теоре-

ме 9
(x1, . . . , xn)

t = T (y1, . . . , yn)
t.

Воспользуемся предыдущим пунктом и получим

Q(y1f1 + · · ·+ ynfn) = Q(x) = Q(x1e1 + · · ·+ xnen) =

= (x1, . . . , xn)[Q]E(x1, . . . , xn)
t =

= (T (y1, . . . , yn)
t)t[Q]ET (y1, . . . , yn)

t =

= (y1, . . . , yn)T
t[Q]ET (y1, . . . , yn)

t.

Таким образом, [Q]F = T t[Q]ET . □

Пример. Как написать матрицу квадратичной фор-
мы? Рассмотрим квадратичную форму

Q(x1, x2, x3) = x21 + x1x3 + 4x2x3

от трех неизвестных x1, x2, x3. Матрица этой квадратич-
ной формы имеет вид

[Q] =

 1 0 1/2
0 0 2
1/2 2 0

 .
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5.2 Классификации квадратичных форм

Определение. Будем говорить, что квадратичная
форма имеет нормальный вид, если ее матрица диаго-
нальна и по диагонали сначала идут 1, потом −1, а затем
0, причем некоторые из этих чисел могут отсутствовать.

Теорема 48 (Лагранж). Всякую квадратичную фор-
му можно привести к нормальному виду.

Доказательство. Если форма нулевая, то все доказа-
но. Поэтому будем считать, что квадратичная форма Q
ненулевая.

Рассмотрим квадратичную форму как многочлен

Q(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

aiix
2
i + 2

n∑
1⩽i<j⩽n

aijxixj.

Случай 1. Предположим, что среди коэффициентов
квадратичной формы Q найдется такой номер i, что aii ̸=
0. Без ограничения общности можем считать, что a11 ̸= 0.
Будем выделять члены, содержащие x1:

Q(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

aiix
2
i + 2

n∑
1⩽i<j⩽n

aijxixj =

= a11

(
x21 + 2x1

(
a12
a11

x2 + · · ·+ a1n
a11

xn

))
+

+ h(x2, x3, . . . , xn),

где через h(x2, x3, . . . , xn) обозначены все члены квадра-
тичной формы Q, не содержащие x1. Для удобства обо-
значим (

a12
a11

x2 + · · ·+ a1n
a11

xn

)
= f(x2, . . . , xn).
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Далее

Q(x1, . . . , xn) = a11(x
2
1 + 2x1f(x2, . . . , xn)+

+ f(x2, . . . , xn)
2)− a11f(x2, . . . , xn)

2+

+ h(x2, x3, . . . , xn) =

= a11 (x1 + f(x2, . . . , xn))
2 + g(x2, x3, . . . , xn),

где

g(x2, x3, . . . , xn) = −a11f(x2, . . . , xn)2 + h(x2, x3, . . . , xn).

Теперь полагаем

y1 = x1 +
a12
a11

x2 + · · ·+ a1n
a11

xn, y2 = x2, . . . , yn = xn.

Выполним замену неизвестных и получим

a11y
2
1 + g(y2, . . . , yn).

Квадратичная форма g(y2, . . . , yn) не содержит y1, по-
лученная форма уже не содержит смешанных произведе-
ний с y1, и можно применять индукцию.

Случай 2. Пусть aii = 0 для любого i = 1, . . . , n. Тогда
форма Q имеет вид

Q(x1, . . . , xn) = 2
∑

1⩽i<j⩽n

aijxixj.

Квадратичная форма Q ненулевая. Поэтому найдутся
такие i, j, что aij ̸= 0. Без ущерба, предположим, что
a12 ̸= 0.

Положим

x1 = y1 + y2, x2 = y1 − y2, x3 = y3, . . . , xn = yn.
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После этой замены получим

Q = 2
∑

1⩽i<j⩽n

aijxixj = 2a12x1x2 + 2
n∑

j=3

a1jx1xj+

+ 2
n∑

j=3

a2jx2xj + f(x3, x4, . . . , xn) =

= 2a12(y
2
1 − y22) + 2

n∑
j=3

a1j(y1 + y2)yj+

+ 2
n∑

j=3

a2j(y1 − y2)yj + f(y3, . . . , yn) =

= 2a12y
2
1 − 2a12y

2
2 + h(y1, y2, . . . , yn),

где через f(x3, x3, . . . , xn) обозначены все члены квадра-
тичной формы Q, не содержащие x1 и x2, а форма h не
содержит y21 и y22.

Теперь имеется квадрат переменной, и можно к полу-
ченной квадратичной форме от переменных y1, y2, . . ., yn
применить случай 1.

Применяя случаи 1 и 2, за конечное число шагов ис-
ходную квадратичную форму Q приведем к виду

α1u
2
1 + · · ·+ αru

2
r,

где r ⩽ n. Матрица [Q] будет иметь диагональный вид.
Если αi > 0, то полагаем zs =

√
αiui, а если αi < 0, то

полагаем zl =
√
−αiui. Номера s, l выбираем так, что-

бы сначала при квадратах стояли единицы, потом минус
единицы и последними шли нули. Получим нормальный
вид

z21 + · · ·+ z2k − z2k+1 − . . .− z2r

квадратичной формы Q. □
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Определение. Рангом квадратичной формы назы-
вается ранг ее матрицы.

Теорема 49 (закон инерции квадратичных форм).
Справедливы следующие утверждения.

1) Ранг квадратичной формы определен корректно,
т. е. не зависит от того, в каком базисе записывается
матрица квадратичной формы.

2) Если квадратичная форма Q приведена двумя спо-
собами к нормальному виду

Q(u1, . . . , un) = u21 + · · ·+ u2s − u2s+1 − · · · − u2r и
Q(v1, . . . , vn) = v21 + · · ·+ v2t − v2t+1 − · · · − v2p,

то
s = t, r − s = p− t и r = p.

Доказательство. Докажем первое утверждение тео-
ремы. Пусть A и B — матрицы одной квадратичной фор-
мы в разных базисах. Тогда по теореме 47

A = T tBT

для некоторой матрицы перехода T . По определению мат-
рицы T ее столбцы линейно независимы, и поэтому ранг
матрицы T равен размерности пространства. Воспользу-
емся теоремой 18 о ранге произведения двух матриц: ранг
произведения двух матриц не превосходит рангов сомно-
жителей. Поэтому имеем

r(A) = r(T tBT ) ⩽ r(B).

С другой стороны, выразим из равенства A = T tBT
матрицу B, опять применим теорему 18 и получим

r(B) = r((T t)−1AT−1) ⩽ r(A).
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Из неравенств r(A) ⩽ r(B) и r(B) ⩽ r(A) следует ра-
венство r(A) = r(B).

Докажем второе утверждение теоремы. Так как r и
p — ранги матриц одной квадратичной формы, то равен-
ство r = p следует из пункта 1. Докажем, что t = s.
Предположим противное, пусть t ̸= s и для определенно-
сти t < s. Выберем в пространстве два базиса (e1, . . . , en)
и (f1, . . . , fn). Пусть

x = u1e1 + · · ·+ unen и x = v1f1 + · · ·+ vnfn.

Рассмотрим два подпространства

L1 = Lin(e1, . . . , es) и L2 = Lin(ft+1, . . . , fn).

Так как dim(L1 + L2) ⩽ n и

dim(L1 ∩ L2) = dim(L1) + dim(L2)− dim(L1 + L2) =

= s+ (n− t)− dim(L1 +L2) ⩾ s+ n− t− n = s− t > 0,

то существует такой ненулевой вектор v ∈ L1 ∩ L2, что

v = α1e1 + · · ·+ αses = βt+1ft+1 + · · ·+ βnfn.

Поэтому

Q(v) = Q(α1e1 + · · ·+ αses) = α2
1 + . . . α2

s > 0,

Q(v) = Q(βt+1ft+1 + · · ·+ βnfn) =

= −β2
t+1 − · · · − β2

r ⩽ 0.

Отметим, что последнее неравенство нестрогое, так
как возможно r < n, β2

t+1 = · · · = β2
r = 0.

Полученное противоречие устраняется только в слу-
чае s = t. □
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Теорема 50 (линейная классификация квадратич-
ных форм). Пусть Q — квадратичная форма на вектор-
ном пространстве V . Тогда существует и только один нор-
мальный вид для Q. Иными словами, существуют такие
базис E пространства V и единственные неотрицательные
целые числа s и r, что

[Q]E =


Es 0 . . . 0
0 −Er−s . . . 0
0 0 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 0

 .

Доказательство. Существование следует из алгорит-
ма Лагранжа, а единственность из закона инерции. □

Определение. Квадратичная форма Q : V → R на-
зывается положительно определенной, если Q(v) ⩾ 0 для
любого v ∈ V и Q(v) = 0 тогда и только тогда, когда
v = 0.

Теорема 51 (критерий положительной определенно-
сти квадратичной формы). Пусть V — векторное про-
странство размерности n. Квадратичная форма Q : V →
R является положительно определенной тогда и только
тогда, когда существует такой базис E пространства V ,
что

[Q]E = En.

Доказательство. Предположим сначала, что квадра-
тичная форма Q является положительно определенной.
Методом Лагранжа приводим Q к нормальному виду с
матрицей [Q]E , которая будет состоять из 1, −1 и 0. Пусть
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−1 или 0 стоят на месте (i, i). Тогда

Q(ei) = Φ(ei, ei) =

{
−1,

0.

Это противоречит положительной определенности
квадратичной формы Q. Доказано, что в матрице [Q]E
на диагонали стоят только единицы, т. е. [Q]E = En.

Пусть теперь матрица квадратичной формы Q в неко-
тором базисе E = (e1, . . . , en) — единичная, т. е. [Q]E = En.
Тогда для любого x = x1e1 + · · ·+ xnen имеем

Q(x1, . . . , xn) = x21 + · · ·+ x2n ⩾ 0

и Q(x1, . . . , xn) = 0 тогда и только тогда, когда

x1 = · · · = xn = 0.

□

Определение. Определители

∆1 = a11, ∆2 = det

(
a11 a12
a21 a22

)
, . . . ,∆n = det(A)

называются главными угловыми минорами матрицы

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 .

Теорема 52 (критерий Сильвестра). Квадратичная
форма на конечномерном пространстве является поло-
жительно определенной тогда и только тогда, когда все
главные угловые миноры любой ее матрицы положитель-
ны.
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Доказательство. Индукция по размерности про-
странства n.

Пусть n = 1. Тогда квадратичная форма Q имеет вид
a11x

2
1 и утверждение теоремы справедливо.

Пусть утверждение теоремы справедливо для всех
квадратичных форм от n− 1 переменных.

Докажем, что утверждение теоремы справедливо для
квадратичных форм от n переменных. Обозначим через
A матрицу квадратичной формы Q(x1, . . . , xn).

Предположим сначала, что квадратичная форма
Q(x1, . . . , xn) положительно определена. Рассмотрим
квадратичную форму Q(x1, . . . , xn−1), которая получает-
ся изQ(x1, . . . , xn) удалением членов, содержащих xn. То-
гда для Q(x1, . . . , xn) по предположению индукции имеем

∆1 > 0,∆2 > 0, . . . ,∆n−1 > 0,

и достаточно показать, что det(A) = ∆n > 0. Действи-
тельно, по предыдущей теореме матрица положительно
определенной квадратичной формы в некотором базисе
будет единичной, поэтому En = T tAT для некоторой мат-
рицы T . Отсюда

1 = det(T tAT ) = (det(T ))2 · det(A),

и получаем, что det(A) > 0.
Теперь предположим

∆1 > 0,∆2 > 0, . . . ,∆n = det(A) > 0

для квадратичной формы Q(x1, . . . , xn) с матрицей A. То-
гда по предположению индукции Q(x1, . . . , xn−1) являет-
ся положительно определенной и по предыдущей теореме
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имеет в некотором базисе единичную матрицу En−1. Сле-
довательно,

Q(x1, . . . , xn) = Q(y1, . . . , yn) = y21 + · · ·+ y2n−1+

+ 2
n−1∑
i=1

binyiyn + bny
2
n =

n−1∑
i=1

(yi + binyn)
2−

−
n−1∑
i=1

(binyn)
2 + bny

2
n =

n−1∑
i=1

z2i + γz2n,

где zi = yi + binyn для i = 1, . . . , n− 1, zn = yn и

γ = −
n−1∑
i=1

b2in + bn.

Для матрицы A квадратичной формы Q по теореме 47
справедливо равенство

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 γ

 = StAS,

где S является некоторой невырожденной матрицей. От-
сюда находим

γ = det(StAS) = (det(S))2 · det(A) > 0

и получаем, что γ > 0. Таким образом, квадратичная
форма Q приводится к сумме квадратов

Q = u21 + · · ·+ u2n,

где ui = zi для i = 1, . . . , n− 1 и un =
√
γzn.

Применяем предыдущую теорему и получаем, что
квадратичная форма Q положительно определена.

□
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6 Практикум

6.1 Линейная независимость

Задача 1. Выяснить, являются ли векторы

v1 = (4,−5, 2, 6), v2 = (2,−2, 1, 3), v3 = (6,−3, 3, 9),
v4 = (4,−1, 5, 6)

линейно зависимыми.

Решение. Для того чтобы определить, является ли
данный набор векторов линейно зависимым или нет, на-
до найти при каких коэффициентах линейная комбина-
ция этих векторов совпадает с нулевым вектором. По-
этому составим линейную комбинацию данных векторов
v1, v2, v3 и v4 с коэффициентами α1, α2, α3 и α4 соответ-
ственно и приравняем ее к нулевому вектору

α1v1 + α2v2 + α3v3 + α4v4 = 0.

Теперь надо решить это уравнение, где в качестве
неизвестных выступают коэффициенты α1, α2, α3, α4. Ес-
ли оно имеет единственное решение (нулевое решение
есть всегда), то векторы линейно независимы. Если у
уравнения есть ненулевое решение, то векторы линейно
зависимы.

Подставим числовые значения данных векторов v1, v2,
v3, v4 в уравнение, получим

α1(4,−5, 2, 6) + α2(2,−2, 1, 3) + α3(6,−3, 3, 9)+

+ α4(4,−1, 5, 6) = (0, 0, 0, 0).

Умножим каждый из векторов на свой коэффициент
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и сложим все векторы в левой части равенства, получим

(4α1 + 2α2 + 6α3 + 4α4,−5α1 − 2α2 − 3α3 − α4,

2α1 + α2 + 3α3 + 5α4, 6α1 + 3α2 + 9α3 + 6α4) =

= (0, 0, 0, 0).

Два вектора равны, если равны их соответствующие
компоненты. Следовательно, полученное равенство век-
торов равносильно системе линейных однородных урав-
нений 

4α1 + 2α2 + 6α3 + 4α4 = 0,

−5α1 − 2α2 − 3α3 − α4 = 0,

2α1 + α2 + 3α3 + 5α4 = 0,

6α1 + 3α2 + 9α3 + 6α4 = 0.

Найдем решение этой системы, используя метод Гаус-
са. Матрица коэффициентов имеет вид

4 2 6 4
−5 −2 −3 −1
2 1 3 5
6 3 9 6

 .

Заметим, что столбцами матрицы коэффициентов яв-
ляются данные четыре вектора. Мы не пишем столбец
свободных членов, так как он нулевой и при элементар-
ных преобразованиях строк не меняется. Приведем мат-
рицу к ступенчатому виду, выполнив элементарные пре-
образования ее строк.

4 2 6 4
−5 −2 −3 −1
2 1 3 5
6 3 9 6


(1) 7→ (1)− 2(3)
(2) 7→ (2) + 2(3)
(4) 7→ (4)− 3(3)

−−−−−−−−−−→
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−→


0 0 0 1

−1 0 3 9
2 1 3 5
0 0 0 −9


(2) 7→ −1(2)
(1) ↔ (2)
(2) ↔ (3)

−−−−−−−−→

−→


1 0 −3 −9
2 1 3 5
0 0 0 1
0 0 0 −9


(2) 7→ (2)− 2(1)
(4) 7→ (4) + 9(3)

−−−−−−−−−−→

−→


1 0 −3 −9
0 1 9 23
0 0 0 1
0 0 0 0

 −→

 1 0 −3 −9
0 1 9 23
0 0 0 1


Полученная матрица состоит из трех строк и четы-

рех столбцов, поэтому наша система линейных уравнений
имеет ненулевое решение. Следовательно, данные векто-
ры v1, v2, v3 и v4 линейно зависимы.

Ответ. Векторы v1, v2, v3, v4 линейно зависимы.

□

Задача 2. Выделить максимальную линейно незави-
симую подсистему системы векторов

v1 = (1,−1, 2, 0), v2 = (2, 3,−4, 2), v3 = (3, 2,−2, 2),
v4 = (1, 4,−6, 2), v5 = (4, 1, 0, 2).

Решение. Сначала выясним, является ли данная си-
стема векторов v1, v2, v3, v4, v5 линейно зависимой или нет.
Для этого, как и при решении предыдущей задачи, соста-
вим линейную комбинацию этих векторов с неопределен-
ными коэффициентами α1, α2, α3, α4, α5 и приравняем ее
к нулевому вектору

α1v1 + α2v2 + α3v3 + α4v4 + α5v5 = 0.
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Далее, как и раньше, подставим числовые значения
данных векторов, получим

α1(1,−1, 2, 0) + α2(2, 3,−4, 2) + α3(3, 2,−2, 2)+

+ α4(1, 4,−6, 2) + α5(4, 1, 0, 2) = (0, 0, 0, 0).

Это равенство эквивалентно системе линейных урав-
нений 

α1 + 2α2 + 3α3 + α4 + 4α5 = 0,

−α1 + 3α2 + 2α3 + 4α4 + α5 = 0,

2α1 − 4α2 − 2α3 − 6α4 = 0,

2α2 + 2α3 + 2α4 + 2α5 = 0.

Снова, если эта система линейных однородных урав-
нений имеет единственное решение, то векторы v1, v2,
v3, v4, v5 линейно независимы. Если решений бесконечно
много, то векторы линейно зависимы. Решим полученную
систему уравнений методом Гаусса.

1 2 3 1 4
−1 3 2 4 1
2 −4 −2 −6 0
0 2 2 2 2


(2) 7→ (2) + (1)
(3) 7→ (3)− 2(1)

−−−−−−−−−−→

−→


1 2 3 1 4
0 5 5 5 5
0 −8 −8 −8 −8
0 2 2 2 2

 −→

−→
(

1 2 3 1 4
0 1 1 1 1

)
(1) 7→ (1)− 2(2)

−−−−−−−−−−→

−→
(

1 0 1 −1 2
0 1 1 1 1

)
Переменные α3, α4, α5 являются свободными, поэто-

му система имеет ненулевое решение и поэтому векторы
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v1, v2, v3, v4, v5 линейно зависимы. Получается, что макси-
мальной линейно независимой подсистемой данных век-
торов является некоторое их подмножество. Найдем его.
Для этого надо определить, какие из данных векторов
можно выразить через оставшиеся.

Из последней матрицы восстановим систему линей-
ных уравнений{

α1 + α3 − α4 + 2α5 = 0,

α2 + α3 + α4 + α5 = 0.

Выпишем общее решение этой системы{
α1 = −α3 + α4 − 2α5,

α2 = −α3 − α4 − α5.

Положим α3 = 1, α4 = α5 = 0 и получим частное ре-
шение (−1,−1, 1, 0, 0). Следовательно, имеет место равен-
ство

−v1 − v2 + v3 = 0.

Вектор v3 линейно выражается через векторы v1 и
v2, и его можно отбросить. Получим систему векторов
v1, v2, v4, v5. И далее надо опять выяснить, являются ли
векторы этой системы линейно независимыми или нет.

Снова составим линейную комбинацию этих четырех
векторов v1, v2, v4, v5 с неопределенными коэффициента-
ми β1, β2, β3, β4 соответственно и приравняем ее к нулево-
му вектору. Получим

(β1 + 2β2 + β3 + 4β4,−β1 + 3β2 + 4β3 + β4,

2β1 − 4β2 − 6β3, 2β2 + 2β3 + 2β4) = (0, 0, 0, 0).
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Это равенство эквивалентно системе
β1 + 2β2 + β3 + 4β4 = 0,

−β1 + 3β2 + 4β3 + β4 = 0,

2β1 − 4β2 − 6β3 = 0,

2β2 + 2β3 + 2β4 = 0.

Для решения системы методом Гаусса повторим пре-
образования матрицы коэффициентов, которые мы дела-
ли в предыдущем случае.

1 2 1 4
−1 3 4 1
2 −4 −6 0
0 2 2 2


(2) 7→ (2) + (1)
(3) 7→ (3)− 2(1)

−−−−−−−−−−→

−→


1 2 1 4
0 5 5 5
0 −8 −8 −8
0 2 2 2

 −→

−→
(

1 2 1 4
0 1 1 1

)
(1) 7→ (1)− 2(2)

−−−−−−−−−−→
(

1 0 −1 2
0 1 1 1

)
Неизвестные β3, β4 являются свободными, следова-

тельно, система линейных уравнений имеет бесконечно
много решений. Поэтому векторы v1, v2, v4, v5 тоже линей-
но зависимы. Восстановим из последней матрицы систему
уравнений {

β1 − β3 + 2β4 = 0,

β2 + β3 + β4 = 0.

Упорядоченная четверка чисел (1,−1, 1, 0) является ее
решением. Итак, справедливо равенство

v1 − v2 + v4 = 0.
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Вектор v4 линейно выражается через векторы v1 и v2,
следовательно, его можно отбросить. Останутся векто-
ры v1, v2, v5. И опять выясним, являются ли они линейно
независимыми.

Снова составим линейную комбинацию оставшихся
трех векторов v1, v2, v5 с неопределенными коэффициен-
тами γ1, γ2, γ3 соответственно и приравняем ее к нулевому
вектору. Получим

(γ1+2γ2+4γ3,−γ1+3γ2+γ3, 2γ1−4γ2, 2γ2+2γ3) = (0, 0, 0, 0).

Это равенство эквивалентно системе линейных одно-
родных уравнений

γ1 + 2γ2 + 4γ3 = 0,

−γ1 + 3γ2 + γ3 = 0,

2γ1 − 4γ2 = 0,

2γ2 + 2γ3 = 0.

Снова повторим преобразования матрицы коэффици-
ентов, которые делали в предыдущих случаях.

1 2 4
−1 3 1
2 −4 0
0 2 2


(2) 7→ (2) + (1)
(3) 7→ (3)− 2(1)

−−−−−−−−−−→

−→


1 2 4
0 5 5
0 −8 −8
0 2 2

 −→
(

1 2 4
0 1 1

)
(1) 7→ (1)− 2(2)

−−−−−−−−−−→

−→
(

1 0 2
0 1 1

)
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Неизвестная γ3 является свободной, следовательно,
система линейных уравнений имеет бесконечно много ре-
шений и поэтому векторы v1, v2, v5 опять оказываются ли-
нейно зависимы. От матрицы коэффициентов перейдем к
системе {

γ1 + 2γ3 = 0,

γ2 + γ3 = 0.

Частным решением этой системы является тройка
(−2, −1, 1). Тогда справедливо равенство

−2v1 − v2 + v5 = 0.

Вектор v5 линейно выражается через векторы v1 и v2,
и поэтому его можно отбросить.

Остались векторы v1, v2. Опять выясним, являются ли
они линейно независимыми. Составим линейную комби-
нацию этих двух векторов с неопределенными коэффи-
циентами ζ1, ζ2 и приравняем ее к нулю. Получим

(ζ1 + 2ζ2,−ζ1 + 3ζ2, 2ζ1 − 4ζ2, 2ζ2) = (0, 0, 0, 0).

Это равенство эквивалентно следующей системе ли-
нейных однородных уравнений:

ζ1 + 2ζ2 = 0,

−ζ1 + 3ζ2 = 0,

2ζ1 − 4ζ2 = 0,

2ζ2 = 0.

Опять решим методом Гаусса с помощью тех же са-
мых, что и в прошлых случаях, преобразований.

1 2
−1 3
2 −4
0 2


(2) 7→ (2) + (1)
(3) 7→ (3)− 2(1)

−−−−−−−−−−→
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−→


1 2
0 5
0 −8
0 2


(2) 7→ (2)− 2(4)
(3) 7→ (3) + 4(4)

−−−−−−−−−−→
(

1 2
0 1

)

Обе неизвестные ζ1, ζ2 являются главными, и следова-
тельно, система уравнений имеет только нулевое решение
(0, 0). Поэтому векторы v1, v2 линейно независимы. Они
и образуют максимальную линейно независимую подси-
стему исходной системы векторов v1, v2, v3, v4, v5.

Ответ. v1, v2.

□

Задача 3. Дополнить до базиса пространства R4 си-
стему векторов

v1 = (2, 1,−4, 3), v2 = (1, 0, 3,−2).

Решение. Векторы v1, v2 линейно независимы, так как
v1 ̸= αv2 ни для какого α ∈ R. Присоединим к векторам
v1, v2 векторы

e1 = (1, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, 1, 0),
e4 = (0, 0, 0, 1),

которые образуют стандартный базис пространства R4.
Система векторов v1, v2, e1, e2, e3, e4 является полной в

R4, так как содержит базис этого пространства. Найдем в
ней максимальную линейно независимую подсистему, со-
держащую векторы v1 и v2. Для этого выполним ровно те
же самые действия, что и при решении предыдущей зада-
чи, однако постараемся повторять их как можно меньше.

Линейную комбинацию векторов v1, v2, e1, e2, e3, e4
приравняем к нулевому вектору:

α1v1 + α2v2 + α3e1 + α4e2 + α5e3 + α6e4 = 0.
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Далее выполним действия с векторами и получим

(2α1 + α2 + α3, α1 + α4,−4α1 + 3α2 + α5,

3α1 − 2α2 + α6) = (0, 0, 0, 0).

Это векторное равенство эквивалентно системе линей-
ных однородных уравнений

2α1 + α2 + α3 = 0,

α1 + α4 = 0,

−4α1 + 3α2 + α5 = 0,

3α1 − 2α2 + α6 = 0.

Решим ее методом Гаусса и найдем количество реше-
ний этой системы.

2 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0

−4 3 0 0 1 0
3 −2 0 0 0 1


(1) 7→ (1)− 2(2)
(3) 7→ (3) + 4(2)
(4) 7→ (4)− 3(2)

−−−−−−−−−−→

−→


0 1 1 −2 0 0
1 0 0 1 0 0
0 3 0 4 1 0
0 −2 0 −3 0 1

 (1) ↔ (2)
−−−−−−→

−→


1 0 0 1 0 0
0 1 1 −2 0 0
0 3 0 4 1 0
0 −2 0 −3 0 1


(3) 7→ (3)− 3(2)
(4) 7→ (4) + 2(2)

−−−−−−−−−−→

−→


1 0 0 1 0 0
0 1 1 −2 0 0
0 0 −3 10 1 0
0 0 2 −7 0 1

 (3) 7→ (3) + (4)
−−−−−−−−−−→
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−→


1 0 0 1 0 0
0 1 1 −2 0 0
0 0 −1 3 1 1
0 0 2 −7 0 1

 (4) 7→ (4) + 2(3)
−−−−−−−−−−→

−→


1 0 0 1 0 0
0 1 1 −2 0 0
0 0 −1 3 1 1
0 0 0 −1 2 3


(3) 7→ −1 · (3)
(4) 7→ −1 · (4)

−−−−−−−−−→

−→


1 0 0 1 0 0
0 1 1 −2 0 0
0 0 1 −3 −1 −1
0 0 0 1 −2 −3


(3) 7→ (3) + 3(4)
(2) 7→ (2) + 2(4)
(1) 7→ (1)− (4)

−−−−−−−−−−→

−→


1 0 0 0 2 3
0 1 1 0 −4 −6
0 0 1 0 −7 −10
0 0 0 1 −2 −3

 (2) 7→ (2)− (3)
−−−−−−−−−−→

−→


1 0 0 0 2 3
0 1 0 0 3 4
0 0 1 0 −7 −10
0 0 0 1 −2 −3


Неизвестные α5 и α6 являются свободными, следо-

вательно, система имеет ненулевое решение, а векторы
v1, v2, e1, e2, e3, e4 линейно зависимы. Выразим векторы e3,
e4 через остальные векторы. Для этого используем общее
решение системы

α1 = −2α5 − 3α6,

α2 = −3α5 − 4α6,

α3 = 7α5 + 10α6,

α4 = 2α5 + 3α6.
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Положим α5 = 1, α6 = 0 и получим частное решение
(−2,−3, 7, 2, 1, 0). Положим α5 = 0, α6 = 1 и получим дру-
гое частное решение (−3,−4, 10, 3, 0, 1). Подставим най-
денные решения в равенство

α1v1 + α2v2 + α3e1 + α4e2α1 + α5e3 + α6e4 = 0

и получим

−2v1 − 3v2 + 7e1 + 2e2 + e3 = 0,
−3v1 − 4v2 + 10e1 + 3e2 + e4 = 0.

Векторы e3 и e4 выражаются через векторы v1, v2, e1
и e2, поэтому по теореме 4 об очистке система векторов
v1, v2, e1, e2 является полной в R4. Проверим, что эти век-
торы линейно независимы.

Снова составим линейную комбинацию векторов
v1, v2, e1, e2 с неопределенными коэффициентами
β1, β2, β3, β4 соответственно и приравняем ее к нулевому
вектору:

(2β1 + β2 + β3, β1 + β4,−4β1 + 3β2, 3β1 − 2β2) = (0, 0, 0, 0).

Запишем соответствующую систему линейных одно-
родных уравнений:

2β1 + β2 + β3 = 0,

β1 + β4 = 0,

−4β1 + 3β2 = 0,

3β1 − 2β2 = 0.

Решим ее методом Гаусса, повторив преобразования,
которые совершали в предыдущем случае.
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
2 1 1 0
1 0 0 1

−4 3 0 0
3 −2 0 0


(1) 7→ (1)− 2(2)
(3) 7→ (3) + 4(2)
(4) 7→ (4)− 3(2)

−−−−−−−−−−→

−→


0 1 1 −2
1 0 0 1
0 3 0 4
0 −2 0 −3

 (1) ↔ (2)
−−−−−−→

−→


1 0 0 1
0 1 1 −2
0 3 0 4
0 −2 0 −3


(3) 7→ (3)− 3(2)
(4) 7→ (4) + 2(2)

−−−−−−−−−−→

−→


1 0 0 1
0 1 1 −2
0 0 −3 10
0 0 2 −7

 (3) 7→ (3) + (4)
−−−−−−−−−−→

−→


1 0 0 1
0 1 1 −2
0 0 −1 3
0 0 2 −7

 (4) 7→ (4) + 2(3)
−−−−−−−−−−→

−→


1 0 0 1
0 1 1 −2
0 0 −1 3
0 0 0 −1


Получается, что система линейных уравнений имеет

единственное, а именно нулевое решение. Следовательно,
векторы v1, v2, e1, e2 линейно независимы. Поэтому допол-
нением системы векторов v1, v2 до базиса пространства R4

являются два вектора e1 и e2.

Ответ. Базисом являются векторы
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v1 = (2, 1,−4, 3), v2 = (1, 0, 3,−2), e1 = (1, 0, 0, 0),
e2 = (0, 1, 0, 0).

□

Задача 4. Доказать, что векторы

(2, 1, 2), (3,−1, 4), (2, 4, 1)

являются базисом пространства R3 и найти координаты
вектора x = (8,−4, 4) в этом базисе.

Решение. Вспомним, что три линейно независимых
вектора в трехмерном пространстве образуют базис это-
го пространства (см. следствие 2 к теореме 8 о размер-
ности). Поэтому для доказательства того, что векторы
(2, 1, 2), (3,−1, 4), (2, 4, 1) образуют базис в R3, достаточ-
но проверить их линейную независимость. Запишем ли-
нейную комбинацию

α1(2, 1, 2) + α2(3,−1, 4) + α3(2, 4, 1),

приравняем ее к нулевому вектору и получим

(2α1 + 3α2 + 2α3, α1 − α2 + 4α3, 2α1 + 4α2 + α3) = (0, 0, 0).

Запишем систему линейных однородных уравнений,
соответствующую этому равенству

2α1 + 3α2 + 2α3 = 0,

α1 − α2 + 4α3 = 0,

2α1 + 4α2 + α3 = 0.

Число уравнений в системе совпадает с числом неиз-
вестных, поэтому по теореме Крамера ненулевой опреде-
литель матрицы коэффициентов влечет единственность
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решения. Отсюда будет следовать линейная независи-
мость данных векторов. Вычислим определитель матри-
цы коэффициентов.

∣∣∣∣∣∣
2 3 2
1 −1 4
2 4 1

∣∣∣∣∣∣ = −2 + 8 + 24 + 4− 32− 3 = −1 ̸= 0.

Следовательно, данные векторы образуют базис про-
странства R3.

Теперь найдем координаты вектора x = (8,−4, 4) в ба-
зисе (2, 1, 2), (3,−1, 4), (2, 4, 1). Согласно определению, ко-
ординатами вектора x является тройка чисел (α1, α2, α3),
удовлетворяющая равенству

α1(2, 1, 2) + α2(3,−1, 4) + α3(2, 4, 1) = (8,−4, 4).

Запишем систему линейных уравнений, соответству-
ющую этому равенству

2α1 + 3α2 + 2α3 = 8,

α1 − α2 + 4α3 = −4,

2α1 + 4α2 + α3 = 4.

Решим систему методом Гаусса. 2 3 2 8
1 −1 4 −4
2 4 1 4


(1) 7→ (1)− 2(2)
(3) 7→ (3)− 2(2)
(1) 7→ (1) ↔ (2)

−−−−−−−−−−→

−→

 1 −1 4 −4
0 5 −6 16
0 6 −7 12

 (3) 7→ (3)− (2)
−−−−−−−−−−→
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−→

 1 −1 4 −4
0 5 −6 16
0 1 −1 −4

 (2) 7→ (2)− 5(3)
−−−−−−−−−−→

−→

 1 −1 4 −4
0 0 −1 36
0 1 −1 −4

 (2) 7→ −1 · (2)
(2) ↔ (3)

−−−−−−−−−→

−→

 1 −1 4 −4
0 1 −1 −4
0 0 1 −36

 (1) 7→ (1)− 4(3)
(2) 7→ (2) + (3)

−−−−−−−−−−→

−→

 1 −1 0 140
0 1 0 −40
0 0 1 −36

 (1) 7→ (1) + (2)
−−−−−−−−−−→

−→

 1 0 0 100
0 1 0 −40
0 0 1 −36


Таким образом, координатами вектора x является

упорядоченная тройка чисел (100,−40,−36).

Ответ. x = (100,−40,−36) в базисе (2, 1, 2), (3,−1, 4),
(2, 4, 1).

□

Задача 5. Доказать, что каждая из систем векторов

e1 = (2, 1, 2), e2 = (3,−1, 4), e3 = (2, 4, 1) и
f1 = (−1, 0, 1), f2 = (2, 1, 0), f3 = (1, 2,−1)

является базисом пространства R3 и найти матрицу пе-
рехода от базиса (e1, e2, e3) к базису (f1, f2, f3).

Решение. Сначала покажем, что векторы e1, e2, e3 и
f1, f2, f3 являются базисами. Количество векторов в каж-
дой системе совпадает с размерностью пространства R3,
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поэтому достаточно проверить их линейную независи-
мость. Для этого можно вычислить определители мат-
риц, составленных из векторов каждой системы. Если
определитель не равен 0, то соответствующие векторы
линейно независимы.

Составим определитель из координат векторов
e1, e2, e3. Имеем∣∣∣∣∣∣

2 1 2
3 −1 4
2 4 1

∣∣∣∣∣∣ = −2 + 24 + 8 + 4− 32− 3 = −1 ̸= 0,

следовательно, векторы e1, e2, e3 образуют базис про-
странства R3. Аналогично составим определитель из ко-
ординат векторов f1, f2, f3 и получим∣∣∣∣∣∣

−1 0 1
2 1 0
1 2 −1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + 4− 1 = 4 ̸= 0,

следовательно, векторы f1, f2, f3 тоже образуют базис
пространства R3.

Теперь найдем матрицу перехода T от базиса
(e1, e2, e3) к базису (f1, f2, f3). Для этого надо вычислить
координаты каждого вектора fi, i = 1, 2, 3, в базисе
e1, e2, e3, т. е. найти коэффициенты, с помощью которых
векторы fi, i = 1, 2, 3, выражаются в виде линейных ком-
бинаций векторов e1, e2, e3.

Для вектора f1 найдем такие числа α1, α2, α3, что вы-
полняется равенство

(−1, 0, 1) = α1(2, 1, 2) + α2(3,−1, 4) + α3(2, 4, 1).
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Это равенство эквивалентно системе трех уравнений
2α1 + 3α2 + 2α3 = −1,

α1 − α2 + 4α3 = 0,

2α1 + 4α2 + α3 = 1.

В матричной записи эта система имеет вид 2 3 2 −1
1 −1 4 0
2 4 1 1

 .

Для второго вектора f2 найдем такие β1, β2, β3, что
выполняется равенство

(2, 1, 0) = β1(2, 1, 2) + β2(3,−1, 4) + β3(2, 4, 1).

Это равенство эквивалентно системе трех уравнений,
которая в матричной записи имеет вид 2 3 2 2

1 −1 4 1
2 4 1 0

 .

Аналогично, для третьего вектора f3 найдем такие
γ1, γ2, γ3, что выполняется равенство

(1, 2,−1) = γ1(2, 1, 2) + γ2(3,−1, 4) + γ3(2, 4, 1).

Это равенство эквивалентно системе, которая в мат-
ричной записи имеет вид 2 3 2 1

1 −1 4 2
2 4 1 −1

 .
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Заметим теперь, что для нахождения αi, βi, γi, i =
1, 2, 3, нам необходимо решить три системы, которые име-
ют одинаковую матрицу коэффициентов и отличаются
столбцами свободных членов. Поэтому можно решать од-
ну систему с тремя столбцами свободных членов 2 3 2 −1 2 1

1 −1 4 0 1 2
2 4 1 1 0 −1

 .

Решим полученную систему методом Гаусса: 2 3 2 −1 2 1
1 −1 4 0 1 2
2 4 1 1 0 −1


(1) 7→ (1)− 2(2)
(3) 7→ (3)− 2(2)
(1) ↔ (2)

−−−−−−−−−−→

−→

 1 −1 4 0 1 2
0 5 −6 −1 0 −3
0 6 −7 1 −2 −5

 (3) 7→ (3)− (2)
−−−−−−−−−−→

−→

 1 −1 4 0 1 2
0 5 −6 −1 0 −3
0 1 −1 2 −2 −2

 (2) 7→ (2)− 5(3)
(2) ↔ (3)

−−−−−−−−−−→

−→

 1 0 3 2 −1 0
0 1 −1 2 −2 −2
0 0 −1 −11 10 7


(1) 7→ (1) + 3(3)
(2) 7→ (2)− (3)
(3) 7→ −1 · (3)

−−−−−−−−−−→

−→

 1 0 0 −31 29 21
0 1 0 13 −12 −9
0 0 1 11 −10 −7

 .

Окончательно получим, что

(α1, α2, α3) = (−31, 13, 11),
(β1, β2, β3) = (29,−12,−10),
(γ1, γ2, γ3) = (21,−9,−7).
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Матрица перехода T от базиса (e1, e2, e3) к базису (f1,
f2, f3) составляется из координат векторов f1, f2, f3 в
базисе (e1, e2, e3), записанных в столбцы.

Ответ. T =

 −31 29 21
13 −12 −9
11 −10 −7

.

□

6.2 Подпространства

Задача 6. Проверить, образуют ли подпространство
векторы пространства Rn, координаты которых удовле-
творяют уравнению

x1 + x2 + . . .+ xn = a,

где a ∈ R — фиксированное число.

Решение. Обозначим

La = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn|x1 + . . .+ xn = a}.

Согласно определению подпространства достаточно про-
верить два условия.

1) Для любых двух векторов x, y ∈ La их сумма x+ y
также является вектором из La.

2) Для любого вектора x ∈ La и любого числа α ∈ R
вектор αx также принадлежит La.

Проверим оба эти условия.
Пусть x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ La.

Тогда
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x1 + x2 + . . .+ xn = a и y1 + y2 + . . .+ yn = a.

По определению суммы векторов

x+ y = (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) =

= (x1 + y1, . . . , xn + yn).

Вектор x+ y ∈ La тогда и только тогда, когда

(x1 + y1) + . . .+ (xn + yn) = a.

Левая часть этого равенства принимает значение 2a.
Равенство 2a = a справедливо только при a = 0. Таким
образом, первое условие справедливо только при a = 0.

Пусть α ∈ R и x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ La. Тогда

x1 + x2 + . . .+ xn = a.

По определению умножения вектора на число

αx = (αx1, . . . , αxn).

Вектор αx ∈ La тогда и только тогда, когда

αx1 + . . . αxn = a.

Левая часть этого равенства принимает значение αa.
Равенство αa = a должно выполняться при любом зна-
чении α. Это возможно только при a = 0. Таким об-
разом, множество La является подпространством только
при a = 0.

Ответ. При a = 0 множество La является подпро-
странством пространства Rn, при остальных значениях a
не является.
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□

Задача 7. Найти размерность и какой-нибудь базис
линейной оболочки векторов

v1 = (1,−1,−2, 1), v2 = (2, 2,−1,−1), v3 = (1,−1,−1, 1),
v4 = (1,−5,−3, 4), v5 = (−1,−2, 1, 1).

Решение. Обозначим через

L = Lin(v1, v2, v3, v4, v5)

линейную оболочку векторов v1, v2, v3, v4, v5. По опре-
делению базисом линейной оболочки L является линейно
независимая и полная в L система векторов. Из теоре-
мы о строении линейной оболочки (теорема 12) следует,
что векторы v1, v2, v3, v4, v5 образуют полное множество в
L, так как любой вектор из L можно представить в виде
линейной комбинации этих векторов. Следовательно, для
нахождения базиса подпространства L достаточно выде-
лить максимальную линейно независимую подсистему из
системы векторов v1, v2, v3, v4, v5. То же самое, только для
других векторов, мы делали при решении второй задачи.

Составим линейную комбинацию векторов v1, v2, v3,
v4, v5 с неопределенными коэффициентами α1, α2, α3, α4,
α5 соответственно и приравняем ее к нулевому вектору.
Получим

(α1 + 2α2 + α3 + α4 − α5,−α1 + 2α2 − α3 − 5α4 − 2α5,

− 2α1 − α2 − α3 − 3α4 + α5, α1 − α2 + α3 + 4α4 + α5) =

= (0, 0, 0, 0).

Запишем соответствующую систему линейных одно-
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родных уравнений:
α1 + 2α2 + α3 + α4 − α5 = 0,

−α1 + 2α2 − α3 − 5α4 − 2α5 = 0,

−2α1 − α2 − α3 − 3α4 + α5 = 0,

α1 − α2 + α3 + 4α4 + α5 = 0.

Методом Гаусса приведем матрицу коэффициентов
системы к ступенчатому виду.

1 2 1 1 −1
−1 2 −1 −5 −2
−2 −1 −1 −3 1
1 −1 1 4 1


(2) 7→ (2) + (1)
(3) 7→ (3) + 2(1)
(4) 7→ (4)− (1)

−−−−−−−−−−→

−→


1 2 1 1 −1
0 4 0 −4 −3
0 3 1 −1 −1
0 −3 0 3 2


(2) 7→ (2) + (4)
(3) 7→ (3) + (4)

−−−−−−−−−−→

−→


1 2 1 1 −1
0 1 0 −1 −1
0 0 1 2 1
0 −3 0 3 2

 (4) 7→ (4) + 3(2)
−−−−−−−−−−→

−→


1 2 1 1 −1
0 1 0 −1 −1
0 0 1 2 1
0 0 0 0 −1


Неизвестные α1, α2, α3, α5 являются главными, а неиз-

вестная α4 является свободной, поэтому вектор v4 пред-
ставляется в виде линейной комбинации векторов v1, v2,
v3, v5. Максимальной линейно независимой подсистемой в
системе векторов v1, . . . , v5 являются векторы v1, v2, v3, v5,
которые и составляют базис линейной оболочки L. Раз-
мерность пространства L при этом равна 4.
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Ответ. Размерность равна 4, базис состоит из векто-
ров v1, v2, v3, v5.

□

Задача 8. Найти базис суммы и базис пересечения
линейных оболочек

L1 = Lin((1, 3,−2, 1), (3, 1, 0, 1), (9, 4,−1, 4)),
L2 = Lin((−1,−2, 1, 1), (−1,−9, 6, 1), (0, 7,−5, 0)).

Решение. Положим
a1 = (1, 3,−2, 1), a2 = (3, 1, 0, 1), a3 = (9, 4,−1, 4),
b1 = (−1,−2, 1, 1), b2 = (−1,−9, 6, 1), b3 = (0, 7,−5, 0).

Тогда L1 = Lin(a1, a2, a3) и L2 = Lin(b1, b2, b3).
Прежде чем находить базис суммы пространств L1 +

L2 и базис пересечения пространств L1 ∩ L2, необходи-
мо проверить, является ли каждая из систем векторов
a1, a2, a3 и b1, b2, b3 линейно независимой. Составим линей-
ную комбинацию векторов a1, a2, a3 с неопределенными
коэффициентами α1, α2, α3 соответственно и приравняем
ее к нулевому вектору

α1a1 + α2a2 + α3a3 = 0.

Подставим данные векторы a1, a2, a3 и выполним дей-
ствия. Получим

(α1 + 3α2 + 9α3, 3α1 + α2 + 4α3,−2α1 − α3,

α1 + α2 + 4α3) = (0, 0, 0, 0).

Запишем соответствующую систему линейных одно-
родных уравнений

α1 + 3α2 + 9α3 = 0,

3α1 + α2 + 4α3 = 0,

−2α1 − α3 = 0,

α1 + α2 + 4α3 = 0.
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Решим эту систему методом Гаусса.
1 3 9
3 1 4

−2 0 −1
1 1 4


(2) 7→ (2)− 3(1)
(3) 7→ (3) + 2(1)
(4) 7→ (4)− (1)

−−−−−−−−−−→

−→


1 3 9
0 −8 −23
0 6 17
0 −2 −5


(2) 7→ −1 · (2)
(4) 7→ −1 · (4)
(2) ↔ (4)

−−−−−−−−−→

−→


1 3 9
0 2 5
0 6 17
0 8 23


(3) 7→ (3)− 3(2)
(4) 7→ (4)− 4(2)

−−−−−−−−−−→

−→


1 3 9
0 2 5
0 0 2
0 0 3

 (4) 7→ (4)− 3
2
(3)

−−−−−−−−−−−→

 1 3 9
0 2 5
0 0 2


Система имеет только нулевое решение, следователь-

но, векторы a1, a2, a3 линейно независимы.
Точно так же проверим линейную независимость век-

торов b1, b2, b3. Для этого составим линейную комбина-
цию векторов b1, b2, b3 с неопределенными коэффициента-
ми β1, β2, β3 соответственно и приравняем ее к нулевому
вектору. Получим

(−β1−β2,−2β1−9β2+7β3, β1+6β2−5β3, β1+β2) = (0, 0, 0, 0).

Запишем соответствующую систему линейных одно-
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родных уравнений:
−β1 − β2 = 0,

−2β1 − 9β2 + 7β3 = 0,

β1 + 6β2 − 5β3 = 0,

β1 + β2 = 0.

Решим эту систему методом Гаусса.
−1 −1 0
−2 −9 7
1 6 −5
1 1 0


(2) 7→ (2)− 2(1)
(3) 7→ (3) + (1)
(4) 7→ (4) + (1)

−−−−−−−−−−→

−→

 −1 −1 0
0 −7 7
0 5 −5


(3) 7→ (3) + 5

7
(2)

(1) 7→ −1 · (1)
(2) 7→ − 1

7
· (2)

−−−−−−−−−−−→
(

1 1 0
0 1 −1

)
Неизвестная β3 является свободной, следовательно,

система линейных однородных уравнений имеет беско-
нечно много решений, и поэтому имеет ненулевое реше-
ние. Получили, что векторы b1, b2, b3 линейно зависимы,
причем максимальной линейно независимой подсистемой
является любая пара векторов из множества {b1, b2, b3}.
Например, можно взять b1 и b2.

Перейдем к построению базиса суммы L1 + L2 и ба-
зиса пересечения L1 ∩ L2. Общий алгоритм состоит в по-
вторном выполнении следующих шагов: к базису линей-
ной оболочки L1 последовательно по одному добавляем
базисные векторы линейной оболочки L2 и каждый раз
проверяем, является ли полученное множество векторов
линейно независимым. Если полученные векторы линей-
но независимы, то мы их включаем в базис суммы L1+L2.
Если же полученные векторы линейно зависимы, то их
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линейная комбинация равна нулевому вектору при нену-
левых коэффициентах. Тогда мы выражаем один и тот
же вектор пространства R4 через базисные векторы ли-
нейных оболочек L1 и L2, при этом полученный вектор
включаем в базис пространства L1 ∩ L2. Далее мы берем
следующий вектор базиса линейной оболочки L2, добав-
ляем его к найденным векторам из базиса суммы L1+L2,
при этом мы не обращаем внимания на найденные до это-
го базисные векторы из подпространства L1 ∩ L2, прове-
ряем линейную независимость, и так далее, пока не пере-
берем по одному все базисные векторы из пространства
L2.

Рассмотрим векторы a1, a2, a3, b1. Стандартным спо-
собом проверим их линейную независимость. Линейную
комбинацию этих векторов приравняем к нулевому век-
тору

α1a1 + α2a2 + α3a3 + α4b1 = 0.

Выполним все действия и получим

(α1 + 3α2 + 9α3 − α4, 3α1 + α2 + 4α3 − 2α4,

− 2α1 − α3 + α4, α1 + α2 + 4α3 + α4) = (0, 0, 0, 0).

Запишем соответствующую систему линейных одно-
родных уравнений:

α1 + 3α2 + 9α3 − α4 = 0,

3α1 + α2 + 4α3 − 2α4 = 0,

−2α1 − α3 + α4 = 0,

α1 + α2 + 4α3 + α4 = 0.

Решим эту систему методом Гаусса. Приведем матри-
цу коэффициентов к ступенчатому виду, повторив вна-
чале те же самые элементарные преобразования строк,
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которые совершали при проверке линейной независимо-
сти векторов a1, a2, a3.

1 3 9 −1
3 1 4 −2

−2 0 −1 1
1 1 4 1


(2) 7→ (2)− 3(1)
(3) 7→ (3) + 2(1)
(4) 7→ (4)− (1)

−−−−−−−−−−→

−→


1 3 9 −1
0 −8 −23 1
0 6 17 −1
0 −2 −5 2


(2) 7→ −1 · (2)
(4) 7→ −1 · (4)
(2) ↔ (4)

−−−−−−−−−→

−→


1 3 9 −1
0 2 5 −2
0 6 17 −1
0 8 23 −1


(3) 7→ (3)− 3(2)
(4) 7→ (4)− 4(2)

−−−−−−−−−−→

−→


1 3 9 −1
0 2 5 −2
0 0 2 5
0 0 3 7

 (4) 7→ (4)− (3)
−−−−−−−−−−→

−→


1 3 9 −1
0 2 5 −2
0 0 2 5
0 0 1 2

 (3) 7→ (3)− 2(4)
−−−−−−−−−−→

−→


1 3 9 −1
0 2 5 −2
0 0 0 1
0 0 1 2

 (3) ↔ (4)
−−−−−−→


1 3 9 −1
0 2 5 −2
0 0 1 2
0 0 0 1


Система имеет только нулевое решение, следователь-

но, векторы a1, a2, a3, b1 линейно независимы, они явля-
ются частью базиса суммы L1 + L2.

Продолжаем. Присоединим к векторам a1, a2, a3, b1
вектор b2. Снова проверим, являются ли векторы a1, a2,
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a3, b1, b2 линейно независимыми. Опять составим линей-
ную комбинацию

α1a1 + α2a2 + α3a3 + α4b1 + α5b2

и приравняем ее к нулевому вектору. Выполним действия
с векторами и получим

(α1 + 3α2 + 9α3 − α4 − α5, 3α1 + α2 + 4α3 − 2α4 − 9α5,

− 2α1 − α3 + α4 + 6α5, α1 + α2 + 4α3 + α4 + α5) =

= (0, 0, 0, 0).

Запишем соответствующую систему линейных одно-
родных уравнений:

α1 + 3α2 + 9α3 − α4 − α5 = 0,

3α1 + α2 + 4α3 − 2α4 − 9α5 = 0,

−2α1 − α3 + α4 + 6α5 = 0,

α1 + α2 + 4α3 + α4 + α5 = 0.

Снова приведем матрицу коэффициентов системы к
ступенчатому виду. Начальные преобразования матрицы
здесь точно такие же, какие были на предыдущем шаге.

1 3 9 −1 −1
3 1 4 −2 −9

−2 0 −1 1 6
1 1 4 1 1


(2) 7→ (2)− 3(1)
(3) 7→ (3) + 2(1)
(4) 7→ (4)− (1)

−−−−−−−−−−→

−→


1 3 9 −1 −1
0 −8 −23 1 −6
0 6 17 −1 4
0 −2 −5 2 2


(2) 7→ −1 · (2)
(4) 7→ −1 · (4)
(2) ↔ (4)

−−−−−−−−−→
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−→


1 3 9 −1 −1
0 2 5 −2 −2
0 6 17 −1 4
0 8 23 −1 6


(3) 7→ (3)− 3(2)
(4) 7→ (4)− 4(2)

−−−−−−−−−−→

−→


1 3 9 −1 −1
0 2 5 −2 −2
0 0 2 5 10
0 0 3 7 14

 (4)− (3)
−−−−−−→

−→


1 3 9 −1 −1
0 2 5 −2 −2
0 0 2 5 10
0 0 1 2 4

 (3) 7→ (3)− 2(4)
−−−−−−−−−−→

−→


1 3 9 −1 −1
0 2 5 −2 −2
0 0 0 1 2
0 0 1 2 4

 (3) ↔ (4)
−−−−−−→

−→


1 3 9 −1 −1
0 2 5 −2 −2
0 0 1 2 4
0 0 0 1 2


Неизвестная α5 является свободной, следовательно,

векторы a1, a2, a3, b1, b2 линейно зависимы. Найдем част-
ное решение системы. Для этого с помощью элементар-
ных преобразований над строками последней матрицы
приведем ее к виду, в котором в каждом столбце, соответ-
ствующем главной неизвестной, стоит ровно одно ненуле-
вое число.

1 3 9 −1 −1
0 2 5 −2 −2
0 0 1 2 4
0 0 0 1 2


(1) 7→ (1) + (4)
(2) 7→ (2) + 2(4)
(3) 7→ (3)− 2(4)

−−−−−−−−−−→
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−→


1 3 9 0 1
0 2 5 0 2
0 0 1 0 0
0 0 0 1 2


(1) 7→ (1)− 9(3)
(2) 7→ (2)− 5(3)

−−−−−−−−−−→

−→


1 3 0 0 1
0 2 0 0 2
0 0 1 0 0
0 0 0 1 2

 (1) 7→ (1)− 3
2
(2)

−−−−−−−−−−−→

−→


1 0 0 0 −2
0 2 0 0 2
0 0 1 0 0
0 0 0 1 2


Общее решение системы имеет вид

α1 = 2α5,

2α2 = −2α5,

α3 = 0,

α4 = −2α5.

Положим α5 = 1 и получим частное решение (2, −1,
0, −2, 1). Следовательно, справедливо равенство

2a1 − a2 − 2b1 + b2 = 0.

Оставим векторы a1, a2 в левой части равенства, а век-
торы b1, b2 перенесем в правую часть. Получим

2a1 − a2 = 2b1 − b2.

Таким образом,

2a1 − a2 = 2b1 − b2 = (−1, 5,−4, 1),
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и вектор (−1, 5,−4, 1) можно выразить как через векторы
a1, a2, a3, так и через векторы b1, b2. Следовательно, этот
вектор лежит в линейной оболочке L1 и лежит в линей-
ной оболочке L2. Значит, (−1, 5,−4, 1) ∈ L1 ∩ L2. Вектор
(−1, 5,−4, 1) возьмем в качестве первого и единственного
базисного вектора пересечения L1 ∩ L2.

Проверим равенство

dim(L1 + L2) = dimL1 + dimL2 − dim(L1 ∩ L2)

из теоремы 14 о размерности суммы подпространств.
Имеем

dimL1 = 3, dimL2 = 2, dim(L1 + L2) = 4 и
dim(L1 ∩ L2) = 1.

Равенство 4 = 3 + 2− 1 является верным.

Ответ. Векторы a1, a2, a3, b1 являются базисом L1 +
L2, вектор (−1, 5,−4, 1) является базисом L1 ∩ L2.

□

Задача 9. Найти фундаментальную систему реше-
ний следующей системы линейных однородных уравне-
ний: 

x1 − x3 + 4x4 + 2x5 = 0,

x1 − x2 − 3x3 + 5x4 + 3x5 = 0,

x1 − 2x2 − 5x3 + 6x4 + 4x5 = 0,

x2 + 2x3 − x4 − x5 = 0.

Решение. Нахождение фундаментальной системы ре-
шений системы линейных однородных уравнений состоит
в последовательном выполнении двух шагов. Сначала c
помощью элементарных преобразований строк требуется
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привести матрицу коэффициентов системы к специаль-
ному «каноническому» виду. Под «каноническим» видом
матрицы понимается такой вид, при котором несколько
столбцов матрицы, а их количество равно рангу матри-
цы, образуют единичную подматрицу, в остальных столб-
цах могут стоять произвольные элементы. Вторым эта-
пом является выписывание самого базиса пространства
решений, т. е. фундаментальной системы решений.

Итак, первым делом приведем матрицу коэффициен-
тов данной системы к «каноническому» виду с помощью
элементарных преобразований строк.

1 0 −1 4 2
1 −1 −3 5 3
1 −2 −5 6 4
0 1 2 −1 −1


(2) 7→ (2)− (1)
(3) 7→ (3)− (1)

−−−−−−−−−−→

−→


1 0 −1 4 2
0 −1 −2 1 1
0 −2 −4 2 2
0 1 2 −1 −1


(4) 7→ (4) + (1)
(3) 7→ (3)− 2(1)

−−−−−−−−−−→

−→
(

1 0 −1 4 2
0 1 2 −1 −1

)
Последняя матрица является «канонической», так как

первые два столбца матрицы образуют единичную под-
матрицу.

Вспомним, что каждая строка матрицы соответству-
ет уравнению. Из этих уравнений выразим главные неиз-
вестные x1, x2 через свободные неизвестные x3, x4, x5 сле-
дующим образом:{

x1 = x3 − 4x4 − 2x5,

x2 = −2x3 + x4 + x5.
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Теперь используем эту систему уравнений для постро-
ения фундаментальной системы решений. Согласно тео-
реме 21 размерность пространства решений однородной
системы линейных уравнений равна n− r, где n — число
неизвестных в системе, а r — ранг матрицы коэффици-
ентов. В нашем случае n = 5, r = 2, следовательно, фун-
даментальная система решений состоит из трех векторов.
Отметим, что количество свободных неизвестных при ре-
шении системы тоже равно n − r. Далее, последователь-
но назначим свободным неизвестным значения так, что в
точности одно из них равно 1, а остальные равны 0:

a1 = (∗, ∗, 1, 0, 0),
a2 = (∗, ∗, 0, 1, 0),
a3 = (∗, ∗, 0, 0, 1).

На самом деле свободным неизвестным можно при-
сваивать произвольные значения, но так, чтобы опреде-
литель матрицы, составленный из этих значений, был не
равен нулю. Это гарантирует, согласно определению ми-
норного ранга матрицы, линейную независимость постро-
енных векторов.

Теперь найдем недостающие компоненты векторов a1,
a2, a3. Подставим значения

x3 = 1, x4 = 0, x5 = 0

и вычислим значения главных неизвестных

x1 = 1 · 1− 4 · 0− 2 · 0 = 1 и x2 = −2 · 1 + 1 · 0 + 1 · 0 = −2.

Построили первый вектор a1 = (1,−2, 1, 0, 0). Точно
так же найдем x1 и x2, если

x3 = 0, x4 = 1, x5 = 0.

Получим
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x1 = 1 · 0− 4 · 1− 2 · 0 = −4 и x2 = −2 · 0 + 1 · 1 + 1 · 0 = 1.

Построили второй вектор a2 = (−4, 1, 0, 1, 0). Наконец,
подставим

x3 = 0, x4 = 0, x5 = 1.

Получим

x1 = 1 · 0− 4 · 0− 2 · 1 = −2 и x2 = −2 · 0 + 1 · 0 + 1 · 1 = 1.

Построили третий вектор a3 = (−2, 1, 0, 0, 1).

Ответ. Фундаментальная система решений состоит
из трех векторов: a1 = (1,−2, 1, 0, 0), a2 = (−4, 1, 0, 1, 0),
a3 = (−2, 1, 0, 0, 1).

□

6.3 Линейные отображения

Задача 10. Отображение φ : R3 → R4 задано прави-
лом

(x1, x2, x3) 7→ (−x1+x2−3x3, x1−x2+3x3,−x2+2x3, x1+x3).

Доказать, что φ является линейным оператором, и найти
его матрицу в стандартных базисах пространств R3 и R4.

Решение. Для того чтобы доказать, что отображение
φ является линейным оператором, необходимо проверить
два свойства:

1) Если u, v ∈ R3, то справедливо φ(u + v) = φ(u) +
φ(v).

2) Если u ∈ R3 и α ∈ R, то φ(αu) = αφ(u).

Проверим первое свойство. Пусть
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u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) и
u+ v = (u1 + v1, u2 + v2, u3 + v3).

Тогда

φ(u+ v) = φ(u1 + v1, u2 + v2, u3 + v3) =

= (−(u1 + v1) + (u2 + v2)− 3(u3 + v3),

(u1 + v1)− (u2 + v2) + 3(u3 + v3),

− (u2 + v2) + 2(u3 + v3), (u1 + v1) + (u2 + v3)) =

= ((−u1 + u2 − 3u3) + (−v1 + v2 − 3v3),

(u1 − u2 + 3u3) + (v1 − v2 + 3v3),

(−u2 + 2u3) + (−v2 + 2v3), (u1 + u3) + (v1 + v3)).

С другой стороны,

φ(u) = (−u1 + u2 − 3u3, u1 − u2 + 3u3,−u2 + 2u3, u1 + u3),
φ(v) = (−v1 + v2 − 3v3, v1 − v2 + 3v3,−v2 + 2v3, v1 + v3).

Следовательно,

φ(u) + φ(v) = (−u1 + u2 − 3u3, u1 − u2 + 3u3,

− u2 + 2u3, u1 + u3) + (−v1 + v2 − 3v3,

v1 − v2 + 3v3,−v2 + 2v3, v1 + v3) =

= ((−u1 + u2 − 3u3) + (−v1 + v2 − 3v3),

(u1 − u2 + 3u3) + (v1 − v2 + 3v3),

(−u2 + 2u3) + (−v2 + 2v3),

(u1 + u3) + (v1 + v3)) = φ(u+ v).

Равенство φ(u+ v) = φ(u) + φ(v) доказано.
Теперь проверим второе свойство. Пусть

u = (u1, u2, u3), α ∈ R и αu = (αu1, αu2, αu3).
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Тогда

φ(αu) = φ(αu1, αu2, αu3) = (−αu1 + αu2 − 3αu3,

αu1 − αu2 + 3αu3,−αu2 + 2αu3, αu1 + αu3) =

= (α(−u1 + u2 − 3u3), α(u1 − u2 + 3u3), α(−u2 + 2u3),

α(u1 + u3)) = α(−u1 + u2 − 3u3, u1 − u2 + 3u3,

− u2 + 2u3, u1 + u3) = αφ(u).

Равенство φ(αu) = αφ(u) доказано. Таким образом,
оператор φ действительно является линейным.

Далее найдем матрицу оператора φ в стандартных ба-
зисах пространств R3 и R4. Напомним, что стандартный
базис пространства R3 состоит из векторов

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1),

а стандартный базис пространства R4 — из векторов

f1 = (1, 0, 0, 0), f2 = (0, 1, 0, 0), f3 = (0, 0, 1, 0),
f4 = (0, 0, 0, 1).

Чтобы найти матрицу линейного оператора φ в бази-
сах E = (e1, e2, e3) и F = (f1, f2, f3, f4), нужно найти коор-
динаты векторов φ(e1), φ(e2), φ(e3) в базисе f1, f2, f3, f4.

Имеем
φ(e1) = φ(1, 0, 0) = (−1, 1, 0, 1) = −f1 + f2 + f4,
φ(e2) = φ(0, 1, 0) = (1,−1,−1, 0) = f1 − f2 − f3,
φ(e3) = φ(0, 0, 1) = (−3, 3, 2, 1) = −3f1 + 3f2 + 2f3 + f4.

Запишем координаты образов векторов e1, e2, e3 в ба-
зисе (f1, f2, f3, f4) в столбцы матрицы. В результате полу-
чим искомую матрицу [φ]EF линейного оператора φ.

Ответ. [φ]EF =


−1 1 −3
1 −1 3
0 −1 2
1 0 1

.
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□

Задача 11. Найти базис ядра и базис образа линей-
ного преобразования, заданного в некотором базисе мат-
рицей 

1 2 −1 1
2 1 −1 0
3 3 −2 1
0 −3 1 −2

 .

Решение. Пусть матрица из условия задачи задает ли-
нейное преобразование φ : R4 → R4. Напомним, что

kerφ = {x ∈ R4|φ(x) = 0}.

Вектор x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 является элементом
ядра kerφ тогда и только тогда, когда φ(x) = 0. Найдем
образ вектора x под действием преобразования φ.

φ(x) =


1 2 −1 1
2 1 −1 0
3 3 −2 1
0 −3 1 −2

 ·


x1
x2
x3
x4

 =

=


x1 + 2x2 − x3 + x4

2x1 + x2 − x3
3x1 + 3x2 − 2x3 + x4
−3x2 + x3 − 2x4

 .

Условие φ(x) = 0 эквивалентно следующей системе
линейных однородных уравнений:

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0,

2x1 + x2 − x3 = 0,

3x1 + 3x2 − 2x3 + x4 = 0,

−3x2 + x3 − 2x4 = 0.
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Базисом ядра kerφ является в точности базис про-
странства решений полученной системы линейных одно-
родных уравнений, т. е. ее фундаментальная система ре-
шений. Найдем решение.

1 2 −1 1
2 1 −1 0
3 3 −2 1
0 −3 1 −2


(2) 7→ (2)− 2(1)
(3) 7→ (3)− 3(1)

−−−−−−−−−−→

−→


1 2 −1 1
0 −3 1 −2
0 −3 1 −2
0 −3 1 −2


(3) 7→ (3)− (2)
(4) 7→ (4)− (2)

−−−−−−−−−−→

−→
(

1 2 −1 1
0 −3 1 −2

)
(1) 7→ (1) + (2)

−−−−−−−−−−→

−→
(

1 −1 0 −1
0 −3 1 −2

)
Мы привели матрицу коэффициентов системы к «ка-

ноническому» виду. Первый и третий столбцы получен-
ной матрицы образуют единичную подматрицу. Из полу-
чившейся матрицы следует, что неизвестные x1, x2, x3, x4
связаны соотношениями{

x1 = x2 + x4,

x3 = 3x2 + 2x4.

Следовательно, фундаментальная система решений
состоит из двух векторов:

e1 = (1, 1, 3, 0), e2 = (1, 0, 2, 1).

Векторы e1, e2 образуют базис ядра линейного преоб-
разования φ.
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Найдем теперь базис образа Imφ. Напомним, что

Imφ = {x ∈ R4|∃y ∈ R4, φ(y) = x} = {φ(y)| y ∈ R4}.

Столбцы матрицы
1 2 −1 1
2 1 −1 0
3 3 −2 1
0 −3 1 −2


являются образами базисных векторов пространства R4

под действием преобразования φ. Ввиду теоремы 22 об-
раз полной системы векторов является полной системой
в образе Imφ, поэтому векторы

f1 = (1, 2, 3, 0),
f2 = (2, 1, 3,−3),
f3 = (−1,−1,−2, 1),
f4 = (1, 0, 1,−2)

образуют полную систему в образе Imφ. Векторы
f1, f2, f3 и f4 являются столбцами матрицы преобразо-
вания φ. Чтобы найти базис Imφ, достаточно выделить
из них максимальную линейно независимую подсистему.
Это мы уже умеем делать.

Составим линейную комбинацию векторов f1, f2, f3 и
f4 с неопределенными коэффициентами α1, α2, α3 и α4 со-
ответственно и приравняем ее к нулевому вектору. Полу-
чим

α1f1 + α2f2 + α3f3 + α4f4 = 0.

Это равенство эквивалентно системе линейных одно-
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родных уравнений
α1 + 2α2 − α3 + α4 = 0,

2α1 + α2 − α3 = 0,

3α1 + 3α2 − 2α3 + α4 = 0,

−3α2 + α3 − 2α4 = 0.

Элементарными преобразованиями строк приведем
матрицу коэффициентов к ступенчатому виду.

1 2 −1 1
2 1 −1 0
3 3 −2 1
0 −3 1 −2


(2) 7→ (2)− 2(1)
(3) 7→ (3)− 3(1)

−−−−−−−−−−→

−→


1 2 −1 1
0 −3 1 −2
0 −3 1 −2
0 −3 1 −2


(3) 7→ (3)− (2)
(4) 7→ (4)− (2)

−−−−−−−−−−→

−→
(

1 2 −1 1
0 −3 1 −2

)
Неизвестные α3 и α4 являются свободными, следова-

тельно, каждый из векторов f3, f4 линейно выражается
через векторы f1 и f2. Максимальной линейно независи-
мой подсистемой являются векторы f1 и f2.

Ответ. Базис ядра состоит из векторов e1 = (1, 1, 3, 0)
и e2 = (1, 0, 2, 1). Базис образа состоит из векторов f1 =
(1, 2, 3, 0) и f2 = (2, 1, 3,−3).

□

Задача 12. Найти какой-нибудь прообраз вектора (1,
2, 3) под действием линейного оператора, заданного в
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некотором базисе матрицей 2 −1 1
−1 4 2
1 3 3

 .

Решение. Пусть φ : R3 → R3 — линейный оператор
из условия задачи. Прообразом вектора (1, 2, 3) являет-
ся такой вектор x = (x1, x2, x3) ∈ R3, что справедливо
равенство

φ(x) = (1, 2, 3).

Образ φ(x) вектора x равен

 2 −1 1
−1 4 2
1 3 3

 ·

 x1
x2
x3

 =

 2x1 − x2 + x3
−x1 + 4x2 + 2x3
x1 + 3x2 + 3x3

 .

Равенство φ(x) = (1, 2, 3) эквивалентно системе ли-
нейных уравнений

2x1 − x2 + x3 = 1,

−x1 + 4x2 + 2x3 = 2,

x1 + 3x2 + 3x3 = 3.

Решим эту систему методом Гаусса. Для этого приве-
дем расширенную матрицу системы к ступенчатому виду. 2 −1 1 1

−1 4 2 2
1 3 3 3

 (1) 7→ (1)− 2(3)
(2) 7→ (2) + (3)

−−−−−−−−−−→

−→

 0 −7 −5 −5
0 7 5 5
1 3 3 3

 (1) 7→ (1) + (2)
(2) ↔ (3)

−−−−−−−−−−→
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−→
(

1 3 3 3
0 7 5 5

)
(2) 7→ 1

7
· (2)

−−−−−−−−→

−→
(

1 3 3 3
0 1 5

7
5
7

)
(1) 7→ (1)− 3(2)

−−−−−−−−−−→

−→
(

1 0 6
7

6
7

0 1 5
7

5
7

)
Неизвестная x3 является свободной неизвестной, сле-

довательно, система имеет бесконечно много решений.
Это означает, что у вектора (1, 2, 3) существует бесконеч-
но много прообразов. Найдем один из них.

Неизвестные x1 и x2 связаны с x3 равенствами{
x1 =

6
7
− 6

7
x3,

x2 =
5
7
− 5

7
x3.

Положим x3 = 1 и найдем частное решение системы

(0, 0, 1).

Таким образом, вектор x = (0, 0, 1) лежит в прообразе
вектора (1, 2, 3) под действием оператора φ.

Ответ. (0, 0, 1).

□

Задача 13. Пусть линейный оператор φ : V → W в
базисах (e1, e2, e3) пространства V и (f1, f2) пространства
W имеет матрицу (

3 2 −1
1 0 1

)
.

Найти матрицу оператора φ в базисах (e1 + e2 + e3,−e1 +
e2, e1 + e2) и (2f1 + f2, f1 + f2).
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Решение. Пусть [φ]EF =

(
3 2 −1
1 0 1

)
— матрица

оператора φ в базисах E = (e1, e2, e3) и F = (f1, f2) и
пусть [φ]GH — матрица того же оператора φ в базисах
G = (g1, g2, g3) и H = (h1, h2), где

g1 = e1 + e2 + e3, h1 = 2f1 + f2,
g2 = −e1 + e2, h2 = f1 + f2,
g3 = e1 + e2.

Матрицы [φ]EF и [φ]GH связаны соотношением

[φ]GH = T−1
F→H · [φ]EF · TE→G,

где TE→G — матрица перехода от базиса (e1, e2, e3) к ба-
зису (g1, g2, g3), а TF→H — матрица перехода от базиса
(f1, f2) к базису (h1, h2). Векторы g1, g2, g3 и h1, h2 зада-
ны как линейные комбинации векторов e1, e2, e3 и f1, f2
соответственно, поэтому матрицы перехода TE→G и TF→H
можно записать исходя из их определения без вычисле-
ний. Имеем

TE→G =

 1 −1 1
1 1 1
1 0 0

 и TF→H =

(
2 1
1 1

)
.

Найдем обратную матрицу T−1
F→H,

(
2 1
1 1

)−1

=
1

det

(
2 1
1 1

) ·
(

1 −1
−1 2

)
=

=

(
1 −1

−1 2

)
.
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Теперь

[φ]GH =

(
1 −1

−1 2

)
·
(

3 2 −1
1 0 1

)
·

 1 −1 1
1 1 1
1 0 0

 =

=

(
2 2 −2

−1 −2 3

)
·

 1 −1 1
1 1 1
1 0 0

 =

(
2 0 4
0 −1 −3

)
.

Ответ.
(

2 0 4
0 −1 −3

)
.

□

6.4 Собственные векторы

Задача 14. Линейное преобразование φ задано в
некотором базисе матрицей

A =


0 −2 3 2
1 1 −1 −1
0 0 2 0
1 −1 0 1

 .

Найти собственные векторы и собственные значения пре-
образования φ.

Решение. Сначала найдем собственные значения пре-
образования φ. Напомним, что согласно теореме 29 соб-
ственные значения линейного преобразования φ являют-
ся корнями характеристического уравнения

det(A− λE) = 0,

где E — единичная матрица соответствующего размера.
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A− λE =


0 −2 3 2
1 1 −1 −1
0 0 2 0
1 −1 0 1

− λ ·


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =

=


−λ −2 3 2
1 1− λ −1 −1
0 0 2− λ 0
1 −1 0 1− λ

 .

Разложением по третьей строке вычислим определи-
тель матрицы A− λE.

det


−λ −2 3 2
1 1− λ −1 −1
0 0 2− λ 0
1 −1 0 1− λ

 =

= (2− λ) · (−1)3+3 · det

 −λ −2 2
1 1− λ −1
1 −1 1− λ

 =

= (2− λ)(−λ(1− λ)2 − 2 + 2− 2(1− λ)+

+ λ+ 2(1− λ)) = (2− λ)(λ− λ(1− λ)2) =

= (2− λ)λ(1− 1 + λ)(1 + 1− λ) = (2− λ)2λ2.

Корнями характеристического уравнения

det(A− λE) = 0

являются λ1 = 2 и λ2 = 0, причем оба корня имеют крат-
ность 2.

Теперь найдем собственные векторы, соответствую-
щие собственным значениям λ1 и λ2.
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Напомним, что согласно определению ненулевой век-
тор v является собственным вектором, соответствующим
собственному значению λ1 = 2, тогда и только тогда, ко-
гда выполняется равенство φ(v) = 2 · v. Это равенство
равносильно равенству (φ − 2ε)(v) = 0, которое в мат-
ричном виде имеет вид (A− 2E) · v = 0.

Пусть v = (v1, v2, v3, v4). Тогда имеем систему линей-
ных однородных уравнений

−2v1 − 2v2 + 3v3 + 2v4 = 0,

v1 − v2 − v3 − v4 = 0,

v1 − v2 − v4 = 0.

Найдем фундаментальную систему решений этой си-
стемы.  −2 −2 3 2

1 −1 −1 −1
1 −1 0 −1

 (1) 7→ (1) + 2(2)
(3) 7→ (3)− (2)

−−−−−−−−−−→

−→

 0 −4 1 0
1 −1 −1 −1
0 0 1 0

 (1) ↔ (2)
−−−−−−→

−→

 1 −1 −1 −1
0 −4 1 0
0 0 1 0

 (1) 7→ (1) + (3)
(2) 7→ (2)− (3)

−−−−−−−−−−→

−→

 1 −1 0 −1
0 −4 0 0
0 0 1 0

 (2) 7→ − 1
4
(2)

−−−−−−−−→

−→

 1 −1 0 −1
0 1 0 0
0 0 1 0

 (1) 7→ (1) + (2)
−−−−−−−−−−→
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−→

 1 0 0 −1
0 1 0 0
0 0 1 0


Фундаментальная система решений состоит из одно-

го вектора (1, 0, 0, 1). Собственные векторы, соответству-
ющие собственному значению λ1, образуют пространство
размерности 1, и вектор (1, 0, 0, 1) является базисом этого
пространства. Любой собственный вектор, соответствую-
щий собственному значению λ1 = 2, имеет вид α(1, 0, 0, 1),
где α — вещественное число, отличное от нуля.

Аналогично найдем собственные векторы, соответ-
ствующие собственному значению λ2 = 0. В этом случае
уравнение φ(v) = 0 · v эквивалентно системе

−2v2 + 3v3 + 2v4 = 0,

v1 + v2 − v3 − v4 = 0,

2v3 = 0,

v1 − v2 + v4 = 0.

Найдем фундаментальную систему решений этой си-
стемы линейных однородных уравнений.

0 −2 3 2
1 1 −1 −1
0 0 2 0
1 −1 0 1


(4) 7→ (4)− (2)
(1) ↔ (2)

−−−−−−−−−−→

−→


1 1 −1 −1
0 −2 3 2
0 0 2 0
0 −2 1 2

 (4) 7→ (4)− (2)
−−−−−−−−−−→

−→


1 1 −1 −1
0 −2 3 2
0 0 2 0
0 0 −2 0


(2) 7→ − 1

2
(2)

(4) 7→ (4) + (3)
(3) 7→ 1

2
(3)

−−−−−−−−−−→
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−→

 1 1 −1 −1
0 1 −3

2
−1

0 0 1 0

 (1) 7→ (1) + (3)
(2) 7→ (2) + 3

2
(3)

−−−−−−−−−−−→

−→

 1 1 0 −1
0 1 0 −1
0 0 1 0

 (1) 7→ (1)− (2)
−−−−−−−−−−→

−→

 1 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 1 0


Фундаментальная система решений состоит из одного

вектора (0, 1, 0, 1). Собственные векторы, соответствую-
щие собственному значению λ2, образуют пространство
размерности 1, поэтому вектор (0, 1, 0, 1) является бази-
сом этого пространства. Любой собственный вектор, со-
ответствующий собственному значению λ2 = 0, имеет вид
β(0, 1, 0, 1), где β — вещественное число, отличное от ну-
ля.

Ответ. Собственные векторы α(1, 0, 0, 1) соответству-
ют собственному значению 2.

Собственные векторы β(0, 1, 0, 1) соответствуют соб-
ственному значению 0. Вещественные числа α и β отлич-
ны от нуля.

□

Задача 15. Доказать, что линейное преобразование
φ, заданное в некотором базисе матрицей 4 6 0

0 3 0
1 8 1

 ,

имеет в некотором другом базисе диагональную матрицу,
и найти эту матрицу.

170



Решение. Пусть

A =

 4 6 0
0 3 0
1 8 1

 .

Найдем собственные значения преобразования φ.

det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣
4− λ 6 0

0 3− λ 0
1 8 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =
= (4− λ)(3− λ)(1− λ).

Уравнение det(A − λE) = 0 имеет три корня. Крат-
ность каждого корня характеристического уравнения

det(A− λE) = 0

равна 1. Значит, по следствию к теореме 32 преобра-
зование φ в базисе из этих собственных векторов имеет
диагональный вид  1 0 0

0 3 0
0 0 4

 ,

где по главной диагонали стоят собственные значения
преобразования φ.

Ответ.

 1 0 0
0 3 0
0 0 4

.

□
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6.5 Евклидовы и унитарные пространства

Задача 16. С помощью процесса ортогонализации
построить ортогональный базис линейной оболочки

L = Lin((1, 2, 2,−1), (1, 1,−5, 3), (3, 2, 8,−7), (2, 3,−3, 2)).

Решение. Положим

a1 = (1, 2, , 2,−1), a2 = (1, 1,−5, 3), a3 = (3, 2, 8,−7),
a4 = (2, 3,−3, 2).

Сначала найдем базис линейной оболочки

L = Lin(a1, a2, a3, a4).

По теореме о строении линейной оболочки 12 векторы
a1, a2, a3, a4 образуют линейно полное множество в L. Для
нахождения базиса L достаточно указать максимальную
линейно независимую подсистему в системе векторов a1,
a2, a3, a4. Для этого, как обычно, составим линейную ком-
бинацию этих векторов с неопределенными коэффици-
ентами α1, α2, α3, α4 и приравняем ее к нулевому век-
тору. Полученное соотношение эквивалентно системе ли-
нейных однородных уравнений

α1 + α2 + 3α3 + 2α4 = 0,

2α1 + α2 + 2α3 + 3α4 = 0,

2α1 − 5α2 + 8α3 − 3α4 = 0,

−α1 + 3α2 − 7α3 + 2α4 = 0.

Методом Гаусса приведем матрицу коэффициентов
системы к ступенчатому виду.

1 1 3 2
2 1 2 3
2 −5 8 −3

−1 3 −7 2


(2) 7→ (2)− 2(1)
(3) 7→ (3)− 2(1)
(4) 7→ (4) + (1)

−−−−−−−−−−→
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−→


1 1 3 2
0 −1 −4 −1
0 −7 2 −7
0 4 −4 4


(2) 7→ −1(2)
(3) 7→ (3) + 7(2)
(4) 7→ 1

4
(4)

(4) 7→ (4)− (2)
−−−−−−−−−−→

−→


1 1 3 2
0 1 4 1
0 0 30 0
0 0 −5 0


(4) 7→ − 1

5
(4)

(3) 7→ (3)− 30(4)
−−−−−−−−−−−→

 1 1 3 2
0 1 4 1
0 0 1 0

 .

Переменная α4 является свободной, остальные пере-
менные α1, α2, α3 — главные, поэтому вектор a4 можно
представить в виде линейной комбинации линейно неза-
висимых векторов a1, a2, a3. Таким образом, базис линей-
ной оболочки L состоит из векторов a1, a2, a3.

Теперь построим ортогональный базис e1, e2, e3 линей-
ной оболочки L с помощью процесса ортогонализации
Грама – Шмидта (см. теорему 36).

Положим
e1 = a1 = (1, 2, 2,−1).

Вектор e2 будем искать в виде

e2 = a2 − αe1.

Коэффициент α найдем из условия ортогональности
векторов e1 и e2. Ввиду свойства линейности скалярного
произведения по первому аргументу имеем

0 = (e2, e1) = (a2 − αe1, e1) = (a2, e1)− α(e1, e1).

Отсюда

α =
(a2, e1)

(e1, e1)
=

1 + 2− 10− 3

1 + 4 + 4 + 1
= −1,
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и тогда

e2 = a2 − (−1)e1 = (1, 1,−5, 3) + (1, 2, 2,−1) = (2, 3,−3, 2).

Вектор e3 представим в виде

e3 = a3 − α1e1 − α2e2.

Коэффициенты α1 и α2 найдем из условий (e3, e1) = 0
и (e3, e2) = 0. Имеем

0 = (e3, e1) = (a3 − α1e1 − α2e2, e1) =

= (a3, e1)− α1(e1, e1)− α2(e2, e1) =

= (a3, e1)− α1(e1, e1)− α2 · 0 = (a3, e1)− α1(e1, e1)

и

0 = (e3, e2) = (a3 − α1e1 − α2e2, e2) =

= (a3, e2)− α1(e1, e2)− α2(e2, e2) =

= (a3, e2)− α1 · 0− α2(e2, e2) = (a3, e2)− α2(e2, e2).

Тогда

α1 =
(a3, e1)

(e1, e1)
и α2 =

(a3, e2)

e2, e2
.

Теперь

e3 = a3 −
(a3, e1)

(e1, e1)
e1 −

(a3, e2)

(e2, e2)
e2 = (3, 2, 8,−7)−

− 3 + 4 + 16 + 7

1 + 4 + 4 + 1
(1, 2, 2,−1)− 6 + 6− 24− 14

4 + 9 + 9 + 4
(2, 3,−3, 2) =

= (3, 2, 8, 7)− 3(1, 2, 2,−1) + (2, 3,−3, 2) =

= (2,−1,−1,−2).

Ответ. Векторы (1, 2, 2,−1), (2, 3,−3, 2), (2,−1,−1,−2)
являются ортогональным базисом L.
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□

Задача 17. Найти базис ортогонального дополнения
линейной оболочки

L = Lin((1, 2, 2,−1), (1, 1,−5, 3), (3, 2, 8,−7), (2, 3,−3, 2)).

Решение. Положим

a1 = (1, 2, 2,−1), a2 = (1, 1,−5, 3), a3 = (3, 2, 8,−7),
a4 = (2, 3,−3, 2).

Найдем базис ортогонального дополнения L⊥. Пусть
x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4. Напомним: согласно определению
ортогонального дополнения, x ∈ L⊥ тогда и только тогда,
когда для произвольного y ∈ L выполняется равенство
(x, y) = 0. В частности,

(x, a1) = (x, a2) = (x, a3) = (x, a4) = 0.

Более того, в силу линейности скалярного произведе-
ния, справедливость последней цепочки равенств явля-
ется достаточной для того, чтобы вектор x принадлежал
ортогональному дополнению L⊥. Имеем

(x, a1) = x1 + 2x2 + 2x3 − x4 = 0,
(x, a2) = x1 + x2 − 5x3 + 3x4 = 0,
(x, a3) = 3x1 + 2x2 + 8x3 − 7x4 = 0,
(x, a4) = 2x1 + 3x2 − 3x3 + 2x4 = 0.

Таким образом, координаты вектора x ∈ L⊥ удовле-
творяют системе линейных однородных уравнений

x1 + 2x2 + 2x3 − x4 = 0,

x1 + x2 − 5x3 + 3x4 = 0,

3x1 + 2x2 + 8x3 − 7x4 = 0,

2x1 + 3x2 − 3x3 + 2x4 = 0.
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Все решения этой системы образуют пространство, и
это пространство решений совпадает с ортогональным
дополнением L⊥. Фундаментальная система решений си-
стемы линейных однородных уравнений как раз и будет
базисом пространства L⊥. Найдем его. Имеем

1 2 2 −1
1 1 −5 3
3 2 8 −7
2 3 −3 2


(2) 7→ (2)− (1)
(3) 7→ (3)− 3(1)
(4) 7→ (4)− 2(1)

−−−−−−−−−−→

−→


1 2 2 −1
0 −1 −7 4
0 −4 2 −4
0 −1 −7 4


(2) 7→ −1 · (2)
(3) 7→ − 1

2
· (3)

−−−−−−−−−→

−→

 1 2 2 −1
0 1 7 −4
0 2 −1 2

 (3) 7→ (3)− 2(2)
−−−−−−−−−−→

−→

 1 2 2 −1
0 1 7 −4
0 0 −15 10

 (1) 7→ (1)− 2(2)
− 1

15
· (3)

−−−−−−−−−−→

−→

 1 0 −12 7
0 1 7 −4
0 0 1 −2

3

 (1) 7→ (1) + 12(3)
(2) 7→ (2)− 7(3)

−−−−−−−−−−−→

−→

 1 0 0 −1
0 1 0 2

3

0 0 1 −2
3

 .

Фундаментальная система решения состоит из одного
вектора (3,−2, 2, 3). Этот вектор является базисом орто-
гонального дополнения L⊥.

Ответ. (3,−2, 2, 3).
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□

Задача 18. Найти проекцию вектора x =
(4,−1,−3, 4) на подпространство L = Lin(a1, a2, a3)
и ортогональную составляющую этого вектора, если

a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1, 2, 2,−1), a3 = (1, 0, 0, 3).

Решение. Согласно теореме 39 R4 = L ⊕ L⊥. Следо-
вательно, данный вектор x ∈ R4 можно единственным
образом представить в виде

x = y + z,

где y ∈ L и z ∈ L⊥. Вектор y в этом случае называется
проекцией вектора x на подпространство L, а вектор z
называется ортогональной составляющей вектора x.

Первым делом найдем базисы пространств L и L⊥.
Начнем с отыскания базиса ортогонального дополнения
L⊥. Пусть v = (v1, v2, v3, v4) ∈ L. Поэтому v ∈ L⊥ тогда и
только тогда, когда 

(a1, v) = 0,

(a2, v) = 0,

(a3, v) = 0.

Последняя система уравнений эквивалентна следую-
щий системе линейных однородных уравнений:

v1 + v2 + v3 + v4 = 0,

v1 + 2v2 + 2v3 − v4 = 0,

v1 + 3v4 = 0.

Базисом подпространства L⊥ является фундамен-
тальная система решений этой системы линейных урав-
нений. Найдем ее. Для этого, как обычно, приведем мат-
рицу коэффициентов системы к ступенчатом виду:
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 1 1 1 1
1 2 2 −1
1 0 0 3


(1) 7→ (1)− (3)
(2) 7→ (2)− (3)
(1) ↔ (3)

−−−−−−−−−−→

−→

 1 0 0 3
0 2 2 −4
0 1 1 −2

 −→
(

1 0 0 3
0 1 1 −2

)
.

Теперь легко выписать базис подпространства L⊥. Он
состоит из двух векторов

l1 = (0,−1, 1, 0) и l2 = (−3, 2, 0, 1).

Базис подпространства L можно выписать сразу. Он
тоже состоит из двух векторов

e1 = (1, 0, 0, 3) и e2 = (0, 1, 1,−2).

Это следует из того, что, во-первых, векторы e1, e2 ли-
нейно независимы, во-вторых, e1, e2 ∈ Lin(a1, a2, a3) и,
в-третьих, dim(L) = dim(L⊥) = 2. Итак,

x = α1e1 + α2e2 + α3l1 + α3l2,

где

α1e1 + α2e2 = y ∈ L,
α3l1 + α4l2 = z ∈ L⊥.

Найдем неизвестные коэффициенты α1, α2, α3 и α4.
1 0 0 −3 4
0 1 −1 2 −1
0 1 1 0 −3
3 −2 0 1 4

 (4) 7→ (4)− 3(1)
−−−−−−−−−−→

−→


1 0 0 −3 4
0 1 −1 2 −1
0 1 1 0 −3
0 −2 0 1 −8


(3) 7→ (3)− (2)
(4) 7→ (4) + 2(2)

−−−−−−−−−−→
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−→


1 0 0 −3 4
0 1 −1 2 −1
0 0 2 −2 −2
0 0 −2 14 −10


(4) 7→ (4) + (3)
(3) 7→ 1

2
· (3)

−−−−−−−−−−→

−→


1 0 0 −3 4
0 1 −1 2 −1
0 0 1 −1 −1
0 0 0 12 −12

 (4) 7→ 1
12

· (4)
−−−−−−−−−→

−→


1 0 0 −3 4
0 1 −1 2 −1
0 0 1 −1 −1
0 0 0 1 −1


(1) 7→ (1) + 3(4)
(2) 7→ (2)− 2(4)
(3) 7→ (3) + (4)

−−−−−−−−−−→

−→


1 0 0 0 1
0 1 −1 0 1
0 0 1 0 −2
0 0 0 1 −1

 (2) 7→ (2) + (3)
−−−−−−−−−−→

−→


1 0 0 0 1
0 1 0 0 −1
0 0 1 0 −2
0 0 0 1 −1


Выпишем решение:

α1 = 1, α2 = −1, α3 = −2 и α4 = −1.

Теперь найдем

y = α1e1 + α2e2 = (1, 0, 0, 3)− (0, 1, 1,−2) =

= (1,−1,−1, 5),

z = α3l1 + α4l2 = −2(0,−1, 1, 0)− (−3, 2, 0, 1) =

= (3, 0,−2,−1).

Легко проверить, что x = y + z и (y, z) = 0.
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Ответ. Проекцией вектора x на подпространство L
является вектор (1,−1,−1, 5), а ортогональной составля-
ющей вектора x является вектор (3, 0,−2,−1).

□

Задача 19. Найти расстояние от вектора

x = (0,−i, 1 + i) ∈ C3

до подпространства L ⊂ C3, заданного уравнением

x1 + ix2 − (2− i)x3 = 0.

Решение. Расстоянием от вектора до подпространства
является норма его ортогональной составляющей, поэто-
му сначала нам надо аналогично предыдущей задаче най-
ти разложение x = y + z, где y ∈ L, z ∈ L⊥, а потом
вычислить значение ||z|| =

√
(z, z).

Приступим. Найдем бизис L. Он является фундамен-
тальной системой решений системы линейных однород-
ных уравнений, состоящей ровно из одного уравнения

x1 + ix2 − (2− i)x3 = 0.

Из этого уравнения

x1 = −ix2 + (2− i)x3,

поэтому базис подпространства L состоит из двух векто-
ров

e1 = (−i, 1, 0) и e2 = (2− i, 0, 1).

Теперь найдем базис L⊥. Пусть v = (v1, v2, v3) ∈ C3.
Заметим, что v ∈ L⊥ тогда и только тогда, когда{

(v, e1) = 0,

(v, e2) = 0.
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Последняя система эквивалентна следующей системе
линейных однородных уравнений:{

v1(−i) + v2(1) + v3(0) = 0,

v1(2− i) + v2(0) + v3(1) = 0.

Решим эту систему.(
i 1 0

2 + i 0 1

)
(2) 7→ (2)− (1)

−−−−−−−−−−→

−→
(

i 1 0
2 −1 1

)
(1) 7→ −i · (1)

−−−−−−−−−→

−→
(

1 −i 0
2 −1 1

)
(2) 7→ (2)− 2(1)

−−−−−−−−−−→

−→
(

1 −i 0
0 2i− 1 1

)
Базисом подпространства L⊥ является один вектор

l = (i, 1, 1− 2i).
Далее представим вектор x в виде суммы его проек-

ции на подпространство L и ортогональной составляю-
щей. Пусть x = y + z, где

y = α1e1 + α2e2 ∈ L и z = α3l ∈ L⊥.

Коэффициенты α1, α2, α3 удовлетворяют системе
уравнений

α1e1 + α2e2 + α3l = x.

Нам не нужно полностью решать эту систему. Доста-
точно найти значение неизвестной α3. −i 2− i i 0

1 0 1 −i
0 1 1− 2i 1 + i

 (1) 7→ (1) + i(2)
−−−−−−−−−−→
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−→

 0 2− i 2i 1
1 0 1 −i
0 1 1− 2i 1 + i

 (1) 7→ (1) + (i− 2)(3)
−−−−−−−−−−−−−→

−→

 0 0 7i −i− 2
1 0 1 −i
0 1 1− 2i 1 + i


Первая строка получившейся матрицы эквивалентна

уравнению
7iα3 = −i− 2.

Тогда α3 = −i−2
7i

. Теперь найдем норму ортогональной
составляющей z.

||z|| =
√

(z, z) =
√

(α3l, α3l) =
√
α3α3(l, l) =

=

√(
−i− 2

7i

)(
−i− 2

7i

)
(i(i) + 1(1) + (1− 2i)(1− 2i)) =

=

√
(−i− 2)(i− 2)

7i(−7i)
(i(−i) + 1 + (1− 2i)(1 + 2i)) =

=

√
5

49
· 7 =

√
5

7
.

Ответ. Расстояние до подпространства равно
√

5
7
.

□

6.6 Билинейные формы

Задача 20. На векторном пространстве C над полем
R отображение Φ: C× C → R задано правилом

Φ(u, v) = Re(uv).
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Проверить, будет ли данное отображение симметриче-
ской билинейной формой. В случае положительного от-
вета найти матрицу данной билинейной формы в базисе
(1, i).

Решение. Напомним, что отображение Φ является
симметрической билинейной формой тогда и только то-
гда, когда для любых u, v, w ∈ C и любого α ∈ R выпол-
няются условия

1) Φ(u, v) = Φ(v, u),

2) Φ(u+ v, w) = Φ(u,w) + Φ(v, w),

3) Φ(αu, v) = αΦ(u, v).

Проверим, удовлетворяет ли отображение Φ этим
трем условиям. Пусть

u = u1 + iu2, v = v1 + iv2, w = w1 + iw2 ∈ C.

Первое условие. Имеем

Φ(u, v) = Φ(u1 + iu2, v1 + iv2) =

= Re((u1 + iu2) · (v1 − iv2)) = u1v1 + u2v2.

Аналогично

Φ(v, u) = f(v1 + iv2, u1 + iu2) =

= Re((v1 + iv2) · (u1 − iu2)) = v1u1 + v2u2 =

= u1v1 + u2v2.

Следовательно, Φ(u, v) = Φ(v, u).
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Второе условие.

Φ(u+ v, w) = Φ(u1 + v1 + i(u2 + v2), w1 + iw2) =

= Re((u1 + v1 + i(u2 + v2)) · (w1 − iw2)) =

= (u1 + v2)w1 + (u2 + v2)w2.

Аналогичным образом

Φ(u,w) = u1w1 + u2w2 и Φ(v, w) = v1w1 + v2w2.

Тогда

Φ(u,w) + Φ(v, w) = u1w1 + u2w2 + v1w1 + v2w2 =

= (u1 + v2)w1 + (u2 + v2)w2 = Φ(u+ v, w).

Наконец, третье условие.

Φ(αu, v) = Φ(αu1 + iαu2, v1 + iαv2) =

= Re((αu1 + iαu2) · (v1 − iv2)) = αu1v1 + αu2v2 =

= α(u1v1 + u2v2) = αRe((u1 + iu2) · (v1 − iv2)) =

= αΦ(u, v).

Таким образом, отображение Φ является симметриче-
ской билинейной формой.

Найдем матрицу билинейной формы Φ в базисе E =
(1, i). Напомним, что элементы матрицы [Φ]E имеют вид
Φ(ei, ej), где ei, ej — базисные векторы пространства C.
В нашем случае

e1 = 1, e2 = i.

Имеем

Φ(e1, e1) = Φ(1, 1) = Re(1 · 1) = 1,
Φ(e1, e2) = Φ(1, i) = Re(1 · i) = 0,
Φ(e2, e1) = Φ(i, 1) = Re(i · 1) = 0,
Φ(e2, e2) = Φ(i, i) = Re(i · i) = 1.
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Таким образом, матрица
(

1 0
0 1

)
является матрицей

билинейной формы Φ в базисе (1, i).

Ответ. Отображение Φ является симметрической би-
линейной формой. Матрица этой формы в базисе (1, i) —
единичная второго порядка.

□

Задача 21. Пусть билинейная форма Φ в базисе E =
(e1, e2, e3) задана матрицей

[Φ]E =

 1 −1 1
−2 −1 3
0 4 5

 .

Найти значение билинейной формы Φ на векторах x =
(1, 0, 3), y = (−1, 2,−4), заданных своими координатами в
базисе (e1, e2, e3).

Решение. Непосредственно вычисляем, что

Φ(x, y) = (1 0 3) ·

 1 −1 1
−2 −1 3
0 4 5

 ·

 −1
2
−4

 =

=
(
1 11 16

)
·

 −1
2
−4

 = −43.

Ответ. −43.

□

Задача 22. Пусть билинейная форма Φ задана в ба-
зисе E = (e1, e2, e3) матрицей

[Φ]E =

 1 −1 1
−2 −1 3
0 4 5

 .
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Найти матрицу билинейной формы Φ в базисе

(e1 − e2, e1 + e3, e1 + e2 + e3).

Решение. Пусть [Φ]F — матрица билинейной формы Φ
в базисе (f1, f2, f3), где

f1 = e1 − e2, f2 = e1 + e3, f3 = e1 + e2 + e3.

Согласно теореме 47 матрицы [Φ]E и [Φ]F связаны ра-
венством

[Φ]F = T t
E→F · [Φ]E · TE→F ,

где TE→F — матрица перехода от базиса (e1, e2, e3) к бази-
су (f1, f2, f3). Векторы f1, f2, f3 заданы в виде линейных
комбинаций векторов e1, e2 и e3, и матрица перехода TE→F
составляется из коэффициентов этих линейных комбина-
ций, записанных в столбцы, т. е.

TE→F =

 1 1 1
−1 0 1
0 1 1

 .

Вычислим [Φ]F по указанной выше формуле.

[Φ]F =

 1 −1 0
1 0 1
1 1 1

·

 1 −1 1
−2 −1 3
0 4 5

·

 1 1 1
−1 0 1
0 1 1

 =

=

 3 0 −2
1 3 6

−1 2 9

 ·

 1 1 1
−1 0 1
0 1 1

 =

 3 1 1
−2 7 10
−3 8 10

 .

Ответ.

 3 1 1
−2 7 10
−3 8 10

 .
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□

Задача 23. Выяснить, при каких значениях парамет-
ра λ квадратичная форма

5x21 + x22 + λx23 + 4x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3

является положительно определенной.

Решение. Матрицей данной квадратичной формы яв-
ляется матрица  5 2 −1

2 1 −1
−1 −1 λ

 .

Согласно критерию Сильвестра (теорема 52) квадра-
тичная форма положительно определена тогда и только
тогда, когда главные миноры этой матрицы положитель-
ны. Вычислим главные миноры ∆1, ∆2 и ∆3 матрицы.
Имеем

∆1 = det
(
5
)
= 5 > 0,

∆2 = det

(
5 2
2 1

)
= 5− 4 = 1 > 0,

∆3 = det

 5 2 −1
2 1 −1

−1 −1 λ

 = 5λ+ 2 + 2− 1− 5− 4λ =

= λ− 2.

Неравенство ∆3 > 0 справедливо при λ > 2, следова-
тельно, данная квадратичная форма положительно опре-
делена при λ > 2.

Ответ. Квадратичная форма положительно опреде-
лена при λ > 2.

□
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