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Линейная алгебра

1 Системы линейных уравнений

Терминология

Определение. Система линейных уравнений — это совокупность урав-
нений следующего вида:





a11x1 + ... + a1nxn = b1

a21x1 + ... + a2nxn = b2

...
am1x1 + ... + amnxn = bm,

(1)

где x1, x2, ..., xn — неизвестные, aij ∈ R (множество действительных
чисел) — коэффициент i-ого уравнения стоящий при j-ом неизвестном
(i = 1, ..., m, j = 1, ..., n), b1, b2, ..., bm — свободные члены.

Определение. Матрицей системы (1) называется таблица вида:


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn


 и обозначается Am×n = (aij)m×n

Определение. Расширенной матрицей системы (1) называется табли-

ца вида:




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn

∣∣∣∣∣∣∣∣

b1

b2

...
bm




Определение. Решением системы (1) называется набор чисел:
c1, c2, ..., cn, таких, что при подстановке их в каждое уравнение систе-
мы (1) вместо x1, ..., xn, соответственно, уравнение становится тож-
деством (верным равенством).

Определение. Система (1)называется совместной, если она имеет хо-
тя бы одно решение. В противном случае она называется несовместной.

Совместная система бывает определенной и неопределенной.
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Определение. Совместная система называется определенной, если
она имеет единственное решение.

Определение. Совместная система называется неопределенный, ес-
ли она имеет более одного решения (бесконечно много).

Пример.

1 x1 + x2 = 1 — совместная неопределенная система

2
{

x1 + x2 = 1
x2 = 1

— совместная определенная система

3
{

x1 + x2 = 1
x1 + x2 = 2

— несовместная система

Определение. Система (1) называется однородной, если все свобод-
ные члены равны нулю. В противном случае (хотя бы один свободный
член не равен нулю) система называется неоднородная.

Замечание. Однородная система всегда совместна (обладает нулевым
решением)

Метод Гаусса

Определение. Элементарными преобразованиями системы (1) назовем
следующие преобразования:

1. Перестановка двух уравнений.

2. Умножение i-ого уравнения на любое действительное число, от-
личное от нуля.

3. Прибавление к i-ому уравнению j-ого уравнения, умноженного на
любое действительное число.

Определение. Две системы называются эквивалентными, если либо
они обе несовместны, либо они обе совместны и обладают одними и
теми же решениями.

Теорема. Две системы эквивалентны, если от одной к другой можно
перейти с помощью элементарных преобразований.

¤ Проверим, что элементарные преобразования переводят систему в
эквивалентную:
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1. Очевидно.

2. Очевидно.

3. Рассмотрим i-ое уравнение второй системы:

(ai1 + aj1 ∗ c)x1 + (ai2 + aj2 ∗ c)x2 + ... + (ain + ajn ∗ c)xn = bi + bj ∗ c

Пусть c1, ..., cn — решение исходной системы (первичной). Перепи-
шем наше уравнение в следующем виде:

(ai1x1 +ai2x2 + ...+ainxn)+ (aj1x1 +aj2x2 + ...+ajnxn)∗ c = bi + bj ∗ c

Заметим, что
ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn = bi

aj1x1 + aj2x2 + ... + ajnxn = bj

Получили тождество.

¥
Среди коэффициентов системы (1), стоящих при неизвестном x1, най-

дем отличный от нуля. Выведем данное уравнение на первое место. Та-
ким образом можно считать без ограничения общности, что a11 не равно
0.

К i-ому уравнению (2 ≤ i ≤ n) добавим первое умноженное на − ai1

a11
.

В результате возможны следующие случаи:

1. Если появляется уравнение вида 0 = 0, то вычеркиваем его из дан-
ной системы.

2. Если появляется уравнение вида 0 = bi (причем bi 6= 0), то система
несовместна.

3. Система приводится к треугольному виду:





a11x1 + a12x2 + ... + a1(n−1)xn−1 + a1nxn = b1

0 + a′22x2 + ... + a′2(n−1)xn−1 + a′2nxn = b′2
...

0 + 0 + ... + 0 + a′mnxn = b′m,

Из последнего уравнения находим xn и так далее.В итоге получим
совместную определенную систему.
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4. Система приводится к трапецевидному виду:





a11x1 + a12x2 + ... + a1(n−1)xn−1 + a1nxn = b1

0 + a′22x2 + ... + a′2(n−1)xn−1 + a′2nxn = b′2
...

0 + 0 + ... + a′ssxs + ... + a′snxn = b′s

Определение. Неизвестные, стоящие на главной диагонали, называ-
ются главными неизвестными. Все остальные неизвестные называют-
ся свободными.

Выразив главные неизвестные через свободные, получим совместную
неопределенную систему.

Определители малых порядков. Правило Крамера

Определение. Определителем (детерминантом) матрицы A =

=

(
a11 a12

a21 a22

)
называется число, определенное следующим образом:

|A| =
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = detA = a11 · a22 − a12 · a21.

Лемма (Правило Крамера для системы второго порядка). Пусть дана
следующая система: {

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2,

тогда x1 = d1

d
, x2 = d2

d
, где d =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ 6= 0, d1 =

∣∣∣∣
b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣,

d2 =

∣∣∣∣
a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣

¤
Покажем, что d ·x1 = d1. Для этого умножим первое уравнение систе-

мы на элемент a22, умножим второе уравнение системы на элемент −a12

и сложим полученные уравнения:

a11 · x1 · a22 − a21 · x1 · a12 = b1 · a22 − b2 · a12
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⇒ d · x1 = d1. Аналогично показывается, что d · x2 = d2. Таким образом,
при условии d 6= 0, получаем, что решение системы второго порядка
находятся по формулам:x1 = d1

d
, x2 = d2

d
.

¥

Определение. Определителем матрицы A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 назы-

вается число, определенное следующим образом: |A| =

=

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
=

= a11·a22·a33+a21·a32·a13+a12·a23·a31−a13·a22·a31−a12·a21·a33−a11·a23·a32 =
= a11 ·(a22 ·a33−a32 ·a23)−a12 ·(a21 ·a33−a23 ·a31)+a13 ·(a21 ·a32−a22 ·a31) =

= a11 ·
∣∣∣∣

a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a12 ·
∣∣∣∣

a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ + a13 ·
∣∣∣∣

a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣.

Пример.

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣
= 45 + 84 + 96− 105− 48− 72 = 0

Лемма (Правило Крамера для системы третьего порядка). Пусть дана
следующая система:





a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a21x1 + a22x2 + a33x3 = b3,

тогда x1 = d1

d
, x2 = d2

d
, x3 = d3

d
, где d =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
6= 0,

d1 =

∣∣∣∣∣∣

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
, d2 =

∣∣∣∣∣∣

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣
, d3 =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣
.

2 Определитель n-ого порядка

Перестановки. Подстановки

Определение. Перестановкой на множестве Ω = {1, 2, 3, ..., n} назы-
вается любой упорядоченный набор из всех элементов множества Ω.
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Пример. Перестановки: (123) (321), (312) (132), (231) (132).

Лемма. На множестве из n элементов можно построить в точности
n! перестановок.

¤ На первое место существует n претендентов, на второе — n − 1
претендент, ..., на последнее — 1 претендент. Следовательно, n · (n− 1) ·
(n− 2) · ... · 1 = n! возможностей для построения перестановки ¥

Определение. Два числа образуют инверсию (беспорядок, нарушение),
если большее стоит левее меньшего.

Определение. Перестановка называется четной (нечетной), если чис-
ло инверсий четно (нечетно).

Упражнение. Число четных перестановок равно числу нечетных пе-
рестановок.

Пример. (51324) — 5 инверсий, следовательно перестановка нечетная.

Определение. Транспозиция—это преобразование перестановки при
котором меняются местами два ее элемента.

Пример. (531)−→(315)

Лемма. Транспозиция меняет четность перестановки.

¤

1. Пусть переставляемые элементы являются "соседними". При
транспозиции , если данные элементы образуют инверсию, то после
преобразования они не будут образовывать инверсию. Наоборот,
если данные элементы не образуют инверсию, то после преобра-
зования они будут образовывать инверсию. В любом случае число
инверсий всей перестановки увеличится или уменьшится на едини-
цу.

2. Пусть дана перестановка (...i ...︸︷︷︸
k

j...), тогда переставляя элемент i

на место j путем выполнения (k + 1) соседней транспозиции, полу-
чим (......ij...). Затем, переставляя j на место i путем выполнения k
соседних транспозиций, получим (...j...i...).Очевидно, что при этом
исходная перестановка поменяем четность. ¥
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Определение. Подстановкой на множестве из n элементов называ-
ется биекция множества из n элементов на себя.

Замечание. Формально подстановку можно представлять в виде двух
перестановок записанных друг под другом.

Пример.
(

3 1 2 4
2 1 4 3

)

Замечание. Существует в точности n! подстановок на n

элементах.

Пример.
(

3 1 2 4
2 1 4 3

)
=

(
1 2 3 4
1 4 2 3

)

Определители n-ого порядка

Определение. Определителем n-ого порядка матрицы A = (aij)n×n на-
зывается алгебраическая сумма n! слагаемых, каждое из которых со-
стоит из n сомножителей, выбранных из каждой строчки и каждого
столбца, взятых со знаком "+"или "−"в зависимости от четности пе-
рестановки, образуемой индексами сомножителей. |A| = ∑

(i1...in)(−1)d ·
a1i1 · ... · anin, где d— четность перестановки, (i1...in) — перестановка.

Определение. Транспонирование — это преобразование матрицы, при
котором строки становятся столбцами матрицы.

Лемма. (Свойства определителя n-ого порядка)

1. Определитель, содержащий нулевую строку равен 0.

¤ Из определения определителя равенство очевидно, так как в
каждом слагаемом определителя находится сомножитель из каж-
дой строки, то есть в каждом слагаемом среди сомножителей на-
ходится нулевой элемент.¥

2. При перестановке двух строк определителя, определитель ме-
няет знак. ¤ Возьмем произвольное слагаемое определителя
a1i1 ...akik ...asis ...anin. Поменяем местами строки определителя, тогда
получим a1i1 ...asik ...akis ...anin, то есть каждое слагаемое переходит
к себе противоположное. ¥
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3. Определитель содержащий две одинаковые строки равен 0.

¤ Если у исходной матрицы A поменять местами наши одинаковые
строки, то определитель матрицы изменит знак. Но с другой сторо-
ны мы получим при перестановке строк снова исходную матрицу.
То есть detA = −detA поэтому detA = 0. ¥

4. Если умножить строку матрицы на α, то и весь определитель умно-
житься на α.

¤ Без ограничения общности будем считать, что в матрице на α
умножили i-ую строку. Из определения определителя видно, что в
каждом слагаемом есть ровно один элемент i-ой строки. Выносим
общий множитель α за скобу, то есть весь определитель умножился
на α. ¥

5. Если к одной строке определителя прибавить другую, умноженную
на число α, то определитель не изменится.

6. При транспонировании матрицы определитель не меняется.

Замечание. Свойства 1-5 справедливы и для столбцов (в силу свой-
ства 6).

Определение. Матрица (aij)n×n называется симметрической (косо-
симметрической), если (aij)n×n = (aji)n×n ((aij)n×n = −(aji)n×n).

Упражнение. Доказать, что определитель матрицы




1 2 1
1 4 3
2 7 5




делится на 11, не вычисляя его.

3 Алгебра матрицы
Определение. Суммой матриц A = (aij) и B = bij называется матрица
C = cij, где cij = aij + bij.

Замечание. Сумма матриц определена, если они имеют одинаковые
размеры.

Определение. Умножением матриц A = (aij) и B = (bij) называется
матрица C = cij, такая что cij =

∑n
k=1 aik · bkj.
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Замечание. 1. Умножение матриц определено, если число столбцов
первой матрицы равно числу строк второй (Am×n ·Bn×s = Cm×s).

2. Умножение матриц некоммутативно (A ·B 6= B · A).

Определение. Умножением матриц A = (aij) на действительное число
α называется матрица B = bij, такая что bij = α · aij.

Пример. Пусть A =

(
1 2 3
1 0 1

)
, B =




1 −1 0 1
1 −1 0 −1
1 −1 0 1


, тогда

A ·B =

(
6 −6 0 2
0 0 0 0

)

Лемма. Свойства сложения и умножения матриц

1. (A + B) + C = A + (B + C) — ассоциативность по сложению.

2. A + B = B + A — коммутативность по сложению.

3. (A + O) = (O + A) = O, где O—нулевая матрица — существование
нейтрального по сложению.

4. ∀ A ∃ B : A + B = O — существование обратного по сложению.

5. α · (A + B) = α · A + α ·B — дистрибутивность.

6. (α + β) · A = α · A + β · A — дистрибутивность.

7. (α · β) · A = α · (β · A) — ассоциативность.

8. (A ·B) · C = A · (B · C).

9. A · E = E · A, где E — единичная матрица.

10. ∀ A : |A| 6= 0 ∃ B : A · B = E — существование обратного по
умножению.

11. A ·B 6= B · A
Упражнение. : доказать свойство 11.
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Миноры и алгебраические дополнения

Пусть дана матрица A = (aij)n×n.

Определение. Минором элемента aij называется определитель мат-
рицы полученный из матрицы A путем вычеркиванием i-ой строки и
j-ого столбца и обозначается Mij.

Определение. Алгебраическим дополнением элемента aij называется
число Aij = (−1)i+jMij.

Теорема (Разложение определителя по строке).∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ai1Ai1 + ai2Ai2 + ... + ainAin

¤ Докажем по индукции: Пусть n = 1, тогда
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 −
−a12a21 = a11A11 + a12A12. Для произвольного n доказывается аналогич-
но. ¥

Следствие. Для i 6= j справедливо следующее равенство: ai1Aj1 + ... +
+ainAjn = 0

По теореме эта сумма равна определителю n-ого порядка, у которого
роль элементов j-ой строки играют элементы i-ой.

Определение. Матрица A называется обратной к матрицы B (и на-
оборот), если AB = BA = E, то есть B = A−1 или A = B−1.

Определение. A = (aij)n, тогда матрица вида A =

=




A11 A21 ... An1

A12 A22 ... An2

... ... ... ...
A1n A2n ... Ann


 называется присоединенной к матрице A .

Лемма. A · A = A · A =




|A| 0 ... 0
0 |A| ... 0
... ... ... ...
0 0 ... |A|


 = |A| · E
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¤ A · A =




A11 A21 ... An1

A12 A22 ... An2

... ... ... ...
A1n A2n ... Ann


 ·




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann


 =

=




|A| 0 ... 0
0 |A| ... 0
... ... ... ...
0 0 ... |A|


 ¥

Замечание. Если |A| 6= 0, то A · A
|A| = A

|A| = E (то есть A−1 = A
|A|).

Пример. Пусть дана матрица A =




1 2 −1
1 3 2
−2 1 1


, |A| =

=

∣∣∣∣∣∣

1 2 −1
1 3 2
−2 1 1

∣∣∣∣∣∣
= −16, заметим что A11 = 1, A21 = −3, A31 = 7,

A12 = −5, A22 = −1, A32 = −3, A13 = 7, A23 = −5, A33 = 1.

A−1 = − 1
16
·



1 −3 7
−5 −1 −3
7 −5 1




Замечание. Если дана матрица A, то с помощью элементарных пре-
образований можно найти обратную к ней матрицы. То есть матрицу

вида
(

A
E

)
=|с помощью элементарных преобразований столбцов|=

=

(
E
B

)
. Причем, тогда B = A−1.

Пример.




1 2 1
1 3 2
−2 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1




→




1 0 0
1 1 3
−2 5 −1
1 −2 1
0 1 0
0 0 1




→
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


1 0 0
0 1 0
−7 5 −16
3 −2 7
−1 1 −3
0 0 1



→




1 0 0
0 1 0
0 0 1
−1
16

3
16

−7
16

5
16

1
16

3
16−7

16
5
16

−1
16



.

Теорема. (Правило Крамера) Пусть дана квадратная система линей-
ных уравнений (Ax = b — матричная запись уравнения, |A| 6= 0), тогда
xi = di

d
, i = i, n, d = |A|, di — определитель полученный из d путем

замены i-ого столбца на столбец свободных членов.

¤ Ax = b, домножим уравнение на A−1 слева, тогда получим уравне-
ние A−1Ax = A−1b ⇒ Ex = A−1b ⇒ x = A−1b



x1

x2

...
xn


 = 1

|A| ·




A11 A21 ... An1

A12 A22 ... An2

... ... ... ...
A1n A2n ... Ann


 ·




b1

b2

...
bn


, откуда получается

x1 = 1
A
(A11b1 + A21b2 + ... + An1bn), ... , xn = dn

d
¥

Теорема (Об умножении определителей). det(A ·B) = detA · detB

¤

Лемма (Вспомогательная).∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ... a1s 0 ... 0
... ... ... ... ... ...
as1 ... ass 0 ... 0
c11 ... c1s b11 ... b1n

... ... ... ... ... ...
cn1 ... cns bn1 ... bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
As×s Os×n

Cn×s Bn×n

∣∣∣∣ = |A||B|

¤ Докажем по индукции: Пусть A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, тогда лемма оче-

видна. Пусть для матрицы размера (n− 1)× (n− 1) доказано. Докажем

для матрицы размера n × n.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ... a1s 0 ... 0
... ... ... ... ... ...
as1 ... ass 0 ... 0
c11 ... c1s b11 ... b1n

... ... ... ... ... ...
cn1 ... cns bn1 ... bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= |разложим
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определитель по первой строке| = a11

∣∣∣∣
A11 O
C1 B

∣∣∣∣ + a12

∣∣∣∣
A12 O
C2 B

∣∣∣∣ +

+ ... + a1s

∣∣∣∣
A1s O
Cs B

∣∣∣∣ = |по предположению индукции| = a11A11|B|+ .. +

a1nA1n|B| = (a11A11 + .. + a1nA1n)|B| = |A||B| — лемма доказана. ¥ За-

метим, что |A| · |B| =

∣∣∣∣
An×n O
−En×n Bn×n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ... a1s 0 ... 0
... ... ... ... ... ...
as1 ... ass 0 ... 0
−1 ... 0 b11 ... b1n

... ... ... ... ... ...
0 ... −1 bn1 ... bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Затем, используя элементарные преобразования строк и столбцов, полу-

чаем
∣∣∣∣

A O
−E B

∣∣∣∣ →
∣∣∣∣

A AB
−E 0

∣∣∣∣ →
∣∣∣∣

AB A
0 −E

∣∣∣∣ = (−1)n(−1)n|AB| =
= |AB| ¥

3.1 Ранг матрицы

Определение. Минором k-ого порядка матрицы размера n на m, назы-
вается определитель матрицы, стоящий на пересечении произвольных
k строк и k столбцов матрицы A.

Пример. A =




1 2 3 −1
2 −1 4 2
3 1 0 1


 Минором второго порядка матрицы

A является M(1,3)(3,4) =

∣∣∣∣
3 −1
0 1

∣∣∣∣.

Определение. Рангом матрицы A называется число r (rangA =
= r(A) = r), то есть такой что в матрице A существует минор r-
того порядка отличный от нуля, а все миноры (r+1)-ого порядка равны
нулю.

Замечание. 1. Все миноры размерности больше r равняются нулю.

2. Если все миноры равны нулю, то ранг матрицы равен нулю.

Замечание. Ранг матрицы не меняется при элементарных преобразо-
ваниях, так как любую матрицу можно привести с помощью элемен-
тарных преобразований к трапецевидному виду, поэтому вычисление
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ранга матрицы можно свести к подсчету ненулевых элементов, сто-
ящих на главной диагонали.

Способ вычисления ранга матрицы

1. Приводим матрицу к трапецевидному виду.

2. Считаем число ненулевых элементов, стоящих на главной диагона-
ли.

3. Количество ненулевых элементов на главной диагонали = порядку
самого большого минора = рангу исходной матрицы.

Пример.




1 −1 1 2 3
2 −3 2 4 6
3 −4 3 6 9
−1 1 1 1 0


 = |приведем матрицу к трапецевид-

ному виду элементарными преобразованиями| =




1 −1 1 2 3
0 −1 0 0 0
0 0 2 3 3
0 0 0 0 0


.

Получаем, что r = 3.

4 Комплексные числа
Определение. Комплексным числом называется выражение следую-
щего вида: z = a + ib, где a, b ∈ R, i =

√−1. Причем, a называется
действительной частью z (Re z), а b называется мнимой частью z
(Im z). Множество всех комплексных чисел обозначается C.

Операции над комплексными числами

Свойства. z1 = a + ib, z2 = c + id

1. Сложение: z1 ± z2 = a± c + i(b± d).

2. Произведение: зная, что i2 = −1, получаем z1·z2 = (a+ib)(c+id) =
= ac− bd + i(ad + bc).
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3. Деление: (условие: c2 + d2 6= 0)

z1

z2

=
a + ib

c + id
=

(a + ib)(c− id)

(c + id)(c− id)
=

ac + bd + i(bc− ad)

c2 + d2
=

ac + bd

c2 + d2
+

i(bc− ad)

c2 + d2
.

Свойства (Операций). z1, z2, z2 ∈ C, α, β ∈ R
1. Ассоциативность: z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3.

2. Коммутативность: z1 + z2 = z2 + z1.

3. Унитарность: z1 + 0 = 0 + z1 = z1, z1 · 1 = 1 · z1 = z1.

4. Симметричность: z1 + z2 = 0 ⇔ z1 = −z2.

5. Дистрибутивность: (α+β)·z1 = α·z1+β·z1, α·(z1+z2) = α·z1+α·z2.

Упражнение. Проверить свойства операций.

Замечание. Представление комплексного числа z в виде z = a + ib
называется алгебраической формой записи комплексного числа.

Геометрическая интерпретация комплексного числа

Каждому z соответствует пара действительных чисел, а ей в свою
очередь соответствует точка в плоскости. Таким образом, получаем
комплексную плоскость, оси которой назовем действительной и мни-
мой.(рис.1)

i = 0 + i · 1 координаты (0,1).

z = a + ib ⇒
{

a = r · cos ϕ
b = r · sin ϕ

⇒ z = r · (cos ϕ + i sin ϕ)

{
r =

√
a2 + b2

ϕ = arctan b
a

Тригонометрическая форма записи комплексного чис-
ла

0 < ϕ < 2π, r > 0, r = |z| (модуль комплексного числа), ϕ = arg z
(аргумент комплексного числа) ⇒ z = r · (cos ϕ + i sin ϕ).

Замечание. При умножении комплексных чисел модули этих чисел
перемножаются, а аргументы складываются.
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Рис. 1:

Формула Муавра

(r(cos ϕ + i sin ϕ))n = rn(cos nϕ + i sin nϕ)

Пример. (cos ϕ + i sin ϕ)2 = cos 2ϕ + i sin 2ϕ

Определение. Пусть z = a+ib, тогда z = a−ib называется комплекс-
но сопряженным числу z.

Лемма (Свойства сопряжения). 1. z = z ⇔ z ∈ R.
2. z1 + z2 = z1 + z2.

3. z1z2 = z1z2.

4. ( z1

z2
) = z1

z2
.

5. z + z и zz — действительные числа.

Извлечение корней из комплексных чисел

Определение. Число w называется корнем n-ой степени из комплекс-
ного числа z, если wn = z.
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Теорема. Существует в точности n корней n
√

z, которые вычисляют-
ся по следующей формуле:

n
√

z = { n
√

r(cos
ϕ + 2πk

n
+ i sin

ϕ + 2πk

n
), k = 0, n− 1},

где r = |z|, ϕ = arg z

¤ z = r(cos ϕ + i sin ϕ). Пусть z0 = r0(cos ϕ0 + i sin ϕ0) — корень n-ой
степени из z. Тогда zn

0 = rn
0 (cos nϕ0 + i sin nϕ0) = z. Заметим, что rn

0 = r,
nϕ0 = ϕ ⇒ r0 = n

√
r, ϕ0 = ϕ+2πk

n
, тогда ϕ0 = ϕ+2πk

n
= ϕ

n
+ 2πk

n
, k = 0, n− 1

¥

Геометрическая интерпретация извлечения корней

Рисунок 2.

Рис. 2:

Извлечение квадратных корней из комплексных чисел

z = a = ib,
√

z = ±(x+ iy),⇒ (x+ iy)2 = a+ ib ⇒ x2 +2ixy−y2 = a+ ib ⇒{
x2 − y2 = a

2xy = b
⇒

{
x2 − y2 = a

x2 + y2 = ±√a2 + b2
⇒

{
x2 = 1

2
(a±√a2 + b2)

y2 = 1
2
(−a±√a2 + b2)

Имеем две возможности для x и две возможности для y. Всего 4
возможности. А нужно 2. Если b—положительное число, то x и y име-
ют одинаковые знаки (отрицательные или положительные). Если b—
отрицательное число, то x, y имеют разные знаки.
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Корни из единицы
n
√

1 = cos 2πk
n

+ i sin 2πk
n
, k = 0, n− 1, ε0, ..., εn−1

Лемма. Пусть z0—корень n-ой степени комплексного числа z, тогда
zi = z0 · εi.

¤ Заметим, что zi 6= zj при i 6= j, так как εi 6= εj ⇒ (zi)
n = (z0εi)

n =
zn
0 εn

i = z · 1 = z ¥

Определение. Корень n-ой степени из 1 называется примитивным
(первообразным), если его степени ( от 0 до n − 1) исчерпывают все
множество корней n-ой степени из единицы.

Замечание. 1. εi—первообразный корень n-ой степени из единицы
⇔ когда i взаимно просто с n.

2. C помощью примитивного корня n-ой степени из 1 и некоторого
корня из z0 можно получить все корни из z. zi = z0 · εi.

5 Линейные (векторные) пространства
Пусть V непустое множество, R —множество действительных чисел, на
множестве заданы операции:

1. Сложение V × V = (a, b)|a, b ∈ V

V × V → V

a + b = c ∈ V

(говорят, что на множестве V задана бинарная операция (2 элемен-
та)).

2. Умножение элементов V на действительные числа

R × V → V, тогда V — линейное пространство, если выполнены сле-
дующие условия:

1. (a + b) + c = a + (b + c) — ассоциативность.

2. ∃0 ∀a a + 0 = a — унитарность.
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3. ∀a ∃b : a + b = 0 — симметричность.

4. a + b = b + a — коммутативность.

a, b, c ∈ V

5. α(a + b) = αa + αb — дистрибутивность.

6. (α + β)a = αa + βa — дистрибутивность.

α, β ∈ R

7. 1 · a = a — унитарность (по умножению).

8. α(βa) = (αβ)a — ассоциативность (относительно β).

Замечание. Элементы множества V — векторы, элементы множе-
ства R — числа (скаляры).

Пример. 1. Rn = R× ...×R︸ ︷︷ ︸
n

= {(α1, ..., αn)|αi ∈ R, i = 1, n}

n — мерное действительное пространство.

2. Множество всех квадратных матриц размера n, элементы кото-
рых действительные числа — векторное пространство Mn(R).

3. R.

Определение. Базисом (базой) пространства V называется система
линейно независимых векторов, через которую выражается любой век-
тор пространства.

Определение. Число векторов в базисе называется размерностью про-
странства (если оно бесконечно, то пространство — бесконечномерное,
в противном случае — n-мерное (конечномерное))

Пример. Rn :−→e1 = (1, 0, ..., 0)−→e2 = (0, 1, ..., 0)
...−→en = (0, 0, ..., 1)
Если взять −→a (α1, ..., αn) −→a = α1

−→e1 + ... + αn
−→en.
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Пусть −→e1 , ...,
−→en — базис пространства V, a ∈ V, тогда −→a = α1

−→e1 +
+ ... + αn

−→en

(α1, ..., αn) — координаты вектора ~a в базисе −→e1 , ...,
−→en, то есть:−→a−→e (α1, ..., αn).

Лемма. Координаты вектора в любом базисе определяются единствен-
ным образом. При сложении векторов, заданных в одном базисе, их ко-
ординаты складываются, а при умножении вектора на число, коорди-
наты умножаются на число.

¤ Пусть −→a = α1
−→e1 + ... + αn

−→en
−→a = β1

−→e1 + ... + βn
−→en ⇒ вычитая,

получим: (α1 − β1)
−→e1 + ... + (αn − βn)−→en =

−→
0

так как −→e1 , ...,
−→en — линейно независимы, то αi − βi = 0 i = 1, n то

есть: αi = βi i = 1, n.
Тем самым мы доказали единственность представления координат

вектора в базисе.
Сложение:
Пусть −→a = α1

−→e1 +...+αn
−→en

−→
b = β1

−→e1 +...+βn
−→en ⇒ вычитая, получим:

−→a +
−→
b = (α1 + β1)

−→e1 + ... + (αn + βn)−→en = (α1 + β1, ..., αn + βn)
Умножение доказывается аналогично.¥
Пусть −→e1 , ...,

−→en,
−→
e′1 , ...,

−→
e′n — базисы, тогда:

−→
e′1 = a11

−→e1 + ... + a1n
−→en−→

e′2 = a21
−→e1 + ... + a2n

−→en

...−→
e′n = an1

−→e1 + ... + ann
−→en

⇒ (
−→
e′1 , ...,

−→
e′n)=(−→e1 , ...,

−→en)A−→
e′ = −→e A.
Вектора одного базиса можно выразить через вектора другого.
Базисы векторного пространства связываются между собой посред-

ством невырожденной матрицы.

Линейное подпространство

Определение. Непустое множество L называется линейным подмно-

жеством, если ∀x, y, z ∈ L ∀α ∈ R ⇒
{

(x + y) ∈ L
αx ∈ L

(αx + βy) ∈ L
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Пример. V, Ø
Все векторы коллинеарны данному −→a .
L = αa|α ∈ R

Определение. a1, ..., an ∈ V, тогда линейной оболочкой векторов−→a1 , ...,
−→an называется множество следующего вида: V (−→a1 , ...,

−→an) =
= {α1

−→a1 + ... + αn
−→an|αi ∈ R, i = 1, n}

Теорема. Пустое подмножество L ∈ V является линейным подпро-
странством тогда и только тогда, когда L — линейная оболочка неко-
торого множества векторов.

¤ (⇒) L — линейное подпространство. Докажем, что L — линейная
оболочка.

Так как L — линейное подпространство, то у него есть базис−→e1 , ...,
−→en, через который выражается любой вектор множества L ⇒

L = L(−→e1 , ...,
−→en)

(⇐)
L = L(−→e1 , ...,

−→en).
Доказать, что L — подпространство.
Пусть −→c = γ1

−→e1 + ... + γn
−→en

−→
b = β1

−→e1 + ... + βn
−→en ⇒−→c +

−→
b = (γ1 + β1)

−→e1 + ... + (γn + βn)−→en

αa ∈ L ¥

Определение. Суммой двух подпространств L1 и L2 называется мно-
жество L1 + L2 = {−→e1 +−→e2 |−→e1 ∈ L1,

−→e2 ∈ L2}.
Определение. Пересечением двух подпространств L1 и L2 называется
множество L1

⋂
L2 = {−→e ∈ L1, L2}.

Лемма. Суммой и пересечением двух подпространств является снова
линейное подпространство.

¤ Пусть −→x ,−→y ∈ L1 + L2 ⇒−→x = −→x1 +−→x2−→y = −→y1 +−→y2−→x +−→y = (−→x1+−→x2)+(−→y1 +−→y2) = (−→x1 +−→y1︸ ︷︷ ︸
∈L1

)+(−→x2 +−→y2︸ ︷︷ ︸
∈L2

)⇒−→x +−→y ∈ L1+L2

α−→x = α−→x1α
−→x2 ∈ L1 + L2 ⇒

Сумма — линейное подпространство.
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Пусть −→x ,−→y ∈ L1

⋂
L2

Так как x принадлежит L1 и L2, то он выражается через вектора
принадлежащие как L1 так и L2. Аналогично с y. Значит и их сумма
выражается через векторы из L1 и L2, а значит она лежит в L1

⋂
L2.

Аналогично с αx. ¥
Замечание. размерность пространства обозначается следующим об-
разом: dimL = n.

Теорема. dim(L1 + L2) = dimL1 + dimL2 − dim(L1

⋂
L2)

¤ Пусть dimL1 = n1, dimL2 = n2, dim(L1

⋂
L2) = n−→a1 , ...,

−→an — базис L1

⋂
L2.

Дополним его до базиса пространства L1 : −→a1 , ...,
−→an,−−→an+1, ...,

−→an1

Дополним его до базиса пространства L2 : −→a1 , ...,
−→an,

−−→
bn+1, ...,

−→
bn2−→a1 , ...,

−→an,−−→an+1, ...,
−→an1,

−−→
bn+1, ...,

−→
bn2 — является базисом суммы L1 + L2.

Любой вектор пространства выражается через векторы этого про-
странства и они линейно независимы.

x ∈ L1 + L2 ⇒ x = x1 + x2.
x1 =

∑n1

i=1 αiai

x2 =
∑n2

j=1 βjaj(bj)
В результате имеем, что x1 + x2 выражается через векторы ai, bj, где

i = 1, n, j = n + 1, n2

Рассмотрим линейную комбинацию α1
−→a1 + ...+αn

−→an +αn+1
−−→an+1 + ...+

+ αn1
−→an1 + βn+1

−−→
bn+1 + ... + βn2

−→
bn2 = 0

Рассмотрим −→y = α1
−→a1 + ... + αn1

−→an1 = −βn+1

−−→
bn+1 − ...− βn2

−→
bn2.

y ∈ L1 с другой стороны y ∈ L2,
Так как y выражается через векторы пространства L2, которые не

принадлежат пространству L1, а это возможно тогда, когда βn+1 = ... =
= βn2 = 0

Так как −→a1 , ...,
−→an — линейная независимая система, то α1 = ... = αn1 =

= 0 ¥

Алгоритм решения дежурной задачи:

Пространство L1 натянуто на систему векторов −→a1 , ...,
−→ak , L2 — на−→

b1 , ...,
−→
bs

Размерность суммы и пересечения:
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1. Из системы −→a1 , ...,
−→ak выбираем линейную независимую: то есть

приводим матрицу:





a1(∗...∗)
...

an(∗...∗)
к верхнетреугольному виду. Ана-

логично проделываем с b-ми.

Выбрали из L1 и L2 базис

находим размерность L1 и L2

2. Объединяем базисы первого и второго пространства, получаем си-
стему −→a1 , ...,

−→ak′ ,
−→
b1 , ...,

−→
bs′ и выбираем из нее линейную независимую, далее как в

пункте 1.

3. dim(L1 + L2)

4. dim(L1

⋂
L2)

Линейное отображение

Определение. Отображение ϕ : L1 → L2 линейное, если ϕ(x1 + x2) =
= ϕ(x1) + ϕ(x2), для любых x1, x2 ∈ L1.

ϕ(αx1) = αϕ(x1), α ∈ R

Пример (1). ϕ(x) = 0 ∀x ∈ L1

ϕ(x1 + x2) = 0 = 0 + 0 = ϕ(x1) + ϕ(x2),
0 = 0 · α = αϕ(x)

Пример (2). ϕ : R2 → R2

ϕ(x) = ϕ(x1, x2) = (2x1 + x2,−x2)
ϕ(x1 +x2) = (2(x1 +y1)+(x2 +y2),−(x2 +y2)) = (2x1 +x2,−x2)+(2y1 +

+ y2,−y2) = ϕ(x1) + ϕ(x2),

Пример (3). ϕ : L1 → L1

ϕ(x) = x

Замечание. С любым линейным отображением можно связать мат-
рицу.
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Пример (4). ϕ : R1 → R1

ϕ(x) = x2

ϕ(x1 + x2) = (x1 + x2)
2 = x2

1 + 2x1x2 + x2
2 = ϕ(x1) + ϕ(x2) + 2x1x2, ⇒

линейности нет.

Определение. Ядром линейного отображения ϕ : L1 → L2 называется
Kerϕ = x ∈ L1|ϕ(x) = 0.

Определение. Образом линейного отображения ϕ : L1 → L2 называ-
ется Imϕ = y ∈ L2|∃x ∈ L1ϕ(x) = y.

Лемма. Образ и ядро линейного отображения являются линейными
пространствами.

¤ Пусть Kerϕ = x ∈ L1|ϕ(x) = 0.
ϕ(x1 + x2) (x1 + x2) ∈ Kerϕ.
Дано: x1, x2 ∈ ϕ
Доказать: ϕ(x1 + x2) = (x1 + x2) ∈ ϕ
ϕ(x1 + x2) = ϕ(x1) + ϕ(x2) = 0 + 0 = 0
ϕ(αx1) = αϕ(x1) = α · 0 = 0.
y1, y2 ∈ Imϕ y1 = ϕ(x1) y2 = ϕ(x2)
ϕ(x1) + ϕ(x2) = ϕ(x1 + x2) = y1 + y2

αy1 = αϕ(x1) = ϕ(αx1) ¥

Замечание.
{

ϕ(x) = 0
Ax = 0

}

Размерность ядра равна числу свободных неизвестных из уравнения
Ax.

Размерность образа равна числу главных элементов.
Сумма размерности равна размерности всего пространства (L1).
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Экзаменационные вопросы

1. Система линейных уравнений (терминология, определения).

2. Метод Гаусса.

3. Определители второго и третьего порядка. Правило Крамера.

4. Векторы и операции над ними. Линейная зависимость векторов.

5. Системы координат на плоскости и в пространстве.

6. Проекция вектора на ось. Скалярное произведение и его свойства.
Выражение скалярного произведение через декартовые координа-
ты.

7. Векторное произведение и его свойства.

8. Смешанное произведение и его свойства.

9. Различные виды уравнений прямой на плоскости. Взаимное распо-
ложение прямых в пространстве. Расстояние от точки до прямой.

10. Уравнение плоскости в пространстве. Взаимное расположение двух
плоскостей. Расстояние от точки до плоскости.

11. Уравнение прямой в пространстве. Взаимное расположение двух
прямых.

12. Фокальное свойство эллипса.

13. Директориальное свойство эллипса.

14. Касательная к эллипсу.

15. Оптическое свойство эллипса.

16. Фокальное свойство гиперболы.

17. Директориальное свойство гиперболы.

18. Касательная к гиперболы.

19. Оптическое свойство гиперболы.
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20. Фокально-директориальное свойство параболы.

21. Касательная к параболе. Оптическое свойство параболы.

22. Классификация центральных кривых второго порядка.

23. Классификация кривых второго порядка без центра и с бесконеч-
ным числом центров.

24. Обзор поверхностей второго порядка.

25. Перестановки и подстановки.

26. Определитель n-ого порядка и его свойства.

27. Операции над матрицами и их свойства

28. Миноры и алгебраические дополнения.

29. Обратная матрица. Правило Крамера.

30. Теорема об умножении определителей.

31. Ранг матрицы и способы его выражения.

32. Комплексные числа. Геометрическая интерпретация комплексного
числа. Формула Муавра.

33. Извлечение корней из комплексных чисел. Квадратные корни. Кор-
ни из единицы.

34. Линейные пространства. Базис и размерность.

35. Сумма и пересечение подпространств.

36. Линейное отображение. Образ и ядро.
Темы задач

1. Вычисление определителей.

2. Обратная матрица.

3. Ранг матрицы.

4. Комплексные числа.

5. Линейные пространства (размерность, сумма, пересечение).
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