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1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèîáðåëè ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè è, â ÷àñò-
íîñòè, âîïðîñû êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ â öåëÿõ åå íàäåæíîé ïåðåäà÷è ïî "çàùèùåí-
íûì"êàíàëàì. Îáû÷íî áûâàåò íåîáõîäèìî ïåðåäàòü ñîîáùåíèå, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ýëåìåíòàìè íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî àëôàâèòà. Åñëè, íàïðè-
ìåð, ýòîò àëôàâèò ñîñòîèò èç ñèìâîëîâ 0 è 1, òî ïåðåäàâàåìîå ñîîáùåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê íåêîòîðîå äâîè÷íîå ÷èñëî. Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àëôàâèò ÿâëÿåòñÿ íåêîòî-
ðûì êîíå÷íûì ïîëåì. Ïåðåäà÷à êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ àëôàâèòà ïî êàíàëó
ñâÿçè íå îáÿçàòåëüíî îñóùåñòâëÿåòñÿ â "òî÷íîì"âèäå â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäûé áèò èíôîðìà-
öèè ïåðåäàåòñÿ ïî êàíàëó íå èçìåíÿÿñü. Ââèäó òîãî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò èäåàëüíîãî êàíàëà áåç
"øóìîâ" , ïîëó÷àòåëü ïåðåäàâàåìîãî ñîîáùåíèÿ ìîæåò ïîëó÷èòü èñêàæåííóþ èíôîðìàöèþ è
îøèáî÷íî èñòîëêîâàòü ïåðåäàííûå ñèãíàëû.

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðåìëåíèå ê òîìó, ÷òîáû âåðîÿò-
íîñòü îøèáîê, ïîÿâëÿþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå øóìà â êàíàëå ñâÿçè, áûëà ñâåäåíà ê ìèíèìóìó.
Ìåòîäû ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé â îñíîâíîì áàçèðóþòñÿ íà ñâîéñòâàõ êî-
íå÷íûõ ïîëåé.

Îñíîâíîé èäååé àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à èçáûòî÷íîé èíôîð-
ìàöèè âìåñòå ñ òåì ñîîáùåíèåì, êîòîðîå íåîáõîäèìî ïåðåäàòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñèìâîëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ïåðåäàâàåìîå ñîîáùåíèå, íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì
ïðåîáðàçóåòñÿ â áîëåå äëèííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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2 Ëèíåéíûå êîäû
Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà < F,+, · > íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè:
1. < F,+, · > ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé (àáåëåâîé) ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ

2. < F/{0}, · > ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ïî óìíîæåíèþ

3. âûïîëíÿåòñÿ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè: äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ F ñïðàâåäëèâî

a(b+ c) = ab+ ac

Ïîðÿäêîì ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ. Ïîëå íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè îíî èìååò
êîíå÷íûé ïîðÿäîê.

Ïðèìåðû. <Q,+, · >,< R,+, · >,< C,+, · > - áåñêîíå÷íûå ïîëÿ.
Êîëüöî âû÷åòîâ < Z,+, · > öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p. Äàëåå òàêîå ïîëå

áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûì è îáîçíà÷àòü Fp.

Îïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-
ëî p òàêîå, ÷òî â ïîëå F ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

1 + 1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸
p ðàç

= 0

Ïîñêîëüêó â ïîëå íåò äåëèòåëåé íóëÿ, õàðàêòåðèñòèêà p âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.
Åñëè òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîëå F èìååò õàðàêòåðèñòèêó 0. Î÷åâèäíî,
÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå èìååò õàðàêòåðèñòèêó, îòëè÷íóþ îò 0.

2.1 Ïîñòðîåíèå ëèíåéíîãî êîäà

Ïðîñòàÿ ìîäåëü ñèñòåìû ñâÿçè ñëåäóþùàÿ:

Ñîîáùåíèå a

↓ f

Çàêîäèðîâàííîå ñîîáùåíèå c

↓

5



Êàíàë ñâÿçè ← øóì

↓

Ïîëó÷åííîå ñîîáùåíèå c+ e

↓ g

Äåêîäèðîâàííîå ñîîáùåíèå a

Ñèìâîëû, ñîñòàâëÿþùèå èñõîäíîå çàêîäèðîâàííîå ñîîáùåíèå, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè êîíå÷-
íîãî ïîëÿ Fq.Êîäèðîâàíèå îáîçíà÷àåò, ÷òî áëîê èç k ñèìâîëîâ ïåðåäàâàåìîãî ñîîáùåíèÿ a1 a2 ... ak,ai ∈
Fq i = 1, k çàìåíÿåòñÿ êîäîâûì ñëîâîì c1, c2, ..., cn n > k, ci ∈ Fq, i = 1, n.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîäîâîå ñëîâî êàê n-ìåðíóþ âåêòîð-ñòîðîíó c ∈ F n
q

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f èç F k
q â F n

q íàçûâàåòñÿ ñõåìîé êîäèðîâàíèÿ, à g : F n
q → F k

q

íàçûâàåòñÿ ñõåìîé äåêîäèðîâàíèÿ.
Ïðîñòàÿ ðàçíîâèäíîñòü ñõåìû êîäèðîâàíèÿ èìååò âèä:

a = a1 a2 ... ak → a1 a2 ... ak c1 c2 ... cn−k = c

ãäå ïåðâûå k ñèìâîëîâ ñîâïàäàþò ñ k ñèìâîëàìè èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ è íàçûâàþòñÿ èíôîðìà-
öèîííûìè ñèìâîëàìè, à äîïîëíèòåëüíûå n − k ñèìâîëû íàçûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûå (êîíòðîëü-
íûìè) ñèìâîëàìè.

Òàêàÿ ñõåìà êîäèðîâàíèÿ ÷àñòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå.Ïóñòü H - ìàòðèöà ðàç-
ìåðîì (n− k)× n ñ ýëåìåíòàìè èç Fq è èìåþùàÿ âèä

H = (AEn−k)

ãäå À - ìàòðèöà ðàçìåðà (n−k)×k, à En−k - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n−k. Òîãäà ïðîâåðî÷íûå
ñèìâîëû îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Hct = 0

Óðàâíåíèÿ äàííîé ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè óðàâíåíèÿìè ëèíåéíîãî êîäà.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü H3×7 ìàòðèöà íàä ïîëåì F2 ñëåäóþùåãî âèäà:

H =

 1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0
1 1 1 0 0 0 1


n = 7, k = 4

Ïðîâåðî÷íûå ñèìâîëû ìîæíî íàéòè èç ñèñòåìû óðàâíåíèéHct = 0 ãäå c = (a1 a2 a3 a4 c1 c2 c3).
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
a1 + a3 + a4 + c1 = 0
a1 + a2 + a4 + c2 = 0
a1 + a2 + a3 + c3 = 0,

òîãäà ïðîâåðî÷íûå ñèìâîëû ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èíôîðìàöèîííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
c1 = a1 + a3 + a4
c2 = a1 + a2 + a4
c3 = a1 + a2 + a3

Èòàê,
a1 a2 a3 a4 → a1 a2 a3 a4 c1 c2 c3

f : F 4
2 → F 7

2

a1 a2 a3 a4 → a1 a2 a3 a4 (a1 + a2 + a4) (a1 + a2 + a4) (a1 + a2 + a3)

Íàïðèìåð 0101→ 0101001.

Îïðåäåëåíèå.Ïóñòü H - ìàòðèöà íàä ïîëåì Fq ðàçìåðîì (n−k)×n è ðàíãà n−k. Ìíîæåñòâî
Ñ âñåõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ c ∈ F n

q óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ Hct = 0 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì
(n, k) êîäîì íàä ïîëåì Fq. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ñ íàçûâàþòñÿ êîäîâûìè ñëîâàìè (âåêòîðàìè).
×èñëî n íàçûâàåòñÿ äëèíîé êîäà, k - ðàçìåðíîñòüþ êîäà. Ìàòðèöà H íàçûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íîé
ìàòðèöåé ëèíåéíîãî êîäà Ñ. Åñëè q = 2, Ñ íàçûâàåòñÿ áèíàðíûì êîäîì. Åñëè ìàòðèöà H èìååò
âèä H = (AEn−k), òî êîä Ñ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèì êîäîì.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Ñ ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Hct = 0 ÿâëÿåòñÿ k - ìåð-
íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà F n

q .Òàê êàê êîäîâûå ñëîâà îáðàçóþò ãðóïïó
ïî ñëîæåíèþ, òî Ñ òàêæå íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâûì êîäîì.

Ïðèìåð 2. (êîä ñ îáùåé ïðîâåðêîé íà ÷åòíîñòü)
Ïóñòü äàíî ïîëå F2 è ïåðåäàâàåìîå ñîîáùåíèå èìååò âèä a1 a2 ... ak. Îïðåäåëèì ñõåìó êîäèðî-
âàíèÿ f ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f : a1 a2 ... ak → b1 b2 ... bk+1, ãäå bi = ai, i = 1, k , a

bk+1 =

{
0, åñëè Σk

i=1 ai = 0
1, åñëè Σk

k=1 ai = 1

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ýëåìåíòîâ ëþáîãî êîäîâîãî ñëîâà ðàâíà 0. Åñëè ñóììà ýëåìåíòîâ
ðàâíà 1, òî ïîëó÷àòåëü óçíàåò, ÷òî â ïðîöåññå ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ ïîÿâèëàñü îøèáêà. Åñëè
ïîëîæèòü n = k + 1, òî ïîëó÷åííûé êîä ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì (n, n − 1) êîäîì ñ ïðîâåðî÷íîé
ìàòðèöåé H = (1 1 ... 1).

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà G = (Ek−At) ðàçìåðîì k×n íàçûâàþòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé
ëèíåéíîãî (n+ k) êîäà ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H = (A En−k).

Èç óðàâíåíèÿ H ct = 0 è c = a G ñëåäóåò G H t = 0 èëè H Gt = 0. Êîä Ñ ñîâïàäàåò
ñ ïðîñòðàíñòâîì ñòðîê ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû G. Â îáùåì ñëó÷àå ëþáàÿ k × n ìàòðèöà G,
ïðîñòðàíñòâî ñòðîê êîòîðîé ðàâíÿåòñÿ Ñ, íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîäà Ñ.
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Ïðèìåð 3. Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà G ñ ïðîâåðêîé ìàòðèöåé Í èç ïðèìåðà 1 èìååò âèä:

G =


1 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1
0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 1 1 0

 ,

aG = c

(a1 a2 a3 a4)G = a1 a2 a3 a4 a1 +a3 +a4 a1 +a2 +a4 a1 +a2 +a3, ò.å. ïîëó÷àåì òîò æå ëèíåéíûé
êîä êàê â ïðèìåðå 1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî GH t = 0.

2.2 Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü x, y ∈ F n
q , òîãäà:

1. Ðàññòîÿíèåì Õýììèíãà d(x, y) ìåæäó âåêòîðàìè õ è ó íàçûâàåòñÿ ÷èñëî êîîðäèíàò, êîòî-
ðûìè âåêòîðû õ è ó îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.

2. Âåñîì Õýììèíãà ω(x) âåêòîðà õ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî íåíóëåâûõ êîîðäèíàò ýòîãî âåêòîðà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè õ - ïåðåäàâàåìîå ñëîâî, òî âåëè÷èíà d(x, y) äàåò ÷èñëî îøèáîê, ïîÿâèâ-
øèõñÿ ïðè ïåðåäà÷å ñëîâà õ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ω(x) = d(x, 0), d(x, y) = ω(x− y).

Ëåììà. Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â ïðîñòðàíñòâå F n
q , ò.å. äëÿ ëþáûõ x, y ∈

F n
q âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. d(x,y)=0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õ=ó

2. d(x, y) = d(y, x)

3. d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z)

Ïðèìåð 4. Ïîñòðîèòü E3 - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F2.
Ïðè äåêîäèðîâàíèè ïîëó÷åííîãî ñëîâà y îáû÷íî ñòàðàþòñÿ íàéòè êîäîâîå ñëîâî ñ, äëÿ êîòî-

ðîãî ω(y − c) ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè äåêîäèðîâàíèè
ìû èùåì êîäîâîå ñëîâî ñ, áëèæàéøåå â ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ Õýììèíãà ê ïîëó÷åííîìó ñëîâó y.
Ýòî ïðàâèëî íàçûâàåòñÿ äåêîäèðîâàíèåì â áëèæàéøåå êîäîâîå ñëîâî.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè t - íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî êîä C 6 F n
q íàçûâàåòñÿ êîäîì,

èñïðàâëÿþùèì t îøèáîê, åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ F n
q íàéäåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ñëîâà c ∈ C, òàêîãî,

÷òî d(y, c) 6 t.
Åñëè c ∈ C - ïåðåäàâàåìîå êîäîâîå ñëîâî è ïðè ïåðåäà÷å ïîÿâèëîñü íå áîëåå t îøèáîê, òî

d(y, c) 6 t äëÿ ïîëó÷åííîãî ñëîâà y. Åñëè êîä Ñ - êîä èñïðàâëÿþùèé t îøèáîê, òî äëÿ âñåõ
êîäîâûõ ñëîâ x 6= c äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå d(y, x) > t. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ ÿâëÿåòñÿ
áëèæàéøèì ê y êîäîâûì ñëîâîì è äåêîäèðîâàíèå â áëèæàéøåå êîäîâîå ñëîâî äàåò ïðàâèëü-
íûé ðåçóëüòàò. Òàêèì îáðàçîì, îäíà èç çàäà÷ òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè òàêèõ
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ñîîáùåíèé, äëÿ êîòîðûõ êîäîâûå ñëîâà íàõîäÿòñÿ íà çíà÷èòåëüíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòåñòâåííî ñòðåìèòüñÿ ïåðåäàòü ïî âîçìîæíîñòè áîëüøå èíôîðìàöèè â
åäèíèöó âðåìåíè. Ñîãëàñîâàíèÿ ýòèõ äâóõ ôàêòîðîâ ñîñòàâëÿåò îäíó èç ïðîáëåì òåîðèè êîäè-
ðîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî
dc = min d(u, v) = min ω(c)

u, v ∈ C u 6= v 0 6= c ∈ C
íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ëèíåéíîãî êîäà Ñ.

Òåîðåìà. Êîä Ñ ñ ðàññòîÿíèåì dc ìîæåò èñïðàâëÿòü t îøèáîê, åñëè dc > 2t+ 1.

Ïðèìåð 5. Êîä èç ïðèìåðà 1 èìååò dc = 3 è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò èñïðàâëÿòü îäíó îøèáêó.

Ëåììà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ëèíåéíûé êîä Ñ ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé Í èìåë ðàññòîÿíèå
dc > s + 1, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ëþáûå s ñòîëáöîâ ìàòðèöû Í áûëè ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Ñ - ëèíåéíûé (n, k) êîä íàä ïîëåì Fq. Ìíîæåñòâî

a+ C = {a+ c | c ∈ C}

íàçûâàåòñÿ ñìåæíûì êëàññîì.
Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî F n

q /C ñîñòîèò èç âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî êîäó Ñ.

Îïðåäåëåíèå. Ëèäåðîì ñìåæíîãî êëàññà a+C íàçûâàåòñÿ âåêòîð å, èìåþùèé ìèíèìàëü-
íûé âåñ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Í - ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà ëèíåéíîãî (n, k) êîäà Ñ. Òîãäà âåêòîð
S(y) = Hyt äëèíû (n− k) íàçûâàåòñÿ ñèíäðîìîì âåêòîðà y.

Òåîðåìà. Åñëè y, z ∈ F n
q , òî

1. S(y) = 0⇐⇒ y ∈ C

2. S(y) = S(z)⇐⇒ y + C = z + C.

Ïóñòü C 6 F n
q - ëèíåéíûé (n, k) êîä, è ïóñòü y - ïðèíÿòûé âåêòîð. Äëÿ òîãî ÷òîáû èñïðà-

âèòü îøèáêè, èìåþùèåñÿ â y, âû÷èñëèì S(y) è íàéäåì òàêîé ëèäåð ñìåæíîãî êëàññà å, ñèíäðîì
êîòîðîãî ðàâåí S(y). Òîãäà äåêîäèðóåì y êàê x = y − e. Çäåñü õ - êîäîâîå ñëîâî, íàõîäÿùååñÿ
íà ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò y.

Ïðèìåð 6.

1. Ïîñòðîèòü (4, 2) êîä íàä ïîëåì F5

H =

(
0 1 2 2
1 2 3 0

)
c2 a1 a2 c1
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2. Ñèñòåìàòèçèðóåì ìàòðèöó Í

H =

(
1 2 2 0
2 3 0 1

)
a1 a2 c1 c2

Äîìíîæèì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû íà 3

H =

(
3 1 1 0
2 3 0 1

)

A =

(
3 1
2 3

)
3. Èç ìàòðèöû Í íàõîäèì c1, c2{

c1 = −3a1 − a2 = 2a1 + 4a2
c2 = −2a1 − 3a1 = 3a1 + 2a2

a1a2 → a1a2 2a1 + 4a2 3a1 + 2a2

4. Íàõîäèì ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó Gk×n = (E − At)

G =

(
1 0 −3 −2
0 1 −1 −3

)
=

(
1 0 2 3
0 1 4 2

)
Íàéäåì c1, c2 ïî ôîðìóëå: aG = c

( a1 a2 )

(
1 0 2 3
0 1 4 2

)
= a1a2 2a1 + 4a2 3a1 + 2a2

5. Ïðîâåðèì ïðàâèëüíî ëè ìû íàøëè ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó G

GH t = 0

(
1 0 2 3
0 1 4 2

) 
3 1
1 3
1 0
0 1

 =

(
3 + 2 2 + 3
1 + 4 3 + 2

)
=

(
0 0
0 0

)
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6. Ïîñòðîåíèå òàáëèöû ñìåæíûõ êëàññîâ

C
00 0000 0001 0010 0100 1000 0002 0020 0200 2000 0003 0030
01 0142 0143 0102 0242 1142 0144 0112 0342 2142 0140 0122
10 1023 1024 1033 1123 2023 1020 1043 1223 3023 1021 1003
02 0234 0230 0244 0334 1234 0231 0204 0434 2234 0232 0214
20 2041 2042 2001 2141 3041 2043 2011 2241 4041 2044 2021
03 0321 0322 0331 0421 1321 0323 0341 0021 2321 0324 0301
30 3014 3010 3024 3114 4014 3011 3024 3214 0014 3012 3044
04 0413 0414 0423 0013 1414 0410 0433 0113 2413 0411 0443
40 4032 4033 4042 4132 0032 4034 4002 4232 1032 4030 4012
11 1110 1111 1120 1210 2110 1112 1130 1310 3110 1113 1140
22 2220 2221 2230 2320 3220 2222 2240 2420 4220 2223 2200
33 3330 3331 3340 3430 4330 3332 3300 3030 0330 3333 3310
44 4440 4441 4400 4040 0440 4442 4410 4140 1440 4443 4420
12 1202 1303 1212 1302 2202 1204 1222 1402 3202 1200 1232
21 2133 2134 2143 2233 3133 2130 2103 2333 4133 2131 2113
13 1344 1340 1304 1444 2344 1341 1314 1044 3344 1342 1324
31 3101 3102 3111 3201 4101 3103 3121 3301 0101 3104 3131
14 1431 1431 1441 1031 2431 1433 1401 1131 3431 1434 1411
41 4124 4120 4134 4224 0124 4121 4144 4324 1124 4122 4104
23 2312 2313 2322 2412 3312 2314 2332 2012 4312 2310 2342
32 3243 3244 3203 3343 4243 3240 3213 3443 0243 3241 3223
24 2404 2400 2414 2004 3404 2401 2424 2104 4404 2402 2434
42 4211 4212 4221 4311 0211 4213 4231 4411 1211 4214 4241
34 3422 3423 3432 3022 4422 3424 3442 3122 0422 3420 3402
43 4303 4304 4313 4403 0303 4300 4003 4323 1303 4301 4333
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C
00 0000 0300 3000 0004 0040 0400 4000 0011 1001 0022 3003
01 0142 0442 3142 0141 1132 0042 4142 0103 1143 0114 3140
10 1023 1323 4023 1022 1013 1423 0023 1034 2024 1040 4021
02 0234 0034 3234 0233 0224 0134 4234 0240 1230 0201 3242
20 2041 2341 0041 2040 2031 2441 1041 2002 3042 2013 0044
03 0321 0121 3321 0320 0311 0221 4321 0332 1322 0343 3324
30 3014 3314 1014 3013 3004 3414 2014 3020 4010 3031 1012
04 0413 0213 3413 0412 0403 0313 4413 0424 1414 0430 3411
40 4032 4332 2032 4031 4022 4432 3032 4043 0033 4004 2030
11 1110 1410 4110 1114 1100 1010 0110 1121 2111 1132 4113
22 2220 2020 0220 2224 2210 2120 1220 2231 3221 2242 0223
33 3330 3130 1330 3334 3320 3230 2330 3341 4331 3302 3302
44 4440 4240 2440 4444 4430 4340 3440 4401 0441 4412 2443
12 1202 1002 4202 1201 1242 1102 0202 1213 2203 1224 4200
21 2133 2433 0133 2132 2123 2033 1133 2144 3134 2100 0131
13 1344 1144 4344 1343 1334 1244 0344 1300 2340 1311 4342
31 3101 3401 1101 3100 3141 3001 2101 3112 4102 3123 1104
14 1431 1231 4431 1430 1421 1331 0431 1442 2432 1403 4434
41 4124 4424 2124 4123 4114 4024 3124 4130 0120 4141 2122
23 2312 2112 0312 2311 2302 2212 1321 2323 3313 2334 0310
32 3243 3043 1243 3242 3233 3143 2243 3204 4244 3210 1241
24 2404 2204 0404 2403 2444 2304 1404 2410 3400 2421 0402
42 4211 4011 2211 4210 4201 4111 3211 4222 0212 4233 2213
34 3422 3222 1422 3421 3412 3322 2422 3433 4423 3444 1420
43 4303 4103 2303 4302 4343 4203 3303 4314 0304 4320 2301
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C
00 0000 0012 0031 0024 0401 2303 4414 3024
01 0142 0104 0123 0111 0043 2440 4001 3111
10 1023 1030 1004 1042 1424 3321 0432 4042
02 0234 0241 0210 0203 0130 2032 4143 3203
20 2041 2003 2022 2010 2442 4344 1400 0010
03 0321 0333 0302 0340 0222 4124 4230 3340
30 3014 3021 3040 3033 3410 0312 2423 1033
04 0413 0420 0444 0432 0314 2211 4322 3432
40 4032 4044 4013 4001 4433 1330 3441 2001
11 1110 1122 1141 1134 1011 3413 0024 4143
22 2220 2232 2201 2244 2121 4023 1134 0244
33 3330 3342 3311 3304 3231 0133 2244 1304
44 4440 4402 4421 4414 4341 1243 3304 2414
12 1202 1214 1233 1221 1103 3000 0111 4221
21 2133 2140 2114 2102 2034 4431 1042 0102
13 1344 1301 1320 1313 1240 3142 0203 4313
31 3101 3113 3132 3120 3002 0404 2010 1120
14 1431 1443 1412 1400 1332 3234 0340 4400
41 4124 4131 4100 4143 4020 1422 3033 2143
23 2312 2324 2343 2331 2213 4110 1221 0331
32 3243 3200 3224 3212 3144 0041 2102 1212
24 2404 2411 2430 2423 2300 4202 1313 0423
42 4211 4223 4242 4230 4112 1014 3120 2230
34 3422 3434 3403 3441 3323 0220 2331 1442
43 4303 4310 4334 4322 4204 1100 3212 2322

• y1 = 2303; ëèäåð êëàññà e1 = 3000; x1 = y1 − e1 = 2303 + 2000 = 4303→ 43

• y2 = 4414;
ëèäåð êëàññà e12 = 0024; x12 = y2 − e12 = 4414 + 0031 = 4440→ 44
ëèäåð êëàññà e22 = 0203; x12 = y2 − e22 = 4414 + 0302 = 4211→ 42
ëèäåð êëàññà e32 = 2010; x12 = y2 − e32 = 4414 + 3040 = 2404→ 24
ëèäåð êëàññà e42 = 0340; x12 = y2 − e42 = 4414 + 0210 = 4124→ 41
ëèäåð êëàññà e52 = 4001; x12 = y2 − e52 = 4414 + 1004 = 0413→ 04
ëèäåð êëàññà e62 = 1400; x12 = y2 − e62 = 4414 + 4100 = 3014→ 30

• y3 = 3024; ëèäåð êëàññà e3 = 0010; x3 = y3 − e3 = 3024 + 0040 = 3014→ 30

2.3 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå.Ïîäêîëüöî< I; +; · > ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà< R; +; · > íàçûâàåòñÿ èäåàëîì,
åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ u ∈ I, v ∈ R âûïîëíÿåòñÿ u · v ∈ I è v · u ∈ I.
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Íàïðèìåð, ïîäêîëüöî < pZ; +; · > ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà öåëûõ ÷èñåë < Z; +; · >.
Ïóñòü < F ; +, · > - íåêîòîðîå ïîëå. Ðàññìîòðèì êîëüöî F [x] âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé

x ñ êîýôôèöèåíòîì èç ïîëÿ F. Ïóñòü s(x) - ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí èç F [x]. Òîãäà ìíîæåñòâî

(s(x)) = {c(x) · s(x)|c(x) ∈ F [x]} (1)

îáðàçóåò èäåàë êîëüöà F [x]. Âåðíî è îáðàòíîå: ëþáîé èäåàë êîëüöà F [x] ïðåäñòàâèì â âèäå
ñîâîêóïíîñòè ïðîèçâåäåíèé ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ ïîäõîäÿùåãî ìíîãî÷ëåíà s(x). Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî s(x) - ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè â èäåàëå (s(x)). Ïîëüçóÿñü
àëãîðèòìîì Åâêëèäà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì èäåàëå òàêîé ìíîãî÷ëåí
s(x) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí. Ðàññìîòðèì ôàêòîð-êîëüöî F [x]/(s(x)) êîëüöà âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ
F [x] ïî ìîäóëþ èäåàëà (s(x)). Ýëåìåíòàìè ôàêòîð-êîëüöà F [x]/(s(x)) ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå
ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ìåíüøåé, ÷åì ñòåïåíü s(x), à îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ôàêòîð-
êîëüöå ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà s(x). Åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà s(x) ðàâíà m è ïîëå
F êîíå÷íî, òî ôàêòîð-êîëüöî F [x]/(s(x)) ñîäåðæèò â òî÷íîñòè |F |m ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí f(x) èç êîëüöà F [x] íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì íàä ïîëåì F, åñ-
ëè îí íîðìèðîâàííûé (ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì 1) è íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â
âèäå ïðîèçâåäåíèé äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ èç F [x] ìåíüøèõ ñòåïåíåé.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1.Ïóñòü f(x) - ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m ñ êîýôôèöèåíòîì èç ïðîñòîãî ïîëÿ Fp è (f(x))

- èäåàë, ïîðîæäåííûé ìíîãî÷ëåíîì f(x) â êîëüöå Fp[x]. Ôàêòîð-êîëüöî Fp[x]/(f(x)), ñîñòîÿùåå
èç pm ýëåìåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì íàä Fp.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü p = 2, F2 = {0, 1}. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(x) = 1 + x3 + x4. Íåñëîæ-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî îí íåïðèâîäèì íàä ïîëåì F2. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ýëåìåíòû 0 è 1 íå
ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè, òî f(x) íå èìååò ëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ x è x + 1 â êà÷åñòâå äåëèòåëåé.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åäèíñòâåííûé íåïðèâîäèìûé íàä F2 ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè x

2 +x+ 1
òàêæå íå äåëèò f(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì ïî òåîðåìå ôàêòîð-êîëüöî
F2[x]/(f(x)) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëåì ñ 24 ýëåìåíòàìè. Âñå åãî 16 ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâèìû êàê
ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ìåíüøåé 4 ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ íàä ïîëåì F2 è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ
f(x). Íàïðèìåð:

(x3 + x+ 1)(x2 + 1) = x5 + x3 + x2 + x3 + x+ 1 = x5 + x2 + 1 =

x · x4 + x2 + x+ 1 = x(x3 + x) + x2 + x+ 1 =

(x4 + x) + x2 + x+ 1 = (x3 + 1 + x) + x2 + x+ 1 = x3 + x2(mod f(x))

.

2.4 Ñòðîåíèå êîíå÷íûõ ïîëåé

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà m ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïîëå ïîðÿäêà pm.

Êîíå÷íîå ïîëå ïîðÿäêà pm íàçûâàåòñÿ ïîëåì Ãàëóà è îáîçíà÷àåòñÿ GF (pm) â ÷åñòü ïåðâîãî
èññëåäîâàòåëÿ òàêèõ ïîëåé Ýâàðèñòà Ãàëóà.
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Ïîðÿäêîì ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà β íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå
öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî βk = 1. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî â êîíå÷íîì ïîëå GF (pm) äëÿ ýëåìåíòà β ïîðÿäêà k âñå ýëåìåíòû 1, β, β2, ..., βk−1 ðàçëè÷íû.
Ïîýòîìó ïîðÿäîê êàæäîãî ýëåìåíòà ïîëÿGF (pm) êîíå÷åí è íå ïðåâûøàåò ÷èñëà pm−1. Ýëåìåíò
α ïîëÿ GF (pm) íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè åãî ïîðÿäîê ðàâåí pm − 1.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî êîíå÷íûõ ïîëåé ïîðÿäêà, îòëè÷íîãî îò pm, íå ñóùå-
ñòâóåò.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü F - êîíå÷íîå ïîëå ïîðÿäêà q õàðàêòåðèñòèêè p. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî
ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà m ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî q = pm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïîëå F ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî êàê ëèíåéíîå m-ìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî GF (p) äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà m. Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòèêà
ïîëÿ F ðàâíà p, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëå F ñîäåðæèò GF (p) â êà÷åñòâå íàèìåíüøåãî ïîäïîëÿ.
Ïóñòü m - ìîùíîñòü áàçèñà ïîëÿ F íàä GF (p), ò.å. ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò u ∈ F ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå

u = a1u
1 + ...+ amu

m (2)

äëÿ íåêîòîðûõ ai ∈ GF (p) è ýëåìåíòû ui ∈ GF (q), i = 1, ...,m, ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä
GF (p). Òîãäà âåðíî q ≤ pm. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ýëåìåíòû u1, ..., um îáðàçóþò áàçèñ
ïîëÿ F, âñå ýëåìåíòû u âèäà (6.2) ðàçëè÷íû ïðè ðàçëè÷íûõ a1, ..., am è ïðèíàäëåæèò ïîëþ F.
Ñëåäîâàòåëüíî, q ≥ pm. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî q = pm. N

Ïóñòü (a, b) îçíà÷àåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Ïóñòü ýëåìåíòû β è γ êîììóòàòèâíîé ãðóïïû èìåþò ïîðÿäêè k è l ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïðè÷åì (k, l) = 1. Òîãäà ïîðÿäîê ýëåìåíòà βγ ðàâåí kl.

Ëåììà 2. Ïóñòü ïîðÿäîê ýëåìåíòà β êîììóòàòèâíîé ãðóïïû ðàâåí k. Òîãäà ïîðÿäîê ýëå-
ìåíòà βl ðàâåí k

(k,l)
.

Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 4.Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿGF (pm) îáðàçóþò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîðÿäêà pm−1

îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Òåîðåìà 5 (Òåîðåìà Ôåðìà). Êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (pm) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

xp
m − x = 0,

ò.å. â ïîëå GF (pm) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

xp
m − x = Ï (x− β).

β ∈ GF (pm)

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a,b ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè p è ëþáîãî ïî-
ëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà s ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(a− b)ps = ap
s − bps .
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Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ñâîäêó îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ïîëÿì Ãàëóà è íåîá-
õîäèìûõ íàì â äàëüíåéøåì.

1. ×èñëî ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ Ãàëóà ðàâíî ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà.

2. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà ð è ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà m ≥ 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïîëå Ãàëóà GF (pm).

3. Íàèìåíüøèì ïîäïîëåì ïîëÿ GF (pm) ÿâëÿåòñÿ ïîëå GF (p).

4. Ïîëå GF (pk) ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì ïîëÿ GF (pm) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k äåëèò m.

5. Ëþáîå ïîëå GF (pk) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò.

6. Íàä êàæäûì ïîëåì Ãàëóà GF (pm) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí ëþ-
áîé ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàçàòü ëåììû 1 è 2 è òåîðåìó 6.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí M(x) = x5 + x2 + 1 íåïðèâîäèì íàä GF (2).

Óïðàæíåíèå 3. Íàéòè âñå íåïðèâîäèìûå íàä GF (2) ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè, íå ïðåâûøàþ-
ùåé 3.

Óïðàæíåíèå 4. Ïîñòðîèòü ïîëå Ãàëóà GF (22), èñïîëüçóÿ íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí x2 +
x+ 1. Íàéòè òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîëÿ.

2.5 Ïðèìåðû êîíå÷íûõ ïîëåé

Ïðèìåð 2. Ïîñòðîèì êîíå÷íîå ïîëå GF (24) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1. Èñïîëüçóåì äëÿ ýòîãî
íåïðèâîäèìûé íàä GF (2) ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 + x+ 1.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ïîëå GF (24) ñîñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíè êîòîðûõ ìåíüøå 4:

0 x x2 x3

1 x+ 1 x2 + 1 x3 + 1
x2 + x x3 + x

x3 + x2

x3 + x2 + 1
x3 + x2 + x
x3 + x2 + x+ 1

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Îñî-
áåííî óäîáíî ïðîèçâîäèòü ýòè îïåðàöèè ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ
ïîëÿ GF (24) â âèäå ñòåïåíåé íåêîòîðîãî ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà α. Âûáåðåì åãî. Íåòðóäíî
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ïðîâåðèòü, ÷òî â êà÷åñòâå α ìîæíî âçÿòü x. Äåéñòâèòåëüíî, âñå åãî ñòåïåíè ïî ìîäóëþ f(x)
ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé:

x1 = x,
x2 = x2,
x3 = x3,
x4 = x+ 1,
x5 = x2 + x,
x6 = x3 + x2,
x7 = x3 + x+ 1,
x8 = x2 + 1,
x9 = x3 + x,
x10 = x2 + x+ 1,
x11 = x3 + x2 + x,
x12 = x3 + x2 + x+ 1,
x13 = x3 + x2 + 1,
x14 = x3 + 1,
x15 = 1

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê õ ðàâåí 15 = 24 − 1.
Ïðåäñòàâèì ïîëå ñ ïîìîùüþ òàáëèöû. Çäåñü ÷èñëî i äëÿ ýëåìåíòà γ = αi íàçûâàåòñÿ ëîãà-

ðèôìîì γ (ïî îñíîâàíèþ âûáðàííîãî ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà α). Ëîãàðèôì ýëåìåíòà 0 ïîëà-
ãàþò îáû÷íî ðàâíûì −∞.

Ëîãàðèôì Ñòåïåíü ïðèì. ýë-òà Ìíîãî÷ëåí Âåêòîð
−∞ 0 0 (0000)

0 1 1 (1000)
1 α x (0100)
2 α2 x2 (0010)
3 α3 x3 (0001)
4 α4 x+ 1 (1100)
5 α5 x2 + x (0110)
6 α6 x3 + x2 (0011)
7 α7 x3 + x+ 1 (1101)
8 α8 x2 + 1 (1010)
9 α9 x3 + x (0101)
10 α10 x2 + x+ 1 (1110)
11 α11 x3 + x2 + x (0111)
12 α12 x3 + x2 + x+ 1 (1111)
13 α13 x3 + x2 + 1 (1011)
14 α14 x3 + 1 (1001)

Ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ñëîæåíèåì ïî ìîäóëþ 2 è íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà â ïîëå. Íàïðèìåð:

α7 + α11 = (x3 + x+ 1) + (x3 + x2 + x) = x2 + 1 = α8

Óìíîæåíèå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ñòåïåíåé ïðèìèòèâíîãî ýëå-
ìåíòà, ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ñëîæåíèÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé ïî ìîäóëþ 15, íàïîìíèì, α15 = 1.
Íàïðèìåð:

(x3 + x2) · (x3 + x2 + 1) = α6 · α13 = α19(mod 15) = α4 = x+ 1
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Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, â îòëè÷èå îò ñëîæåíèÿ, çàâèñèò îò âûáîðà ìíîãî÷ëåíà f(x). Òåì íå
ìåíåå, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, êàêèå áû íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû îäèíàêîâîé ñòåïåíè íè èñïîëü-
çîâàëèñü íàìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëÿ, âñå ïîñòðîåííûå ïîëÿ áóäóò èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.

Íàõîæäåíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïîêàæåì íà ïðèìåðå. Íàéäåì îáðàòíûé ýëåìåíò äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíà x3 + x2 + 1 = α13, ò.å. òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò αk, ÷òî

α13 · αk = 1

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì

(x3 + x2 + 1)−1 = α−13 = α15−13 = α2 = x2.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèå íàéäåíî âåðíî:

(x3 + x2 + 1) · (x2) = x5 + x4 + x2 = ((x2 + x) + (x+ 1) + x2)mod(f(x)) = 1mod(f(x)).

Âîçìîæíîñòü íàõîäèòü îáðàòíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ çàäàííîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ íåïðèâîäèìîñòüþ ìíîãî÷ëåíà f(x) (àíàëîãè÷íî è â îáùåì âèäå äëÿ ëþáîãî ïîëÿ
íàä GF (q)).

Íåñëîæíî óáåäèòñÿ, ÷òî â ïîñòðîåííîì ïîëå ýëåìåíòû α2, α4 òàêæå ïðèìèòèâíûå, à ýëåìåí-
òû α3, α5 ïðèìèòèâíûìè íå ÿâëÿþòñÿ. Íàïðèìåð, ñòåïåíè ýëåìåíòà α3 ïîðîæäàþò íå âñå ïîëå,
à òîëüêî α3, α6, α9, α12, α15 = 1.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) â íàøåì ñëó÷àå ïðèìèòèâíûé, ïîñêîëüêó x, åãî êîðåíü ïî
ïîñòðîåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì α.

Ïðèìåð 3. Ïîñòðîèì ïîëå GF (24) ñ ïîìîùüþ íåïðèâîäèìîãî íàä GF (2) ìíîãî÷ëåíà f(x) =
x4 +x3 +x2 +x+ 1. Íàéäåì íåêîòîðûé ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF (24). Íàïðèìåð, ýëåìåíò
x íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì, òàê êàê åãî ïîðÿäîê ðàâåí 5, ÷òî ìåíüøå 24 − 1 = 15.
Äåéñòâèòåëüíî,

x5 = x · x4 ≡ x · (x3 + x2 + x+ 1)mod(f(x)) ≡ 1mod(f(x)).

Â êà÷åñòâå ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ìîæíî âçÿòü x+1, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åãî ïîðÿäîê
ðàâåí 15.

Ïðåäñòàâèì ïîëå ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òàáëèöû:

Ëîãàðèôì Ñòåïåíü ïðèì. ýë-òà Ìíîãî÷ëåí Âåêòîð
−∞ 0 0 (0000)

0 1 1 (1000)
1 α x+ 1 (0110)
2 α2 x2 + 1 (1010)
3 α3 x3 + x2 + 1 (1111)
4 α4 x3 + x2 + x (0111)
5 α5 x3 + x2 + 1 (1011)
6 α6 x3 (0001)
7 α7 x2 + x+ 1 (1110)
8 α8 x3 + 1 (1001)
9 α9 x2 (0010)
10 α10 x2 + x2 (0011)
11 α11 x3 + x+ 1 (1101)
12 α12 x (0100)
13 α13 x2 + x (0110)
14 α14 x3 + x (0101)
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Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåäèëèñü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî íàéòè ðàç-
ëè÷íûå (íî ýêâèâàëåíòíûå) ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëÿ Ãàëóà GF (24).

Óïðàæíåíèå 5. Óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ïîëåé, ïðèâåäåííûõ â ïðèìåðàõ 2 è 3.

Óïðàæíåíèå 6. Ïîñòðîèòü äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëÿ Ãàëóà GF (23), èñïîëüçóÿ îäèí íåïðè-
âîäèìûé ìíîãî÷ëåí x3 + x + 1 è ðàçíûå ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû. Óêàçàòü èçîìîðôèçì ýòèõ
ïðåäñòàâëåíèé.

Óïðàæíåíèå 7. Ïîñòðîèòü ïîëÿ Ãàëóà:
1. GF (23), èñïîëüçóÿ íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí x3 + x2 + 1. Ïîêàçàòü èçîìîðôèçì ìåæäó

ïîñòðîåííûì ïîëåì è ïîëåì èç óïðàæíåíèÿ 6;

2. GF (32), èñïîëüçóÿ íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí x2 + x+ 2;

3. GF (33), èñïîëüçóÿ íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí x3 + 2x+ 1.

3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðèì ââåäåíèå â òåîðèþ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ. Âàæíîñòü öèêëè÷åñêèõ
êîäîâ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî:

1. Êëàññ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ ñîäåðæèò ìíîãî êîäîâ ñ êîíñòðóêòèâíî çàäàâàåìûì ðàññòîÿ-
íèåì; ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì, áëèçêèì ê íàèëó÷øåìó, â îñîáåííîñòè äëÿ êîäîâ äëèíû
≤ 100.

2. Äëÿ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ ñóùåñòâóåò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû äåêî-
äèðîâàíèÿ è êîäèðîâàíèÿ, ïîýòîìó èìåííî öèêëè÷åñêèå êîäû ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè â êàíàëàõ ñâÿçè ñ øóìàìè.

3.1 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé êîä äëèíû n íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî êîäîâîãî
ñëîâà (x1, x2, ..., xn), ñëîâî (x2, ..., xn, x1) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì.

Öèêëè÷åñêèå êîäû îáëàäàþò íåñëîæíûìè ïðîöåäóðàìè êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ, èìå-
þò õîðîøèå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà, èõ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ñîäåðæàò öèêëè÷åñêèå ïîä-
ñòàíîâêè. Ìíîãèå âàæíåéøèå áëîêîâûå êîäû, îòêðûòûå ïîçæå, òàêæå îêàçàëèñü ëèáî öèêëè-
÷åñêèìè, ëèáî òåñíî ñâÿçàííûìè ñ íèìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ïðîñòîå êîíå÷íîå ïîëå GF (p), ãäå ð - ïðîñòîå ÷èñëî. Íàïîìíèì, ÷òî F [x]
- êîëüöî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F . Îíî àññîöèàòèâíî,
êîììóòàòèâíî è ñîäåðæèò åäèíèöó. Â êîëüöå F [x] ðàññìîòðèì ôàêòîð-ìíîæåñòâî F [x]/(xn−1),
ñîñòîÿùåå èç êëàññîâ âû÷åòîâ êîëüöà F [x] ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà xn−1. Ìíîæåñòâî F [x]/(xn−1)
çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ (+) è óìíîæåíèÿ (·) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ
êîëüöîì. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî F [x]/(xn− 1) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, òàê êàê ìíîãî÷ëåí (xn− 1)
ïðèâîäèì.
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Âñå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå áîëüøå n − 1 ïîïàäàþò â ðàçëè÷íûå êëàññû âû÷åòîâ, è èõ
ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ýòèõ êëàññîâ. Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ F [x]/(xn− 1)
èçîìîðôíî n-ìåðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó íàä F:

(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + ...+ cn−1x

n−1 ↔ c = (c0, c1, c2, ..., cn−1).

Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü âåêòîðû è ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ìåíüøå n, íî èç
êîíòåêñòà âñåãäà áóäåò ïîíÿòíî, ðå÷ü èäåò î ìíîãî÷ëåíàõ èëè âåêòîðàõ. Ïóñòü äàí ìíîãî÷ëåí

c(x) = Σn−1
i=0 cix

i = c0 + c1 + ...+ cn−1xn−1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

←−−
c(x) = Σn

i=1cn−ix
i−1 = cn−1 + cn−2x+ ...+ c0x

n−1

èíâåðñèþ ìíîãî÷ëåíà c(x), çàïèñàâ åãî êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ õ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Îïðåäåëåíèå. Èäåàëîì I êîëüöà F [x]/(xn−1) íàçûâàåòñÿ òàêîå åãî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ r(x) ∈ F [x]/(xn − 1) è c(x) ∈ I ìíîãî÷ëåí r(x) · c(x) ïðèíàä-
ëåæèò I.

Òåîðåìà 8. Ïîäïðîñòðàíñòâî êîëüöà F [x]/(xn − 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì êîäîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îáðàçóåò èäåàë.

Èíîãäà ïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèì ýêâèâàëåíòíûì îïðåäåëåíèåì öèêëè÷åñêîãî êîäà.

Îïðåäåëåíèå. Öèêëè÷åñêèì êîäîì äëèíû n íàçûâàåòñÿ èäåàë êîëüöà F [x]/(xn − 1).

3.2 Ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí

Âûáåðåì â öèêëè÷åñêîì êîäå Ñ íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè, îáîçíà÷èì åãî
ñòåïåíü ÷åðåç r. Óìíîæèì ìíîãî÷ëåí íà ïîäõîäÿùèé ýëåìåíò ïîëÿ F, ÷òîáû îí ñòàë íîðìèðî-
âàííûì (èëè ïðèâåäåííûì), ò.å. ÷òîáû êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà ðàâíÿëñÿ
1. Â ñèëó ëèíåéíîñòè êîäà Ñ ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí òàêæå ñîäåðæèò Ñ. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç
g(x).

Óòâåðæäåíèå 1.Öèêëè÷åñêèé êîä ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé íîðìèðîâàííûé ìíî-
ãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè.

Òåîðåìà 9. Öèêëè÷åñêèé êîä ñîñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà

f(x) · g(x),

ãäå g(x) - ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí êîäà ñòåïåíè r, ñòåïåíü f(x) ìåíüøå ñòåïåíè (n− r).

Òåîðåìà 10. Öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû n ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) ñóùåñòâóåò òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(x) äåëèò xn − 1.
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Ñëåäñòâèå 1. Â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû n ñ ïîðîæäà-
þùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) = g0 + g1x+ ...+ grx

r ìîæåò áûòü âçÿòà ìàòðèöà

G =


g0 g1 ... gr 0 ... ... 0
0 g0 g1 ... gr 0 ... 0

. . . .
0 ... 0 g0 g1 ... gr 0
0 ... ... 0 g0 g1 ... gr


Ìàòðèöà G èìååò n ñòîëáöîâ è n-r ñòðîê.

3.3 Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèõ êîäîâ

Îïðåäåëåíèå. Êîä äëèíû n ðàçìåðíîñòè k íàçûâàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèì, åñëè ïîñëå âû÷åð-
êèâàíèÿ íåêîòîðûõ (n−k) ñòîëáöîâ èç åãî êîäîâîé ìàòðèöû îñòàþòñÿ â òî÷íîñòè âñå ðàçëè÷èÿ
âåêòîðû äëèíû k.

Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáîé öèêëè÷åñêèé êîä ýêâèâàëåíòåí ñèñòåìàòè÷åñêîìó êîäó.
Äëÿ öèêëè÷åñêîãî êîäà ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû â

êàíîíè÷åñêîì (èëè ïðèâåäåííî-ñòóïåí÷àòîì) âèäå. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ïîðîæäàþùàÿ ìàò-
ðèöà òîãî æå ðîäà, à íå ýêâèâàëåíòíîãî. Ýòî ñóùåñòâåííî, ïîñêîëüêó ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò
ìîæåò íàðóøèòü êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèõ êîäîâ.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî îáùèõ ïðèíöèïîâ êîäèðîâàíèÿ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ.

Ïåðâûé ñèñòåìàòè÷åñêèé êîäåð. Ïóñòü öèêëè÷åñêèé êîä Ñ äëèíû n èìååò ïîðîæäà-
þùèé ìíîãî÷ëåí g(x) ñòåïåíè r. Òîãäà ðàçìåðíîñòü k êîäà Ñ ðàâíà (n − r). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû G îñóùåñòâèì äåëåíèå ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåíîâ

xn−1, xn−2, ..., xn−k

è g(x). Èìååì
xn−1 = g(x) · a1(x) + r1(x),

xn−2 = g(x) · a2(x) + r2(x),

...

xn−k = g(x) · ak(x) + rk(x).

Ïîñêîëüêó êàæäûé ìíîãî÷ëåí xn−i− ri(x) äëÿ i = 1, 2, ..., k äåëèòüñÿ íà g(x), òî îí ÿâëÿåòñÿ
êîäîâûì ïî òåîðåìå 9. Ñòåïåíü îñòàòêà ri(x) íå ïðåâûøàåò r−1. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí −ri(x) èìååò
âèä

−ri(x) = λi,r−1x
r−1 + λi,r−2x

r−2 + ...+ λi,0.
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Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà

G =


1 0 ... 0 λ1,r−1 λ1,r−2 ... λ1,0
0 1 ... 0 λ2,r−1 λ2,r−2 ... λ2,0

. . . .
0 0 ... 1 λn−r,r−1 λn−r,r−2 ... λn−r,0


xn−1 xn−2 ... xr xr−1 xr−2 ... x0

G ∼


←−−−−−−−−
xn−1 − r1(x)
←−−−−−−−−
xn−2 − r2(x)

...
←−−−−−−−−
xn−k − rk(x)

 ,

ñòðîêè êîòîðîé îòâå÷àþò ìíîãî÷ëåíàì
←−−−−−−−−
xn−i − ri(x) äëÿ i = 1, 2, ..., k, èìååò ïðèâåäåííî-

ñòóïåí÷àòûé âèä. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî öèêëè÷åñêîãî êîäà íàéäåíî ñèñòåìàòè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå.

Âòîðîé ñèñòåìàòè÷åñêèé êîäåð Ìîæíî ðàññìîòðåòü ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå äëÿ
öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû n ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) ñòåïåíè r áåç èñïîëüçîâàíèÿ åãî
ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû. Ïóñòü çàäàíà èíôîðìàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

α = (α0, α1, ..., αk−1),

k = n− r. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f(x) = α0 + α1x+ ...+ αk−1x
k−1.

Äîìíîæàÿ åãî íà xr, èìååì ìíîãî÷ëåí

xrf(x) = α0x
r + α1x

r+1 + ...+ αk−1x
n−1.

Ðàçäåëèâ ìíîãî÷ëåí xrf(x) íà g(x) ñ îñòàòêîì, ïîëó÷èì

xrf(x) = g(x)q(x) + r(x),

ãäå ñòåïåíü r(x) ìåíüøå r. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí xrf(x) − r(x) äåëèòüñÿ íà g(x), òî ïî òåîðåìå 9
îí ïðèíàäëåæèò êîäó. Â ñèëó òîãî, ÷òî r(x) íå ìåíÿåò ïîñëåäíèå k êîìïîíåíò âåêòîðà, îòâå÷à-
þùåãî ìíîãî÷ëåíó xrf(x)− r(x), ýòè êîìïîíåíòû ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè èíôîðìàöèîííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìíîãî÷ëåí −r(x) èìååò âèä

−ri(x) = λ0 + λ1x+ ...+ λr−1x
r−1,

òî èíôîðìàöèîííîìó áëîêó
α = (α0, α1, ..., αk−1)

îòâå÷àåò ñëîâî
c = (λ0, λ1, ..., λr−1, α0, α1, ..., αk−1).
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Íåñèñòåìàòè÷åñêèé êîäåð. Ðàññìîòðèì ïðîñòîå íåñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå äëÿ öèê-
ëè÷åñêîãî êîäà äëèíîé n ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) ñòåïåíè r. Ïóñòü èíôîðìàöèîííîìó
áëîêó

α = (α0, α1, ..., αk−1)

k = n− r, îòâå÷àåò ìíîãî÷ëåí

α = α0 + α1x+ ...+ αk−1x
k−1

Ñîïîñòàâèì åìó êîäîâûé ìíîãî÷ëåí c(x) ïî ïðàâèëó

c(x) = f(x) · g(x).

Óïðàæíåíèå 8. Íàéòè äâà ñèñòåìàòè÷åñêèõ êîäåðà äëÿ êîäà äëèíû 7 ñ ïîðîæäàþùèì
ìíîãî÷ëåíîì g(x) = x3 + x + 1. Ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ñèñòåìàòè÷åñêîãî êîäåðà çàêîäèðîâàòü
âåêòîð (1101).

3.4 Ïðîâåðî÷íûé ìíîãî÷ëåí

Ïî òåîðåìå 10 ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x) äåëèò ìíîãî÷ëåí xn − 1.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí h(x) òàêîé, ÷òî

g(x) · h(x) = xn − 1

íàçûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì ìíîãî÷ëåíîì öèêëè÷åñêîãî êîäà. Åãî ñòåïåíü k ðàâíà n− r.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîäîâîãî ìíîãî÷ëåíà c(x) öèêëè÷åñêîãî êîäà ñ ïðî-
âåðî÷íûì ìíîãî÷ëåíîì k(x) ñïðàâåäëèâî c(x) · h(x) = 0 î ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà xn − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 9 ëþáîé êîäîâûé ìíîãî÷ëåí c(x) öèêëè÷åñêîãî êîäà
èìååò âèä q(x) · g(x) è, ñëåäîâàòåëüíî, â ôàêòîð-êîëüöå F [x]/(xn − 1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

c(x) · h(x) = q(x) · g(x) · h(x) = q(x) · (xn − 1) = 0. N

Òåîðåìà 11.Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû n ñ ïðîâåðî÷íûì ìíîãî÷ëåíîì
h(x) = h0 + h1x+ ...+ hkx

k ìîæåò áûòü âûáðàíà â âèäå

H =


1 ... ... 0 hk ... h1 h0
0 ... 0 hk ... h1 h0 0

. . . .
0 hk ... h1 h0 0 ... 0
hk ... h1 h0 0 ... ... 0


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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3 äëÿ ëþáîãî êîäîâîãî ñëîâà c(x) öèêëè÷åñêîãî
êîäà âûïîëíÿåòñÿ

c(x) · h(x) = 0.

Òîãäà
c(x) · h(x) =

(
Σn−1

i=0 cix
i
)
·
(
Σn−r

j=0 jix
j
)

= 0,

ãäå c(x) = Σn−1
i=0 cix

i. êîýôôèöèåíò ïðè xj, j = 0, 1, ..., n− 1, â òîì ïðîèçâåäåíèè ðàâåí

Σn−1
i=0 cihj−i, (3)

ãäå èíäåêñû áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ n. Ýòè ðàâåíñòâà çàäàþò ïðîâåðî÷íûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì
äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü êîä. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

G =


0 ... ... 0 hk ... h1 h0
0 ... 0 hk ... h1 h0 0

. . . .
0 hk ... h1 h0 0 ... 0
hk ... h1 h0 0 ... ... 0


x0 ... ... xr−2 xr−1 ... xn−2 xn−1

G ∼


←−−
h(x)
←−−−
xh(x)
←−−−−
x2h(x)
...

←−−−−−−−
xn−r−1h(x)

 ,

Èç óðàâíåíèé (3) ñëåäóåò, ÷òî åñëè âåêòîð

c = c0, c1, c2, ..., cn−1

êîäîâûé, òî

H · cT = 0 (4)

Òàê êàê deg h(x) = k = n−deg g(x) åñòü ðàçìåðíîñòü êîäà è ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî
óñëîâèå (4) ÿâëÿåòñÿ òàêæå äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîð ñ ïðèíàäëåæàë êîäó. Òàêèì
îáðàçîì, Í - ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà öèêëè÷åñêîãî êîäà ñ ïðîâåðî÷íûì ìíîãî÷ëåíîì h(x).N

Ïðèìåð 4. Äëÿ äâîè÷íîãî öèêëè÷åñêîãî [n, n − 1, 2]− êîäà ñ ïðîâåðêîé íà ÷åòíîñòü ñïðà-
âåäëèâî

g(x) = x+ 1,

h(x) =
xn − 1

x+ 1
= xn−1 + xn−2 + ...+ x+ 1.

Òîãäà ìàòðèöû
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G =


1 1 0 0 ... 0 0 0
0 1 1 0 ... 0 0 0

. . . .
0 0 0 0 ... 0 1 1

 ,

H = ( 1 1 ... 1 ),

ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîðîæäàþùåé è ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé êîäà.

3.5 Äåêîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêîãî êîäà

Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å êîäîâîãî âåêòîðà a = (a0, a1, ..., an−1) ïðîèçîøëè îøèáêè è íà ïðèåìíîì
êîíöå ïîëó÷åí âåêòîð

c = (c0, c1, ..., cn−1) = a+ ε,

ãäå
ε = (ε0, ε1, ..., εn−1)

âåêòîð îøèáîê. Íà ÿçûêå ìíîãî÷ëåíîâ èìååì

c(x) = a(x) + ε(x).

Òàê êàê a(x), ñîãëàñíî òåîðåìå 9, äåëèòüñÿ íà g(x), ìíîãî÷ëåíû c(x) è ε(x) èìåþò ïðè
äåëåíèè íà g(x) îäèíàêîâûå îñòàòêè. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåêòîð îøèáîê íàõîäèòñÿ ñðåäè òåõ
íàáîðîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ìíîãî÷ëåíû, äàþùèå ïðè äåëåíèè íà g(x) òîò æå îñòàòîê, ÷òî
è ìíîãî÷ëåí c(x), ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèíÿòîìó âåêòîðó. Îáðàòíî, ëþáîé âåêòîð, îáëàäàþùèé
óêàçàííûì ñâîéñòâîì, ìîæåò îêàçàòüñÿ âåêòîðîì îøèáîê. Èç ñòðàòåãèè äåêîäèðîâàíèÿ ïî ïðèí-
öèïó ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ â êà÷åñòâå âåêòîðà îøèáêè ε ïðèíèìàþò âåêòîð íàèìåíüøåãî
âåñà (êàê íàèáîëåå âåðîÿòíûé âåêòîð îøèáîê). Îòûñêèâàíèå âåêòîðà ε ìîæíî îñóùåñòâèòü,
íàïðèìåð, ïåðåáîðîì âñåâîçìîæíûõ âåêòîðîâ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ âåñîâ âïëîòü äî âåêòî-
ðà, êîòîðîìó îòâå÷àåò ìíîãî÷ëåí ñ íóæíûì îñòàòêîì. Â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé çàäà÷è íà
ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, ïðîâîäÿò ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòûå ïðîöåäóðû äåêîäèðîâàíèÿ.

Ñóùåñòâóåò òàêæå àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèå öèêëè÷åñêèé ñäâèã è ïîçâîëÿ-
þùèå çà ñ÷åò ýòîãî ñîêðàòèòü îáúåì òàáëèöû ñèíäðîìîâ.

Óïðàæíåíèå 9. Ïóñòü äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè èñïîëüçîâàëñÿ öèêëè÷åñêèé êîäà äëèíû
7 ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) = x3 + x+ 1. Äåêîäèðîâàòü ñëîâî y = (1011110).
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