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Глава 1

Перестановки и матрицы

1. Перестановки и их свойства

1. Виды отображений. Из школы известно определение отображения двух мно-
жеств: это правило, согласно которому каждому элементу одного множества (области
определения) сопоставляется единственный элемент второго множества. Выделяют-
ся несколько особых типов отображений:

• инъективное (инъекция). Отображение f : X → Y называется инъектив-
ным, если разные элементы множества X отображаются в разные элементы
множества Y : x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2);

• сюръективное (сюръекция). Отображение f : X → Y называется сюръектив-
ным, если любой элемент множества Y является образом некоторого элемен-
та множества X: ∀y ∈ Y ∃x ∈ X: f(x) = y;

• биективное (биекция). Отображение f : X → Y называется биективным,
если оно одновременно инъективно и сюръективно.

Упражнение 1.1. В каких случаях правило, сопоставляющее студенту парту,
за которой он(а) сидит, будет отображением? инъекцией? сюръекцией? биекцией?
Тот же вопрос для правила, сопоставляющего парте сидящего за ней студента.

2. Определение перестановки.

Определение 1.1. Перестановкой (на множестве из n элементов) называется
биекция множества {1, 2, 3, . . . , n} на себя.

Обычно перестановки обозначают греческими буквами: σ, τ , ... . Перестановки
часто (но не всегда) записывают в виде таблицы чисел:(

1 2 3 . . . n
m1 m2 m3 . . . mn

)

— под каждым числом пишется его образ при перестановке. Очевидно, что пере-
становки совпадают тогда и только тогда, когда соответствующие таблицы чисел
идентичны (при этом, естественно, необходимо первую строку таблицы записывать
строго по возрастанию).

Теорема 1.1. Число всевозможных перестановок множества из n элементов
равно n!

Доказательство. В самом деле, 1 может перейти в любой из n элементов. Если
образ единицы уже фиксирован, то 2 может перейти в любой из n − 1 оставшихся
элементов, 3 — любой из n− 2 оставшихся элементов, и т.д. ¤

Результатом произведения двух перестановок является их суперпозиция (как отоб-
ражений).
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Пример. (
1 2 3 4
4 3 2 1

) (
1 2 3 4
2 3 1 4

)
=

(
1 2 3 4
4 1 3 2

)
.

В самом деле, при первой перестановке 1 перейдет в 4, а при второй 4 перейдет себя.
Поэтому произведение (суперпозиция) этих двух перестановок переводит 1 в 4, и т.д.

Обратите внимание, что произведение перестановок, вообще говоря, зависит от
порядка перемножения. Например, если перестановки из предыдущего примера пе-
ремножить в другом порядке:(

1 2 3 4
2 3 1 4

) (
1 2 3 4
4 3 2 1

)
=

(
1 2 3 4
3 2 4 1

)
,

то получится совсем другая перестановка.

3. Разложение на независимые циклы.

Определение 1.2. Перестановка σ называется циклом, если для любых двух
элементов i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, не остающихся неподвижными под действием σ, су-
ществует такое натуральное k, что σk(i) = j.

Иными словами, начав с любого элемента i, не остающегося неподвижным по
действием перестановки σ, и применяя σ несколько раз, мы рано или поздно получим
все остальные элементы, не являющиеся неподвижными относительно σ.

Циклы обычно записывают в виде строчки чисел: (i j k . . . l m), которую сле-
дует понимать так: i переходит в j, j переходит в k, ..., l переходит в m. Числа, не
вошедшие в строчку, остаются при данном цикле неподвижными.
Пример. (

1 2 3 4 5
3 2 4 5 1

)
= (1345).

Определение 1.3. Циклы называются независимыми, если множество элемен-
тов, на которых нетривиально действует один цикл, целиком содержится в мно-
жестве неподвижных элементов второго цикла.

Теорема 1.2. Каждая перестановка множества {1, 2, . . . , n} равна произведе-
нию независимых циклов, причем эти циклы однозначно определены.

4. Транспозиции и четность

Определение 1.4. Транспозицией называется цикл длины 2.

Если произвольную перестановку σ домножить на транспозицию, то отвечающая
перестановке σ таблица изменится так: два символа нижней строки обменяются ме-
стами. Поэтому иногда транспозицией называют именно такое преобразование (по
сути это, конечно, одно и то же).

Теорема 1.3. Каждую перестановку множества {1, 2, . . . , n} можно преобра-
зовать в любую другую перестановку, выполняя последовательно транспозиции.

Следствие 1.1. Каждая перестановка разлагается в произведение циклов дли-
ны 2.
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Инверсией называется факт наличия в перестановке σ таких чисел i < j, что

σ(i) > σ(j). Например, перестановка
(

1 2 3 4 5 6
3 6 5 2 1 4

)
содержит 10 инверсий:

четыре относительно 1, три относительно 2, две относительно 4 и одну относительно
5.

Определение 1.5. Перестановка называется четной, если число инверсий в ней
четно.

Теорема 1.4. Транспозиция меняет четность перестановки.

Следствие 1.2. Перестановка четна тогда и только тогда, когда она разлага-
ется в произведение четного числа циклов длины 2.

2. Матрицы и операции над ними

1. Определение. Матрицей называется прямоугольная таблица чисел


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
am1 am2 . . . amn


 .

Такую таблицу обычно обозначают буквой A и пишут A = (aij)m×n. Последняя за-
пись означает, что A имеет m строк и n столбцов, и элемент, стоящий на j-м месте
i-й строки, обозначен через aij.

Говорят, что A имеет размер m× n, если она имеет m строк и n столбцов. В том
случае, если m = n, говорят, что матрица A квадратная порядка n.

Над матрицами можно выполнять следующие операции: сложение двух матриц,
умножение матрицы на число, перемножение двух матриц. Рассмотрим их по поряд-
ку.

2. Сложение. Разрешается складывать только матрицы одинакового размера, т.е.
имеющие одинаковое число строк и одинаковое число столбцов. Пусть у нас имеются
две матрицы, A = (aij)m×n и B = (bij)m×n, размера m× n. Результатом их сложения
является матрица C, на ij-м месте которой стоит сумма ij-го элемента матрицы A и
ij-го элемента матрицы B. Другими словами, C = (cij)m×n, где cij = aij + bij:

C =




c11 . . . c1n

. . .
cm1 . . . cmn


 =




a11 . . . a1n

. . .
am1 . . . amn


 +




b11 . . . b1n

. . .
bm1 . . . bmn




=




a11 + b11 . . . a1n + b1n

. . .
am1 + bm1 . . . amn + bmn


 .

Сложение матриц обладает следующими основными свойствами:
(1) (коммутативность сложения) для любых двух матриц A и B, имеющих оди-

наковое количество строк и одинаковое количество столбцов, имеет место
равенство: A + B = B + A;

(2) (ассоциативность сложения) для любых матриц A, B и C, имеющих оди-
наковое количество строк и одинаковое количество столбцов, имеет место
равенство: A + (B + C) = (A + B) + C;
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(3) пусть матрица A имеет m строк и n столбцов, и пусть O — матрица размера
m×n, все элементы которой равны нулю (нулевая матрица). Тогда O+A =
A;

(4) для любой матрицы A найдется матрица B такого же размера, такая что
A + B = O, где O — нулевая матрица подходящего размера.

Доказательство любого из этих свойств вполне элементарно. Докажем, например,
первое. Пусть C = A + B и D = B + A, C = (cij)m×n, D = (dij)m×n. Нужно доказать,
что матрицы C и D равны. Для этого они должны быть одинакового размера (что,
очевидно, выполняется), и элемент cij должен быть равен элементу dij. Однако по
определению сложения матриц cij = aij + bij и dij = bij +aij, а сложение чисел можно
выполнять в любом порядке. Свойство (1) доказано. Свойства (2)-(4) доказываются
по той же схеме.

3. Умножение на число. Умножать можно любую матрицу на любое число. Ре-
зультатом умножения матрицы A = (aij)m×n на число α будет матрица B размера
m× n, ij-й элемент которой равен αaij:

B = α




a11 . . . a1n

. . .
am1 . . . amn


 =




αa11 . . . αa1n

. . .
αam1 . . . αamn




Умножение матрицы на число обладает следующими основными свойствами:

(5) для любых двух матриц A и B, имеющих одинаковое количество строк и
одинаковое количество столбцов, и любого числа α имеет место равенство:
α(A + B) = αA + αB;

(6) для любой матрицы A и любых чисел alpha, β имеет место равенство: (α +
β)A = αA + βA;

(7) для любой матрицы A и любых чисел alpha, β имеет место равенство: α(βA) =
(αβ)A;

(8) для любой матрицы A 1 · A = A.

Доказательство всех этих свойств абсолютно аналогично доказательству четырех
предыдущих свойств.

4. Умножение матриц. Умножение определено только для таких пар матриц, что
число столбцов (длина строки) первой матрицы равно числу строк (высоте столбца)
второй матрицы. При этом получится матрица, имеющая столько же строк, сколько
и первая матрица, и столько же столбцов, сколько имеет вторая матрица:




a11 . . . a1n

. . .
am1 . . . amn


 ·




b11 . . . b1k

. . .
bn1 . . . bnk


 =




c11 . . . c1k

. . .
cm1 . . . cmk




Т.е., если перемножались матрицы размера m × n и n × k, то получится матрица
размера m × k. Например, если умножается матрица, состоящая из одной строки,
на матрицу, состоящую из одного столбца, то получится матрица размера 1× 1, т.е.
число.

Перейдем теперь к определению умножения матриц. Нам надо выяснить, чему ра-
вен элемент cij выше. Рассмотрим сначала частный случай, когда умножается строка
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на столбец:

(
a11 . . . a1n

)



b11

. . .
bn1


 = (a11b11 + a12b21 + . . . + a1nbn1).

Т.е. число, которое должно получиться, вычисляется так: берем 1-й элемент строки и
умножаем его на 1-й элемент столбца, затем 2-й элемент строки умножаем на второй
элемент столбца и т.д. Все полученные произведения складываем. (Теперь понятно,
зачем нужно условие на размеры перемножаемых матриц: если бы в столбце было
больше элементов, чем в строке, то было бы непонятно, что делать с этими “лишними
элементами”).

В произвольном случае, чтобы посчитать элемент cij результирующей матрицы,
просто умножают i-ю строку первого сомножителя на j-й столбец второго:

cij =
(

ai1 . . . ain

)



b1j

. . .
bnj


 = ai1b1j + ai2b2j + . . . + ainbnj.

Пример. Перемножим матрицы A2×3 =

(
1 2 3
4 5 6

)
и B3×2 =




8 9
10 11
12 13


. Резуль-

татом будет матрица C размера 2 × 2, состоящая из элементов c11, c12, c21 и c22. По
правилу умножения имеем:

c11 = < 1-я строка A >< 1-й столбец B > = (1 2 3)




8
10
12


 = 64;

c12 = < 1-я строка A >< 2-й столбец B > = (1 2 3)




9
11
13


 = 70;

c21 = < 2-я строка A >< 1-й столбец B > = (4 5 6)




8
10
12


 = 154;

c22 = < 2-я строка A >< 2-й столбец B > = (4 5 6)




9
11
13


 = 169.

Таким образом, получаем ответ: AB =

(
64 70

154 169

)
.

Умножение матриц обладает следующими основными свойствами:
(9) (ассоциативность умножения) для любых трех матриц A, B и C подходящих

порядков (т.е. таких, чтобы все умножения были определены) имеет место
равенство: (AB)C = A(BC);

(10) (левая и правая дистрибутивность) для любых трех матриц A, B и C подхо-
дящих порядков (т.е. таких, чтобы все умножения и сложения были опреде-
лены) имеют место равенства: A(B +C) = AB +AC и (B +C)A = BA+BC;
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(11) обозначим через Ek квадратную матрицу порядка k, у которой по главной
диагонали стоят единицы, а на всех остальных местах — нули (она называ-
ется единичной матрицей порядка k). Пусть A — матрица размера m × n.
Тогда AEn = A и EMA = A;

(12) для любых двух матриц A и B подходящих порядков и любого числа α имеет
место равенство: α(AB) = (αA)B = A(αB).

Доказательства этих свойств, хотя и громоздки, но аналогичны приведенным вы-
ше: выписываем ij-й элемент левой матрицы и ij-й элемент правой и доказываем,
что они равны между собой.

Замечание 2.1. Умножение матриц, вообще говоря, не обладает свойством
коммутативности. Во-первых, может оказаться так, что произведение AB опре-
делено, а произведение BA — нет. Но даже если определены оба произведения (на-
пример, у квадратных матриц), результат умножения все равно может полу-

читься разным: сравните, например, результаты умножения матриц
(

1 0
0 0

)
и

(
0 1
0 0

)
в различном порядке (в одном случае получится нулевая матрица, а в

другом — имеющая одним из своих элементов 1).

3. Определители и их свойства

Определитель — это число, которое сопоставляется квадратной матрице (у неквад-
ратных матриц определителей не бывает).

Определение 3.1. Определитель матрицы A равен

(1) det A =
∑
σ∈Sn

(−1)|σ|a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n).

Здесь det A означает определитель матрицы A, Sn — это множество всех переста-
новок на множестве из n элементов, сумма берется по всем перестановкам σ из Sn, а
через |σ| обозначено число инверсий в перестановке σ. Т.о., слагаемые, отвечающие
четным перестановкам, берутся с плюсом, а отвечающие нечетным перестановкам —
с минусом.

Определитель матрицы A = (aij) обозначается также

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Пример 1. Пусть матрица A порядка 2,

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Множество S2 состоит из тождественной перестановки, которая четна, и циклической
перестановки (12), которая нечетна. Таким образом,

det A = (−1)0a11a22 + (−1)1a12a21 = a11a22 − a12a21.

Последнюю формулу необходимо запомнить.
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Пример 2. Пусть матрица A порядка 3,

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 .

Множество S3 состоит уже из 6 перестановок (в первой лекции доказывалось, что
Sn состоит из n! перестановок). Помимо четной тождественной перестановки, S3 со-
держит циклические перестановки (12), (13), (23), (123), (132). Можно убедиться
непосредственно, что циклы длины 2 — нечетные перестановки, а циклы длины 3 —
четные (проверьте). Запишем сначала слагаемые, отвечающие четным перестанов-
кам, а затем — нечетным:

det A = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a12a21a33 − a13a22a31 − a11a23a32.

В этой формуле тоже рекомендуется хорошо разобраться.

Заметим, что формула (1) содержит n! слагаемых. Поэтому она довольно непрак-
тична. Поэтому мы должны изучить и дополнительные свойства определителей. Эти
свойства, в частности, сделают вычисление определителей более простым делом.

Свойство 3.1. Определитель матрицы можно найти и по формуле

(2) det A =
∑
τ∈Sn

(−1)|τ |aτ(1)1aτ(2)2 . . . aτ(n)n.

Доказательство. По определению,

det A =
∑
σ∈Sn

(−1)|σ|a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n).

Упорядочим сомножители в каждом слагаемом так, чтобы вторые индексы возраста-
ли. Тогда каждое слагаемое будет иметь вид (−1)|σ|aτ(1)1aτ(2)2 . . . aτ(n)n, где τ — тоже
некоторая перестановка, причем она обладает тем свойством, что σ(τ(i)) = i для
всех i (так как каждое aτ(i)i — это на самом деле некоторое ajσ(j)). Это означает, что
τ — перестановка, обратная к σ. А мы знаем, что обратная перестановка имеет ту
же четность. Таким образом, формулы (1) и (2) состоят из одних и тех же слагае-
мых; слагаемое первой суммы, отвечающее некоторой перестановке σ, совпадает со
тем слагаемым второй суммы, которое отвечает перестановке σ−1. Поэтому суммы
равны. ¤

Свойство 3.2. Определитель единичной матрицы равен 1.

Доказательство. Воспользуемся, например, формулой (1). Поскольку един-
ственные ненулевые элементы единичной матрицы — это элементы вида aii, то един-
ственное ненулевое слагаемое в сумме (1) — это то, которое отвечает тождественной
перестановке, т.е.

det A = a11a22 . . . ann.

А так как все aii равны единице, то получаем искомое. ¤

Свойство 3.3. Если матрица A имеет два равных соседних столбца или две
равных соседних строки, то det A = 0.
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Доказательство. Пусть, для определенности, равны первые два столбца, т.е.
a11 = a12, a21 = a22, ..., an1 = an2. По формуле (2), мы имеем:

det A =
∑
τ∈Sn

(−1)|τ |aτ(1)1aτ(2)2 . . . aτ(n)n.

Однако мы всегда имеем aτ(1)1 = aτ(1)2. Поэтому на самом деле

det A =
∑
τ∈Sn

(−1)|τ |aτ(1)2aτ(2)2 . . . aτ(n)n.

Разобьем множество всех перестановок на пары вида: τ и τ ′ = (12)τ и рассмотрим
отвечающие им слагаемые (−1)|τ |aτ(1)2aτ(2)2 . . . aτ(n)n и (−1)|τ

′|aτ ′(1)2aτ ′(2)2 . . . aτ ′(n)n. Но
по определению перестановки τ ′ и поскольку домножение на цикл длины 2 меняет
четность перестановки, второе слагаемое равно

−(−1)|τ |aτ(2)2aτ(1)2 . . . aτ(n)n,

т.е. равно по модулю первому и имеет противоположный знак. Поэтому они сокра-
щаются, и вся сумма равна нулю.

Доказательство для строк проводится аналогично, только надо воспользоваться
первой формулой. (Его полезно провести в качестве упражнения, чтобы убедиться,
что Вы действительно понимаете доказательство выше). ¤

Свойство 3.4. Если какой-то столбец (или строка) является линейной комби-
нацией двух других столбцов (соответственно строк), то определитель матрицы
является соответствующей линейной комбинацией определителей.

Например,
∣∣∣∣∣∣∣∣

αa′11 + βa′′11 a12 . . . a1n

αa′21 + βa′′21 a22 . . . a2n

. . . . . .
αa′n1 + βa′′n1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= α

∣∣∣∣∣∣∣∣

a′11 a12 . . . a1n

a′21 a22 . . . a2n

. . . . . .
a′n1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣

a′′11 a12 . . . a1n

a′′21 a22 . . . a2n

. . . . . .
a′′n1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
Доказательство. Докажем эту формулу, например, для первого столбца. Если

первый столбец у матрицы как в примере выше, то мы получаем

det A =
∑
τ∈Sn

(−1)|τ |(αa′τ(1)1 + βa′′τ(1)1)aτ(2)2 . . . aτ(n)n =

∑
τ∈Sn

((−1)|τ |αa′τ(1)1aτ(2)2 . . . aτ(n)n + (−1)|τ |βa′′τ(1)1aτ(2)2 . . . aτ(n)n) =

α
∑
τ∈Sn

(−1)|τ |a′τ(1)1aτ(2)2 . . . aτ(n)n + β
∑
τ∈Sn

(−1)|τ |a′′τ(1)1aτ(2)2 . . . aτ(n)n,

что и требовалось. ¤

Замечание 3.1. В частности, если какой-то столбец или строку умножить
на число, то сам определитель умножится на это число.

Свойство 3.5. При перестановке двух соседних столбцов или строк определи-
тель меняет знак.
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Доказательство. Докажем, например, что∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 a11 . . . a1n

a22 a21 . . . a2n

. . . . . .
an2 an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Рассмотрим для этого такую матрицу:


a11 + a12 a11 + a12 a13 . . . a1n

a21 + a22 a21 + a22 a23 . . . a2n

. . . . . .
an1 + an2 an1 + an2 an3 . . . ann


 .

Ее определитель равен нулю, так как она имеет два соседних равных столбца. Вос-
пользуемся предыдущим свойством, чтобы разложить этот определитель по первому
и второму столбцам: ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + a12 a11 + a12 a13 . . . a1n

a21 + a22 a21 + a22 a23 . . . a2n

. . . . . .
an1 + an2 an1 + an2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a11 + a12 . . . a1n

a21 a21 + a22 . . . a2n

. . . . . .
an1 an1 + an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 a11 + a12 . . . a1n

a22 a21 + a22 . . . a2n

. . . . . .
an2 an1 + an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a11 . . . a1n

a21 a21 . . . a2n

. . . . . .
an1 an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 a11 . . . a1n

a22 a21 . . . a2n

. . . . . .
an2 an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 a12 . . . a1n

a22 a22 . . . a2n

. . . . . .
an2 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Первый и четвертый из определителей, входящих в сумму, равны нулю, так как они
имеют по два равных соседних столбца. Итак, мы получаем:

0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 a11 . . . a1n

a22 a21 . . . a2n

. . . . . .
an2 an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Это и означает, что интересующие нас определители имеют противоположный знак.
¤

Хорошим способом самоконтроля является следующий. Мы практически все утвер-
ждения доказываем только для первого столбца (или для первой пары столбцов),
хотя сами утверждения распространяются и на другие столбцы, и на строки. По-
пробуйте провести тоже рассуждение для, скажем, первой строки. Спросите себя:
очевидно ли, что доказательство годится для любого другого столбца? Если это не
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очевидно, значит, Вы пока чего-то не понимаете. Тогда попробуйте разобрать дока-
зательство на конкретном (числовом) примере.

Свойство 3.6. Определитель, имеющий два равных столбца или две равных
строки (теперь не обязательно соседних), равен нулю.

Доказательство. Будем переставлять столбцы до тех пор, пока они не станут
соседними. При этом меняться будет только знак определителя. Полученный опре-
делитель будет равен нулю в силу свойства 3.3. А так как исходный определитель
отличается от него только знаком, то и он тоже равен нулю. ¤

Свойство 3.7. При перестановке двух любых столбцов или строк определитель
меняет знак.

Доказательство. Любые два столбца (или две строки) можно поменять места-
ми с помощью нескольких перестановок соседних столбцов (строк). При этом будет
выполнено нечетное число таких перестановок (мы доказывали это, когда изучали
перестановки множества {1, 2, . . . , n}. Помните ли Вы соответствующее рассужде-
ние?) Следовательно, знак определителя изменится нечетное число раз. ¤

Свойство 3.8. Определитель, имеющий нулевой столбец или строку, равен ну-
лю.

Доказательство. Поскольку нулевой столбец можно представить в виде сум-
мы двух нулевых столбцов, то и соответствующий определитель можно представить
в виде суммы двух таких же определителей, т.е. он равен самому себе, умноженному
на два. Единственное число, обладающее таким свойством, — это ноль. ¤

Свойство 3.9. Определитель не изменится, если к его столбцу (строке) доба-
вить другой столбец (строку), умноженный на какое-то число.

Доказательство. Докажем это, например, для первого столбца, к которому
добавляется i-й столбец, умноженный на число α. В силу свойства 3.4

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + αa1i a12 . . . a1n

a21 + αa2i a22 . . . a2n

. . . . . .
an1 + αani an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ α

∣∣∣∣∣∣∣∣

a1i a12 . . . a1n

a2i a22 . . . a2n

. . . . . .
ani an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
Однако второй определитель равен нулю, так как имеет два равных столбца (первый
столбец совпадает с i-м). Мы получаем искомое равенство. ¤

Только что доказанное свойство является исключительно сильным инструментом
для эффективного вычисления определителей.

Свойство 3.10. Если столбец (или строка) определителя равен линейной ком-
бинации других столбцов (строк) определителя, то определитель равен нулю.

Доказательство. Применяя тот же прием, что и в предыдущем доказатель-
стве, раскладываем определитель по этому столбцу. Мы получим линейную комби-
нацию определителей, каждый из которых имеет по два равных столбца, т.е. каждый
из них равен нулю. Соответственно и вся линейная комбинация равна нулю. ¤
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Определение 3.2. Транспонированием матрицы A называется такая опера-
ция, при которой i-й столбец матрицы становится i-ой строкой, и наоборот. По-
лученная матрица обозначается At.

Например, если

A =




1 2 3
4 5 6
7 8 9


 , то At =




1 4 7
2 5 8
3 6 9


 .

Свойство 3.11. При транспонировании определитель не изменится.

Доказательство. Пусть элементы транспонированной матрицы обозначены a′ij.
По определению транспонирования, a′ij = aji. По формуле (1), определитель транс-
понированной матрицы равен

det At =
∑
σ∈Sn

(−1)|σ|a′1σ(1)a
′
2σ(2) . . . a′nσ(n).

Но так как a′ij = aji,

det At =
∑
σ∈Sn

(−1)|σ|aσ(1)1aσ(2)2 . . . aσ(n)n,

и если в этой формуле мы изменим обозначения, заменив σ на τ , то получим в
точности формулу (2). ¤

4. Алгебраические дополнения и их свойства

Использование алгебраических дополнений дает один из самых простых способов
нахождения определителей, особенно большого порядка.

Пусть у нас есть квадратная матрица A = (aij) порядка n.

Определение 4.1. Алгебраическим дополнением к элементу aij матрицы A на-
зывается число, равное (−1)i+jdet A′, где матрица A′ получается из матрицы A
вычеркиванием i-той строки и j-того столбца (т.е. той строки и того столбца,
которые содержат элемент aij). Алгебраическое дополнение к элементу aij обозна-
чается Aij.

Таким образом, если матрица A имеет вид

A =




a11 . . . a1(j−1) a1j a1(j+1) . . . a1n

· · · · · · · · ·
a(i−1)1 . . . a(i−1)(j−1) a(i−1)j a(i−1)(j+1) . . . a(i−1)n

ai1 . . . ai(j−1) aij ai(j+1) . . . ain

a(i+1)1 . . . a(i+1)(j−1) a(i+1)j a(i+1)(j+1) . . . a(i+1)n

· · · · · · · · ·
an1 . . . an(j−1) anj an(j+1) . . . ann




,
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то матрица A′ имеет вид

A′ =




a11 . . . a1(j−1) a1(j+1) . . . a1n

· · · · · ·
a(i−1)1 . . . a(i−1)(j−1) a(i−1)(j+1) . . . a(i−1)n

a(i+1)1 . . . a(i+1)(j−1) a(i+1)(j+1) . . . a(i+1)n

· · · · · ·
an1 . . . an(j−1) an(j+1) . . . ann




.

Пример 1. Пусть матрица A имеет порядок 2,

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
,

тогда всевозможные алгебраические дополнения равны

A11 = a22, A12 = −a21, A21 = −a12, A22 = a11.

Пример 2. Пусть матрица A имеет порядок 3,

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 .

Тогда алгебраические дополнения к элементам второй строки равны, соответственно,

A21 = −
∣∣∣∣

a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣ = a13a32 − a12a33, A22 =

∣∣∣∣
a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣ = a11a33 − a13a31,

A23 = −
∣∣∣∣

a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣ = a12a31 − a11a32.

Основной в этой лекции является такая теорема.

Теорема 4.1. Пусть A — квадратная матрица порядка n. Тогда для любого
i = 1, 2, . . . , n имеют место формулы

det A = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . . + ainAin,

det A = a1iA1i + a2iA2i + . . . + aniAni.

Эти формулы называются разложением определителя по строке (соответствен-
но по столбцу).

Упражнение 4.1. Проверьте утверждение теоремы для матриц порядка 2 и
3.

Доказательство. Докажем первую формулу. По определению, det A находит-
ся по такой формуле:

(3) det A =
∑
σ∈Sn

(−1)|σ|a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n).

Поскольку каждый сомножитель произведения, отвечающего перестановке σ, имеет
вид aiσ(i), то элемент ai1 входит только в те произведения, которые отвечают тем
перестановкам σ, которые переводят i в 1: σ(i) = 1. Аналогично, элемент ai2 входит



4. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДОПОЛНЕНИЯ И ИХ СВОЙСТВА 17

только в те произведения, которые отвечают таким перестановкам σ, что σ(i) = 2.
Для произвольного номера j имеем, что aij входит только в те произведения, которые
отвечают таким перестановкам σ, что σ(i) = j.

Мы всегда можем расписать большую сумму (3) на n меньших сумм, так, чтобы
в первую сумму вошли только произведения, отвечающие перестановкам σ, пере-
водящим i в 1, во вторую — только произведения, отвечающие перестановкам σ,
переводящим i в 2, и так далее. Все произведения в первой сумме будут иметь своим
сомножителем ai1, все произведения во второй сумме — ai2, и т.д. Поэтому формулу
(3) для определителя можно записать так:

det A = ai1

∑

σ(i)=1

(−1)|σ|a1σ(1) . . . a(i−1)σ(i−1)a(i+1)σ(i+1) . . . anσ(n) + . . . +

aij

∑

σ(i)=j

(−1)|σ|a1σ(1) . . . a(i−1)σ(i−1)a(i+1)σ(i+1) . . . anσ(n) + . . . +

(4) ain

∑

σ(i)=n

(−1)|σ|a1σ(1) . . . a(i−1)σ(i−1)a(i+1)σ(i+1) . . . anσ(n).

Теперь чтобы получить требуемое выражение, надо доказать, что сумма

(5)
∑

σ(i)=j

(−1)|σ|a1σ(1) . . . a(i−1)σ(i−1)a(i+1)σ(i+1) . . . anσ(n)

равна алгебраическому дополнению Aij элемента aij.
Из известной формулы для вычисления определителя (см. предыдущую лекцию,

первую формулу, а также формулу (3) настоящей лекции) можно получить, что

(6) Aij = (−1)i+j
∑

σ′
(−1)|σ

′|a1σ′(1) . . . a(i−1)σ′(i−1)a(i+1)σ′(i+1) . . . anσ′(n),

где сумма берется по всевозможным биекциям

σ′ : {1, 2, . . . , i− 1, i + 1, . . . , n} → {1, 2, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n}.
Другими словами, σ′ — это такая таблица чисел:

(7)
(

1 2 . . . i− 1 i + 1 . . . n
σ′(1) σ′(2) . . . σ′(i− 1) σ′(i + 1) . . . σ′(n)

)

(ранее мы в таком виде записывали перестановки). Четность |σ′| понимается как
количество инверсий во второй строчке.

Очевидно, что каждое отображение σ′ однозначно определяет обычную переста-
новку σ ∈ Sn — достаточно в таблицу добавить столбик из i и j. И напротив, каждая
σ ∈ Sn, переводящая i в j, определяет такое σ′. Поэтому формулу (6) можно записать
в виде

(8) Aij = (−1)i+j
∑

σ(i)=j, σ∈Sn

(−1)|σ
′|a1σ(1) . . . a(i−1)σ(i−1)a(i+1)σ(i+1) . . . anσ(n)

(штрихи убираются везде, кроме степени при -1).
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Выражение (8) отличается от (6) только тем, что в первом из них присутствует
(−1)|σ

′|, а во втором — (−1)|σ|. Таким образом, нужно сравнить число инверсий в
таблице (7) и таблице

(9)
(

1 2 . . . i− 1 i i + 1 . . . n
σ′(1) σ′(2) . . . σ′(i− 1) j σ′(i + 1) . . . σ′(n)

)

(мы помним, что σ(k) = σ′(k), если k 6= i).
Перестановка σ′′, задаваемая таблицей

(
1 2 . . . i− 1 i i + 1 . . . n
j σ′(1) σ′(2) . . . σ′(i− 1) σ′(i + 1) . . . σ′(n)

)

получается из таблицы (9) с помощью (i − 1)-й перестановки соседних символов
второй строки. Поэтому

(−1)|σ| = (−1)|σ
′′|+i−1.

С другой стороны, σ′′ имеет на j−1 инверсий больше, чем σ′, так как стоящее впереди
j дает j − 1 инверсий. Поэтому окончательно

(−1)|σ| = (−1)|σ
′|+i+j−2.

И так как i+ j−2 и i+ j имеют одинаковую четность, то формулы (5) и (6) на самом
деле задают одно и то же выражение. А это и означает, что формула (4) совпадает
с искомой. Итак, первая формула из утверждения теоремы доказана.

Чтобы доказать вторую формулу, транспонируем матрицу и разложим по i-й
строке. По доказанному, это будет определитель транспонированной матрицы, а он,
как мы знаем, совпадает с определителем самой матрицы. ¤

Если это доказательство трудно понимается, весьма рекомендуется следующее

Упражнение 4.2. Возьмите произвольную (т.е. элементы записываются бук-
вами с индексами, a11 и т.д.) матрицу A порядка 4 и докажите формулу

det A = a31A31 + a32A32 + a33A33 + a34A34,

полностью повторяя все рассуждения доказательства теоремы.

Следствие 4.1. Определитель диагональной матрицы равен произведению эле-
ментов, стоящих на главной диагонали.

Доказательство. Разложим по первой строке и далее по индукции. ¤
Следствие 4.2. Если k 6= i, то

ai1Ak1 + ai2Ak2 + . . . + ainAkn = 0,

a1iA1k + a2iA2k + . . . + aniAnk = 0.

Доказательство. Рассмотрим ту же матрицу, но на место k-й строки запишем
i-ю. Алгебраические дополнения элементов k-й строки при этом не изменятся, т.е.
это будут Ak1, Ak2 и т.д. Разложив определитель новой матрицы по k-й строке, полу-
чим выражение ai1Ak1 + ai2Ak2 + . . . + ainAkn. Однако, имея две одинаковых строки,
матрица имеет нулевой определитель. Поэтому это выражение равно нулю. Вторая
формула доказывается аналогично. ¤
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5. Обратная матрица

Определение 5.1. Матрица A называется обратимой, если существует такая
матрица B, что AB = BA = E (матрица B называется обратной к A).

Отметим следующее:
• Если матрица A имеет обратную, то A — квадратная. Действительно, пусть

A имеет размер k × l, тогда, чтобы умножение было определено, B должна
иметь размер l × k. При этом AB имеет размер k × k, а BA — размер l × l.
Однако это равные матрицы, поэтому k = l.

• Не всякая квадратная матрица имеет обратную. Например, решая матричное
уравнение (

1 2
2 4

) (
x11 x12

x21 x22

)
=

(
1 0
0 1

)
,

получим систему, содержащую два уравнения: x11 +2x21 = 1, 2x11 +4x21 = 0.
Но из этих уравнений получается, что 0 = −2, т.е. система не имеет решений.
Так что матрица (

1 2
2 4

)

необратима.
• Если матрица A все же имеет обратную, то эта обратная матрица — един-
ственна. Действительно, пусть B1 и B2 — матрицы, обратные к A. Тогда

B1 = B1E = B1(AB2) = (B1A)B2 = EB2 = B2.

Обратная к матрице A обозначается A−1.
Как же узнать, когда существует обратная матрица, и как ее найти в том случае,

когда она существует?

Теорема 5.1. Обратная матрица к квадратной матрице A существует тогда
и только тогда, когда det A 6= 0. Если det A 6= 0, то A−1 может быть найдена по
формуле: 



A11

det A
A21

det A
. . . An1

det A

A12

det A
A22

det A
. . . An2

det A

. . . . . .

A1n

det A
A2n

det A
. . . Ann

det A




.

Пример. Пусть A — квадратная матрица порядка 2:

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Тогда, как мы знаем, A11 = a22, A12 = −a21, A21 = −a12, A22 = a11. В теореме
утверждается, что следующая матрица будет обратной для A:


a22

a11a22−a12a21

−a12

a11a22−a12a21

−a21

a11a22−a12a21

a11

a11a22−a12a21


 .
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Действительно,
(

a11 a12

a21 a22

) 


a22

a11a22−a12a21

−a12

a11a22−a12a21

−a21

a11a22−a12a21

a11

a11a22−a12a21


 =




a11a22−a12a21

a11a22−a12a21

−a11a12+a12a11

a11a22−a12a21

a21a22−a22a21

a11a22−a12a21

a11a22−a12a21

a11a22−a12a21


 =

(
1 0
0 1

)
.

Перейдем теперь к доказательству теоремы.

Доказательство. 1) Предположим, что det A 6= 0. Обозначим матрицу из фор-
мулировки теоремы через A′. По определению обратной матрицы нам нужно прове-
рить, что AA′ = A′A = E.

Обозначим матрицу AA′ через B = (bij) и найдем, чему равны элементы этой
матрицы. По правилу умножения матриц

bij =
(

ai1 ai2 . . . ain

)




Aj1

det A

Aj2

det A

...

Ajn

det A




=
ai1Aj1+ai2Aj2+...+ainAjn

det A
.

По теореме из предыдущей лекции, если i = j, то наверху стоит det A, т.е. bii = 1.
А если i 6= j, то по второму следствию оттуда же, наверху стоит 0, т.е. bij = 0 при
i 6= j. Таким образом, B — это единичная матрица.

Найдем теперь матрицу A′A, которую обозначим через C = cij. Как и прежде,
найдем, чему равны ее элементы.

По правилу умножения матриц,

ij =
(

A1i

det A
A2i

det A
. . . Ani

det A

)



a1j

a2j

· · ·
anj


 =

a1jA1i+a2jA2i+...+anjAni

det A
.

По тем же причинам, cij равно 1 при i = j и cij равно 0 при i 6= j. Следовательно,
C = E, и мы доказали, что матрица A′ равна A−1.

2) Докзательство того, что у всякой обратимой матрицы определитель не равен
нулю, опирается на факт, который мы докажем позднее, а именно, что определитель
произведения матриц равен произведению определителей сомножителей. Используя
это, мы получаем:

1 = det E = det(AA−1) = det A det A1 .

Поэтому det A 6= 0. ¤
Замечание 5.1. Для произведения матриц мы получаем:

(AB)−1 = B−1A−1,
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если, конечно, обе матрицы обратимы. Действительно,

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AA−1 = E,

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1B = E.

6. Элементарные матрицы

Элементарными преобразованиями матриц по определению считаются следую-
щие:

• элементарные преобразования строк: перестановка двух строк, умножение
строки на число (обычно ненулевое) и добавление к i-й строке j-й строки,
умноженной на любое число;

• аналогичные элементарные преобразования столбцов: перестановка двух столб-
цов, умножение столбца на число (обычно ненулевое) и добавление к i-му
столбцу j-го, умноженного на любое число.

Так называемые элементарные матрицы, рассматриваемые в этой лекции, тес-
но связаны с перечисленными преобразованиями. Имеется три вида элементарных
матриц:

• матрицы tij. Такая матрица получается из единичной матрицы перестанов-
кой i-й и j-й строк. Например, если n = 4, то матрица t23 равна:

t23 =




1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


 ;

• матрицы di(a), a 6= 0. Такая матрица получается из единичной матрицы
умножением i-й строки на число a. Например, если n = 3, то d3(5) равна:

d3(5) =




1 0 0
0 1 0
0 0 5


 ;

• матрицы tij(a), i 6= j. Эти матрицы еще называют трансвекциями. Такая
матрица представляется в виде суммы

tij(a) = E + aEij,

где E — это, конечно, единичная матрица, а Eij — т.н. матричная единица,
т.е. матрица, у которой на месте ij стоит единица, а на всех остальных местах
— нули. Например, если n = 4, то

E23 =




0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 , и t23(5) =




1 0 0 0
0 1 5 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .

Связь между элементарными матрицами и элементарными преобразованиями
описывается в следующих трех теоремах:

Теорема 6.1. Умножение матрицы A, не обязательно квадратной, слева на
матрицу tij подходящего размера равносильно перестановке i-й и j-й строк матри-
цы A, а умножение справа — перестановке i-го и j-го столбцов.
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Доказательство. 1) Рассмотрим сначала умножение слева, т.е. матрицу tijA,
которую мы обозначим B = (bkl). Посчитаем, чему равны ее элементы.

По определению, элемент bkl равен произведению k-й строчки матрицы tij на l-й
столбец матрицы A. Таким образом, имеем

bkl =
(

0 . . . 0 1 0 . . . 0
)




a1l

a2l
...

aml


 =





akl, k 6= i, j,
ajl, k = i,
ail, k = j.

Действительно, по определению матрицы tij единица в строке стоит на k-м месте,
если k 6= i, j, на j-м месте, если k = i, и на i-м месте, если k = j.

Итак, если k 6= i, j, то k-я строка матрицы B просто совпадает с k-й строкой
матрицы A. Далее, i-я строка матрицы B совпадает с j-й строкой матрицы A, и
наоборот. Поэтому B получается из A перестановкой i-й и j-й строк.

2) Теперь рассмотрим умножение справа. Пусть теперь B = Atij. Тогда

bkl =
(

ak1 ak2 . . . akn

)




0
...
0
1
0
...
0




=





akl, l 6= i, j,
akj, l = i,
aki, l = j.

По определению матрицы tij единица в столбце стоит на l-м месте, если l 6= i, j, на
j-м месте, если l = i, и на i-м месте, если l = j.

Итак, если l 6= i, j, то l-й столбец матрицы B просто совпадает с l-м столбцом
матрицы A. Далее, i-й столбец матрицы B совпадает с j-м столбцом матрицы A, и
наоборот. Поэтому B получается из A перестановкой i-го и j-го столбцов. ¤

Следствие 6.1. Обратной к матрице tij является она сама.

Доказательство. Рассмотрим произведение tij на tij. По только что доказан-
ному, результат получается из второго сомножителя перестановкой i-й и j-й строк.
Однако матрица tij получилась из E перестановкой тех же строк. Переставляя их
обратно, получим единичную матрицу. ¤

Теорема 6.2. Умножение матрицы A, не обязательно квадратной, слева на
матрицу di(a) подходящего размера равносильно умножению i-й строки матрицы
A на a, а умножение справа — умножению на a i-го столбца.
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Доказательство. 1) Рассмотрим умножение слева, т.е. матрицу B = di(a)A.
Посчитаем, чему равен ее элемент.

bkl =





(
0 . . . 0 1 0 . . . 0

)



a1l

a2l
...

aml


 = akl, k 6= i

(
0 . . . 0 a 0 . . . 0

)



a1l

a2l
...

aml


 = aail, k = i.

Таким образом, если k 6= i, то k-я строка у B совпадает с k-й строкой у A, а i-я строка
у B — это i-я строка матрицы A, умноженная на число a. Это нам и требовалось.

2) Рассмотрим теперь умножение справа. Пусть B = Adi(a). Посчитаем bkl:

bkl =





(
ak1 ak2 . . . akn

)




0
...
0
1
0
...
0




= akl, l 6= i

(
ak1 ak2 . . . akn

)




0
...
0
a
0
...
0




= aaki, l = i.

Таким образом, если l 6= i, то l-й столбец у B совпадает с l-м столбцом у A, а i-й
столбец у B — это i-й столбец матрицы A, умноженный на число a. Поэтому теорема
доказана. ¤

Следствие 6.2. Если a 6= 0, то обратной к матрице di(a) является матрица
di(

1
a
).

Доказательство. Рассмотрим матрицы di(a)di(
1
a
) и di(

1
a
)di(a). Первая из них

получается так: мы сначала домножаем i-ю строку единичной матрицы на 1
a
, а потом

ту же i-ю строку домножаем еще и на a. Домножаемые числа сокращаются, и в
результате остается единичная матрица. Для второго случая докажите сами. ¤

Теорема 6.3. Умножение матрицы A, не обязательно квадратной, слева на
матрицу tij(a) подходящего размера равносильно добавлению к i-й строке j-й, умно-
женной на a, а умножение справа — добавлению к j-му столбцу i-го, умноженного
на a.
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Доказательство. 1) Рассмотрим умножение слева, т.е. tij(a)A. Имеем tij(a)A =
A + aEijA. Посчитаем матрицу B = EijA:

bkl =





(
0 . . . 0 . . . 0

)



a1l

a2l
...

aml


 = 0, k 6= i

(
0 . . . 0 1 0 . . . 0

)



a1l

a2l
...

aml


 = aajl, k = i.

Таким образом, все строки, кроме i-й, у B нулевые, а i-я строка совпадает с j-й
строкой матрицы A. Когда мы берем сумму A + aB, строки кроме i-й не меняются,
а к i-й строке добавляется i-я строка матрицы B, умноженная на a, т.е. j-я строка
матрицы A, умноженная на a.

2) Рассмотрим теперь умножение справа, т.е. Atij(a). Имеем Atij(a) = A + aAEij.
Посчитаем матрицу B = AEij:

bkl =





(
ak1 ak2 . . . akn

)




0
...
0
...
0




= 0, l 6= j

(
ak1 ak2 . . . akn

)




0
...
0
1
0
...
0




= aki, l = j.

Таким образом, все столбцы, кроме j-го, у B нулевые, а j-й столбец совпадает с
i-м столбцом матрицы A. Когда мы берем сумму A + aB, столбцы кроме j-го не
меняются, а к j-му столбцу добавляется j-й столбец матрицы B, умноженная на a,
т.е. i-й столбец матрицы A, умноженный на a. ¤

Следствие 6.3. Обратной к матрице tij(a) является матрица tij(−a).

Доказательство. Доказывается аналогично двум предыдущим следствиям и
оставляется в качестве упражнения. ¤

Докажем теперь еще некоторый вспомогательный результат.
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Теорема 6.4. Всякую матрицу можно элементарными преобразованиями строк
и столбцов привести к следующему виду

Er =




1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0




,

(все элементы этой матрицы нулевые, кроме первых r элементов главной диагона-
ли — эти r элементов равны единице).

Доказательство. Докажем это утверждение индукцией по min(m,n), где m×n
— размер матрицы A.
База индукции: min(m, n) = 1. Предположим сначала, что m = 1, т.е. матрица A
имеет вид

A =
(

a11 a12 . . . a1n

)
.

Если все элементы a1i = 0, то матрица A уже имеет искомый вид (r = 0). Пред-
положим, что существует a1i 6= 0. Поставим его на первое место и поделим на него
первую строку. Получим матрицу вида:

(
1 a′12 . . . a′1n

)
.

Вычтем теперь из i-го столбца 1-й, умноженный на число a′1i, i = 2, . . . , n. Получим
матрицу нужного вида.

Предположим теперь, что n = 1. Тогда матрица A имеет вид

A =




a11

a12
...

a1m


 .

Если все элементы ai1 = 0, то матрица A уже имеет искомый вид (r = 0). Пред-
положим, что существует ai1 6= 0. Поставим его на первое место и поделим на него
первую строку. Получим матрицу вида:




1
a′12
...

a′1m


 .

Вычтем теперь из i-й строки 1-ю, умноженную на число a′i1, i = 2, . . . ,m. Получим
матрицу нужного вида.
Индукционное предположение: для всех матриц, имеющих меньше чем m строк
или меньше чем n столбцов, утверждение теоремы справедливо.
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Индукционный шаг. Рассмотрим произвольную матрицу

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · · · · ·
am1 am2 . . . amn


 .

Если все ее элементы равны нулю, то матрица уже имеет искомый вид. Если неко-
торый aij 6= 0, то перестановками строк и столбцов перемещаем его на первое место.
Делим первую строку на этот элемент. Мы получим матрицу:



1 a′12 . . . a′1n

a′21 a′22 . . . a′2n

· · · · · ·
a′m1 a′m2 . . . a′mn


 .

Вычтем теперь из i-й строки 1-ю, умноженную на число a′i1, i = 2, . . . , m. Затем
вычтем из j-го столбца 1-й, умноженный на число a′1j, j = 2, . . . , n. В результате мы
получим матрицу: 



1 0 . . . 0
0 a′′22 . . . a′′2n

· · · · · ·
0 a′′m2 . . . a′′mn


 .

Матрица

A′′ =




a′′22 . . . a′′2n

· · ·
a′′m2 . . . a′′mn




имеет m− 1 строк и n− 1 столбцов. По предположению индукции она приводится к
матрице Er−1 при некотором r−1. Естественно, каждое элементарное преобразование
строк и столбцов матрицы A′′ можно рассматривать как преобразование соответству-
ющих строк или столбцов матрицы A. Поэтому мы получаем искомое. ¤

Отсюда вытекает основной результат лекции:

Следствие 6.4. Всякая матрица разлагается в произведение элементарных
матриц и матрицы Er. В частности, каждая квадратная матрица с ненулевым
определителем разлагается в произведение элементарных матриц.

Доказательство. Заменим в предыдущем доказательстве каждое элементар-
ное преобразование строк на домножение на элементарную матрицу слева, а преоб-
разование столбцов — на домножение справа. Мы получим

t1 . . . tkAtk+1 . . . tk+l = Er,

где t1, . . . , tk, tk+1, . . . , tk+l — элементарные матрицы. Все они обратимы, и обратная
к элементарной матрице — это тоже элементарная матрица. По правилу вычисления
обратных матриц получим:

A = t−1
k . . . t−1

1 Ert
−1
k+l . . . t

−1
k+1.

В частности, если A квадратная с ненулевым определителем, то матрица Er будет
совпадать с единичной матрицей. Умножение на нее ничего не меняет, поэтому про
нее можно просто забыть. ¤
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Пример. Разложим в произведение элементарных матрицу


0 1 1
1 0 1
1 1 0


 .

Сначала приведем ее к виду Er, запоминая, какие элементарные преобразования и в
какой последовательности мы применяем:


0 1 1
1 0 1
1 1 0


 (1)↔(2)7→




1 0 1
0 1 1
1 1 0


 строки (3)−(1)7→




1 0 1
0 1 1
0 1 −1


 столбцы (3)−(1)7→




1 0 0
0 1 1
0 1 −1


 строки (3)−(2)7→




1 0 0
0 1 1
0 0 −2


 столбцы (3)−(2)7→




1 0 0
0 1 0
0 0 −2




строки (3)×(− 1
2
)7→




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 = E

Заменяя каждое элементарное преобразование на домножение на элементарную мат-
рицу, получим, что

d3(−1

2
)t32(−1)t31(−1)t12At13(−1)t23(−1) = E.

Применяя свойства обратных матриц (см. предыдущую лекцию), получим

A = (d3(−1

2
)t32(−1)t31(−1)t12)

−1E(t13(−1)t23(−1))−1 =

t−1
12 t31(−1)−1t32(−1)−1d3(−1

2
)−1Et23(−1)−1t13(−1)−1.

Используя следствия 6.1-6.3, получаем

A = t12t31(1)t32(1)d3(−2)t23(1)t13(1)

(т.к. умножение на единичную матрицу ничего не меняет, про нее можно забыть).

7. Применение элементарных матриц

1. Определитель произведения матриц. Основной в этом пункте является сле-
дующая теорема.

Теорема 7.1. Пусть A, B — квадратные матрицы одного и того же порядка.
Тогда

det(AB) = det A · det B.

Доказательство. Из одной из теорем предыдущей лекции мы знаем, что мат-
рицу A можно разложить в произведение

A = t1 . . . tkErtk+1 . . . tk+l,

где ti — элементарные матрицы. При этом поскольку A — квадратная, то Er — тоже
квадратная (однако не обязательно единичная, т.к. определитель матрицы A может
быть равен нулю).
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Рассмотрим сначала несколько частных случаев: когда A — одна из элементарных
матриц или когда A = Er.

Пусть A = tij, т.е. A получается из единичной матрицы перестановкой i-й и j-
й строк. Поскольку определитель единичной матрицы равен 1 и при перестановке
строк он меняет знак, то det A = −1. Но матрица AB получается из B перестановкой
i-й и j-й строк. Поэтому

det(AB) = − det B = (−1) · det B = det A · det B.

Пусть A = di(a), т.е. A получается из единичной матрицы умножением i-й строки
на число a. Поскольку при умножении строки на число определитель тоже умножа-
ется на это число, то det A = a. Но матрица AB тоже получается из B умножением
i-й строки на число a. Поэтому

det(AB) = a · det B = det A · det B.

Пусть A = tij(a), т.е. A = E + aEij. Очевидно, что A получается из единичной
матрицы добавлением к i-й строке j-й строки, умноженной на число a. Такая опера-
ция не меняет определителя, поэтому det A = 1. Но матрица AB тоже получается из
B добавлением к i-й строке j-й, умноженной на a. Поэтому

det(AB) = det B = 1 · det B = det A · det B.

Пусть A = Er. Тогда либо A = E, либо последняя строка матрицы A нулевая. В
первом случае имеем

det(AB) = det(EB) = det B = 1 · det B = det A · det B.

Во втором случае det A = 0, и последняя строка матрицы AB также нулевая. Сле-
довательно,

det(AB) = 0 = 0 · det B = det A · det B.

Рассмотрим теперь общий случай. Пусть A = t1 . . . tkErtk+1 . . . tk+l, и обозначим
через A′ матрицу t2 . . . tkErtk+1 . . . tk+l. По только что доказанному det A = det t1 ·
det A′, det(AB) = det t1 · det(A′B), и по индукционным соображениям det(A′B) =
det A′ · det B. Таким образом,
det(AB) = det t1 · det(A′B) = det t1 · det A′ · det B = det(t1A

′) · det B = det A · det B.

Теорема доказана. ¤
Упражнение 7.1. Четко оформить индукцию, использованную в теореме.

2. Метод Жордана-Гаусса нахождения обратной матрицы. Этот метод состо-
ит в следующем: к матрице A мы приписываем справа единичную матрицу подходя-
щего размера, затем элементарными преобразованиями одних только строк приво-
дим матрицу A к единичной. Матрица, которая окажется справа, и будет обратной
матрицей к A.

Понять, почему справа будеи обратная матрица, можно так. Каждое элементар-
ное преобразование строк есть домножение слева на элементарную матрицу. Пусть
T — произведение элементарных матриц, отвечающих элементарным преобразова-
ниям, производимым над матрицей A. Т.е. после их выполнения слева у нас будет
стоять матрица TA = E. А так как матрицы A и E подвергаются одним и тем же
преобразованиям, то справа будет стоять матрица TE = T . Из равенства TA = E
мы получаем, что T — это обратная к A матрица. Но именно она и стоит справа.
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Однако необходимо еще понять, почему этот метод вообще применим, т.е. почему
обратимую матрицу можно преобразовать в единичную, используя только преобра-
зования строк? Поэтому нам требуется следующая теорема.

Теорема 7.2. Квадратную матрицу с ненулевым определителем можно преоб-
разовать в единичную матрицу, используя только преобразования строк.

Доказательство. Докажем теорему индукцией по n — порядку матрицы. База
индукции — n = 1, т.е. матрица A — это просто число, A = (a11). Ее определитель —
это само число a11. Так как по условию оно не равно нулю, мы можем “поделить на
него первую строку” и получить матрицу (1) — единичную матрицу порядка 1.

Предположение индукции: пусть теорема справедлива для всех квадратных мат-
риц с ненулевым определителем, порядок которых меньше или равен n− 1.

Шаг индукции: рассмотрим матрицу A порядка n. Так как det A 6= 0, то каждый
столбец этой матрицы содержит ненулевой элемент. В частности, первый столбец
содержит какой-то ненулевой элемент ai1. Перестановками строк поставим этот эле-
мент на место 11 и поделим на него первую строку. Затем нашим обычным способом
получим нули на всех остальных местах первого столбца. Матрица A примет вид:




1 a′12 . . . a′1n

0 a′22 . . . a′2n

. . . . . .
0 a′n2 . . . a′nn


 .

Разлагая определитель полученной матрицы по первому столбцу, получим, что
ее определитель равен ∣∣∣∣∣∣

a′22 . . . a′2n

. . .
a′n2 . . . a′nn

∣∣∣∣∣∣
.

Заметим, что новая матрица получается из A элементарными преобразованиями, а
каждое такое преобразование домножает определитель на какое-то ненулевое число
(возможно, 1). Поэтому из того, что det A 6= 0, следует, что определитель новой
матрицы также не равен нулю. Таким образом, определитель матрицы

A′ =




a′22 . . . a′2n

. . .
a′n2 . . . a′nn




тоже не равен нулю, и эта матрица имеет порядок n − 1. Значит, к ней применимо
предположение индукции, т.е. существует последовательность элементарных преоб-
разований строк матрицы A′, преобразующая ее в единичную матрицу. Разумеется,
эти преобразования можно выполнять над 2-й, 3-й и т.д. строками матрицы A′. Мы
получаем, что элементарными преобразованиями строк матрицу A можно привести
к виду

A′′ =




1 a′12 a′13 . . . a′1n

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

. . . . . .
0 0 0 . . . 1




.
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Теперь, вычитая из 1-й строки i-ю, умноженнную на a′1i, i = 2, 3, . . . , n, мы получим
единичную матрицу. Теорема доказана. ¤


