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Глава 1

Истоки алгебры

1.1 Системы линейных уравнений
Наша цель — научиться решать системы линейных уравнений (СЛУ) с
действительными коэффициентами следующего общего вида





a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

(1.1)

Здесь m и n — произвольные положительные целые числа.

Определение 1. Решением системы (1.1) называется упорядоченный
набор из n действительных чисел c1, c2, . . . , cn, подстановка которых
вместо неизвестных x1, x2, . . . , xn, соответственно, обращает каждое
уравнение системы в тождество.

Оказывается (как мы узнаем позже), система линейных уравнений
либо не имеет решений, либо имеет единственное решение, либо имеет
бесконечно много решений. Рассмотрим три примера.

Пример 1. Система {
x1 + 2x2 = 3
x1 + 2x2 = 4

не имеет решений, поскольку левые части этих уравнений совпадают,
а правые части различны.
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Пример 2. Система {
x1 + 2x2 = 7
x1 + x2 = 4

имеет единственное решение x1 = 1, x2 = 3. Действительно, если вы-
разить неизвестную x1 из первого уравнения (x1 = 7 − 2x2) и, затем,
подставить во второе уравнение, то мы получим искомое решение.

Пример 3. Система {
2x1 + x2 = 3

имеет бесконечно много решений вида x2 = 3− 2x1. Здесь неизвестной
x1 можно придать произвольное значение; после чего неизвестная x2

определяются однозначно.

1.1.1 Эквивалентность СЛУ

Для решения СЛУ мы будем применять элементарные преобразования
уравнений системы. Основное значение таких преобразований заключа-
ется в том, что с их помощью можно существенно упростить исходную
систему, при этом не изменив множество её решений.

Определение 2. Следующие преобразования СЛУ (1.1) называются
элементарными:

1. умножение одного из уравнений системы на отличное от нуля
число

2. перестановка двух уравнений системы

3. прибавление к одному из уравнений системы другого уравнения
этой системы, умноженного на любое число

Определение 3. Две СЛУ называются эквивалентными, если обе они
либо не имеют решений, либо обладают одними и теми же решениями.

Теорема 1. Если одна СЛУ получается из другой СЛУ путем приме-
нения конечной последовательности элементарных преобразований, то
эти системы будут эквивалентными.
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1.1.2 Приведение к ступенчатому виду

Путем последовательного применения элементарных преобразований мож-
но перейти от заданной системы (1.1) к системе более простого вида





ā11x1+ . . . . . . + ā1nxn = b̄1

ā2kxk+ . . . . . . + ā2nxn = b̄2

ā3lxl+ . . . + ā3nxn = b̄3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ārsxs + . . . + ārnxn = b̄r

0 = b̄r+1

. . . . . . . . .
0 = b̄m

(1.2)

Здесь ā11ā2kā3l . . . ārs 6= 0, 1 < k < l < . . . < s.

Определение 4. Про СЛУ вида (1.2) говорят, что она имеет ступен-
чатый вид.

Теорема 2. Всякая система линейных уравнений эквивалентна систе-
ме, имеющей ступенчатый вид.

Доказательство. От заданной системы (1.1) можно перейти к ступенча-
тому виду (1.2) путем применения элементарных преобразований. Про-
цесс перехода называется методом Гаусса (или методом последователь-
ного исключения неизвестных) и подробно описан в [1, §3, п. 3]. В силу
теоремы 1 система (1.1) эквивалентна системе (1.2).

Пример 4. Приведём систему




2x1 − x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 2

6x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 + 5x5 = 3

6x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 13x5 = 9

4x1 − 2x2 + x3 + x4 + 2x5 = 1

к ступенчатому виду. На первом шаге мы прибавим к 2-му уравнению
системы 1-ое уравнение, умноженное на −3; также прибавим к 3-му
уравнению системы 1-ое уравнение, умноженное на −3; и прибавим к 4-
му уравнению системы 1-ое уравнение, умноженное на −2. Мы получим
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систему 



2x1 −x2 +x3 +2x4 +3x5 = 2
−x3 −2x4 −4x5 = −3

x3 +2x4 +4x5 = 3
−x3 −3x4 −4x5 = −3

.

Далее, прибавим к 3-му уравнению системы 2-ое уравнение; а также
прибавим к 4-му уравнению системы 2-ое уравнение, умноженное на
−1. Получим систему





2x1 −x2 +x3 +2x4 +3x5 = 2
−x3 −2x4 −4x5 = −3

0 = 0
−x4 = 0

.

Наконец переставим местами третье и четвертое уравнения.




2x1 −x2 +x3 +2x4 +3x5 = 2
−x3 −2x4 −4x5 = −3

−x4 = 0
0 = 0

.

Система приведена к ступенчатому виду.

1.1.3 Решение систем ступенчатого вида

Ввиду теорем 1 и 2 достаточно уметь решать системы ступенчатого вида
(1.2).

Определение 5. Назовем неизвестные x1, xk, xl, . . . , xs, с которых на-
чинаются первое, второе, . . . , r-е уравнения системы (1.2), главными,
а остальные неизвестные, если таковые имеются, — свободными.

Теорема 3. Для того, чтобы система линейных уравнений (1.2) имела
решения необходимо и достаточно, чтобы в ней не оказалось уравнений
вида 0 = b̄t, где b̄t 6= 0. Если это условие выполнено, то свободным неиз-
вестным можно придать произвольные значения; главные неизвестные
— при заданных значениях для свободных — однозначно определяются
из системы.

Следствие 1. Если система (1.2) имеет решения, то число этих реше-
ний зависит от наличия свободных неизвестных следующим образом:
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1. если свободных неизвестных нет (в этом случае число главных
неизвестных равно числу уравнений системы 1.2), то система
имеет единственное решение;

2. если же свободные неизвестные имеются, то число решений си-
стемы (1.2) бесконечно.

Пример 5. Рассмотрим систему ступенчатого вида




2x1 −x2 +x3 +2x4 +3x5 = 2
−x3 −2x4 −4x5 = −3

−x4 = 0
0 = 0

.

из примера 4. Так как система не содержит уравнений вида 0 = b̄t, где
b̄t 6= 0, то она имеет решение. Согласно определению 5 неизвестные
x1, x3 и x4 являются главными, а неизвестные x2 и x5 — свободными.
В этом случае главные неизвестные можно выразить через свободные.
Для этого выполним несколько преобразований системы. Сначала мы
прибавим к 2-му уравнению системы 3-е уравнение, умноженное на −2;
прибавим к 1-му уравнению системы 3-е уравнение, умноженное на 2.
Мы получим систему





2x1 −x2 +x3 +3x5 = 2
−x3 −4x5 = −3

−x4 = 0
.

Далее, прибавим к 1-му уравнению системы 2-ое уравнение. Получим
систему





2x1 −x2 −x5 = −1
−x3 −4x5 = −3

−x4 = 0
.

Теперь мы готовы выразить главные неизвестные системы через
свободные.





x1 = −1
2

+ 1
2
x2 + 1

2
x5

x3 = −4x5 + 3

x4 = 0
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Пример 6. Рассмотрим систему
{

x1 + 2x2 = 3

x1 + 2x2 = 4
.

из примера 1. Прибавим к 2-му уравнению системы 1-ое уравнение,
умноженное на −1. Мы получим систему

{
x1 + 2x2 = 3

0 = 1

ступенчатого вида. Так как система содержит уравнение вида 0 = 1,
то исходная система не имеет решений.

Пример 7. Рассмотрим систему
{

x1 + 2x2 = 7

x1 + x2 = 4

из примера 2. Прибавим к 2-му уравнению системы 1-ое уравнение,
умноженное на −1. Мы получим систему

{
x1 + 2x2 = 7

−x2 = −3

ступенчатого вида, в которой обе неизвестные являются главными.
Поэтому система имеет единственное решение

{
x1 = 1

x2 = 3
.

1.1.4 Терминология

1. Следует обратить внимание на весьма экономное и удобное обо-
значение коэффициентов системы (1.1): коэффициент aij (читается
а-и-жи, например, a12 есть а-один-два, но никак не а-двенадцать)
стоит в i-том уравнении при j-той неизвестной xj.
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2. Коэффициенты при неизвестных системы (1.1) составляют прямо-
угольную таблицу




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


 ,

называемую матрицей коэффициентов системы и сокращенно обо-
значаемую (aij) или просто буквой A. В матрице естественным об-
разом выделяются строки и столбцы.

3. Число bi называется свободным членом i-го уравнения системы.
Матрица 



b1

b2

. . .
bm




называется столбцом свободных членов.

4. Наряду с матрицей коэффициентов рассматривают ещё расширен-
ную матрицу 



a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm




системы (1.1), сокращенно обозначаемую (aij|bi).

5. В зависимости от числа решений система (1.1) называется по-разному:
число решений название

0 несовместна
1 совместна и определена

бесконечно совместна и неопределена
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Глава 2

Определители

2.1 Определители 2-го и 3-го порядков

Напомним, что матрицей называется прямоугольная таблица чисел. Обо-
значаются матрицы большими буквами латинского алфавита, например
A. Иногда для краткости мы будем писать A = (aij), подчёркивая, что
матрица A состоит из элементов aij.

Определение 6. Определителем 2-го порядка квадратной матрицы

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
называется число det A = a11a22 − a12a21.

Обозначения. Определитель матрицы A будем обозначать либо det A,
либо |A|.

Оказывается, с помощью определителя можно решать системы ли-
нейных уравнений. Рассмотрим систему двух уравнений с двумя неиз-
вестными. {

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2
(2.1)

Введем следующие обозначения:

∆ =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , ∆1 =

∣∣∣∣
b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣ , ∆2 =

∣∣∣∣
a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣ .

Теорема 4. Если ∆ 6= 0, то система 2.1 имеет единственное решение
x1 = ∆1

∆
, x2 = ∆2

∆
.

13
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Доказательство. Рассмотрим систему 2.1. Элементарными преобразо-
ваниями приведем систему к ступенчатому виду. Заметим, что хотя бы

один из коэффициентов a11, a12 не равен нулю, иначе ∆ =

∣∣∣∣
0 0

a21 a22

∣∣∣∣ =

0. Можем считать, что a11 6= 0, в противном случае переобозначим неиз-
вестные.

Ко второй строке прибавим первую, умноженную на −a21

a11
. Получим

систему {
a11x1 + a12x2 = b1

(a22 − a21

a11
a12)x2 = b2 − a21

a11
b1

.

Умножим второе уравнение на a11.
{

a11x1 + a12x2 = b1

(a11a22 − a21a12)x2 = a11b2 − a21b1

Коэффициент при x2 во втором уравнении в точности равен ∆. Так как
∆ 6= 0, то обе переменные x1 и x2 являются главными, свободных пере-
менных нет, следовательно система 2.1 имеет единственное решение.

Покажем, что (∆1

∆
, ∆2

∆
) является решением системы 2.1.
{

a11
∆1

∆
+ a12

∆2

∆
= b1

a21
∆1

∆
+ a22

∆2

∆
= b2

В каждом уравнении вынесем 1
∆

за скобки и подставим значения
∆1 = b1a22 − b2a12 и ∆2 = b2a11 − b1a21.

{
1
∆

(a11(b1a22 − b2a12) + a12(b2a11 − b1a21)) = b1
1
∆

(a21(b1a22 − b2a12) + a22(b2a11 − b1a21)) = b2

Раскроем скобки и приведем подобные.
{

1
∆

b1(a11a22 − a12a21) = b1
1
∆

b2(−a21a12 + a22a11) = b2

Заметим, что выражение в скобках равно ∆. Получили верные равенства:
{

b1 = b1

b2 = b2
.

Таким образом, (∆1

∆
, ∆2

∆
) является решением системы.
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Определение 7. Определителем 3-го порядка квадратной матрицы

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 называется число det A = a11a22a33 + a12a23a31+

+a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.

Замечание 1. Последняя формула содержит шесть слагаемых, три из
которых имеют знак плюс, три — знак минус. Каждое слагаемое есть
произведение трех элементов матрицы. Формулу легче запомнить, ес-
ли воспользоваться следующим наглядным правилом расстановки зна-
ков (см. рис. 2.1 и 2.2).

Рис. 2.1: Слагаемые со знаком плюс.

Рис. 2.2: Слагаемые со знаком минус.

Замечание 2. Системы с тремя неизвестными и тремя уравнениями
так же можно решать при помощи определителей.

Для системы 



a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

(2.2)

введем обозначения

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
, ∆1 =

∣∣∣∣∣∣

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣
, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣
.
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Если ∆ 6= 0, то система 2.2 имеет единственное решение, равное x1 = ∆1

∆
,

x2 = ∆2

∆
, x3 = ∆3

∆
.

2.2 Перестановки

Определение 8. Перестановкой на множестве из n предметов назы-
вается порядок, установленный на этом множестве. Эти предметы
обозначим числами 1, 2, . . . , n, а любую перестановку будем записывать
в виде (σ1, σ2, . . . , σn).

Множество всех перестановок чисел 1, 2, . . . , n обозначим через Sn.
Для примера опишем все перестановки из S2 и S3.
S2: (1, 2), (2, 1).
S3: (1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1).

Лемма 1. Общее число перестановок на n элементах равно n! = 1 · 2·
·3 · . . . · n.
Доказательство. Вычислим, сколькими способами можно задать пере-
становку на n предметах. Первый предмет можно поставить на любое из
n мест. Если первый предмет размещен, то второй предмет мы можем
поставить на любое из n− 1 оставшихся мест. Третий — на n− 2 места.
И так далее, последний n-й предмет на одно оставшееся место. Таким
образом, всего существует n · (n − 1) · . . . · 2 · 1 различных перестановок
на n предметах.

Определение 9. Два числа в перестановке образуют инверсию, если
большее число стоит в перестановке перед меньшим.

Общее число инверсий в перестановке (σ1, σ2, . . . , σn) обозначается че-
рез I(σ1, σ2, . . . , σn).

Пример 8. Вычислим число инверсий в перестановке (6, 2, 5, 3, 1, 4).

Сначала вычислим сколько инверсий образует 1. Для этого достаточ-
но посчитать, сколько чисел стоит перед 1, так как все они больше 1 и
образуют с ней инверсию. В нашей перестановке 1 образует четыре ин-
версии. Для удобства дальнейшего подсчёта вычеркнем 1 в перестановке.
Далее работаем с набором (6, 2, 5, 3, 1/, 4).



2.2. Перестановки 17

Теперь вычислим сколько инверсий образует 2. Для этого достаточно
посчитать, сколько невычеркнутых чисел стоит перед 2, так как все они
больше 2 и образуют с ней инверсию. Получим одну инверсию. Вычерк-
нем 2 и работаем с (6, 2/, 5, 3, 1/, 4).

Перед числом 3 стоят два невычеркнутых числа 6 и 5. 3 образует две
инверсии. Вычеркнем 3, получим набор (6, 2/, 5, 3/, 1/, 4).

4 образует две инверсии. Вычеркнем 4, получим набор (6, 2/, 5, 3/, 1/, 4/).
5 образует одну инверсию. Вычеркнем 5, получим набор (6, 2/, 5/, 3/, 1/, 4/).
6 образует ноль инверсий. Вычеркнем 6. Получим набор (6/, 2/, 5/, 3/, 1/, 4/),

в котором все числа вычеркнуты. Значит, мы вычислили инверсии для
всех чисел перестановки.

Общее число инверсий I(6, 2, 5, 3, 1, 4) = 4 + 1 + 2 + 2 + 1 + 0 = 10.

Определение 10. Перестановка называется чётной, если число её ин-
версий чётно, и нечётной — в противном случае.

Определение 11. Транспозицией называется такое преобразование пе-
рестановки, при котором два её элемента меняются местами, а осталь-
ные элементы неподвижны.

Теорема 5. От всякой перестановки (σ1, σ2, . . . , σn) можно перейти
к перестановке (1, 2, . . . , n) при помощи конечной последовательности
транспозиций.

Пример 9. Рассмотрим утверждение теоремы 5 на примере переста-
новки (6, 2, 5, 3, 1, 4).

Во-первых, поставим 1 на первое место. Для этого поменяем 1 с 6
местами, оставив на месте все остальные числа. Другими словами, вы-
полним транспозицию первого и пятого элементов нашей перестановки.
Получим перестановку (1, 2, 5, 3, 6, 4).

Число 2 уже стоит на втором месте. Число 3 переставим с 5. По-
лучим перестановку (1, 2, 3, 5, 6, 4). Число 4 переставим с 5, получим
(1, 2, 3, 4, 6, 5). Наконец, число 5 переставим с 6. Получим перестанов-
ку (1, 2, 3, 4, 5, 6), что и требуется. Для нашей перестановки потребова-
лось четыре транспозиции для того, чтобы перевести ее в перестановку
(1, 2, 3, 4, 5, 6).

Следствие 2. От любой перестановки (σ1, σ2, . . . , σn) можно перейти
к любой другой перестановке (τ1, τ2, . . . , τn) при помощи конечной после-
довательности транспозиций.
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Теорема 6. Транспозиция меняет чётность перестановки.

2.3 Определение определителя
Определение 12. Определителем квадратной матрицы A = (aij) раз-
мера n × n называется алгебраическая сумма всевозможных произве-
дений элементов aij, взятых по одному из каждой строки и каждо-
го столбца матрицы A. В каждом произведении сомножители запи-
сываются в порядке следования строк, а номера столбцов образуют
перестановку (σ1, σ2, . . . , σn) ∈ Sn. Всего под знаком суммы стоит n!
слагаемых; слагаемые, отвечающие четным перестановкам, входят со
знаком плюс, а, отвечающие нечетным перестановкам, — со знаком
минус.

Это определение удобно записать в виде формулы

det A =
∑

(σ1,σ2,...,σn)∈Sn

(−1)I(σ1,σ2,...,σn)a1 σ1a2 σ2 . . . an σn .

Пример 10. Выпишем формулы для определителей матриц размера
2× 2 и 3× 3.

Пусть A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

S2 состоит всего из двух перестановок (1, 2) и (2, 1). Тогда
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = (−1)I(1, 2)a11a22 + (−1)I(2, 1)a12a21.

Заметим, что I(1, 2) = 0, I(2, 1) = 1. Подставив в наше выражение,
получим знакомую нам формулу:

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Пусть A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 .

S3 состоит из 3! = 1 · 2 · 3 = 6 перестановок. Вычислим четности всех
перестановок.
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I(1, 2, 3) = 0 I(1, 3, 2) = 1
I(2, 3, 1) = 2 I(2, 1, 3) = 1
I(3, 1, 2) = 2 I(3, 2, 1) = 3

Тогда det A = (−1)I(1, 2, 3)a11a22a33+(−1)I(2, 3, 1)a12a23a31+(−1)I(3, 1, 2)a13a21a32+
+(−1)I(1, 3, 2)a11a23a32 + (−1)I(2, 1, 3)a12a21a33 + (−1)I(3, 2, 1)a13a22a31.

Подставив вычисленные числа инверсий, получим:∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a11a23a32−a12a21a33−a13a22a31.

Определение 13. Матрица A = (aij) называется верхней треуголь-
ной, если aij = 0 для i > j.

Любая верхняя треугольная матрица имеет вид




a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann


 .

Теорема 7. Определитель верхней треугольной матрицы равен произ-
ведению элементов главной диагонали.

Доказательство. Пусть дана верхняя треугольная матрица

A =




a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann


 .

Вычислим det A по определению. Напомним, что определитель есть сум-
ма произведений элементов матрицы A, взятых по одному из каждой
строки, каждого столбца. Таким образом, каждое слагаемое содержит
элемент первого столбца. Так как все элементы, кроме a11, первого столб-
ца равны нулю, то ненулевой вклад в определитель может дать только
слагаемое, содержащее a11. Тем самым из первого столбца и из первой
строки взят элемент a11. Другие элементы первой строки мы взять не
можем! Во втором столбце все элементы кроме a12 и a22 равны нулю. За-
метим, что a12 принадлежит первой строке. Единственная возможность
получить ненулевое слагаемое в определении определителя — взять из
второго столбца элемент a22. И так далее, из последнего столбца мы мо-
жем взять только ann. Таким образом det A = (−1)I(1, 2,...,n)a11a22 . . . ann =
a11a22 . . . ann.
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Замечание 3. Произведение элементов матрицы в каждом слагаемом
определения определителя можно упорядочить в порядке возрастания
номеров столбцов. Справедлива следующая формула

det A =
∑

(τ1,τ2,...,τn)∈Sn

(−1)I(τ1,τ2,...,τn)aτ1 1aτ2 2 . . . aτn n.

Доказательство. По определению

det A =
∑

(σ1,σ2,...,σn)∈Sn

(−1)I(σ1,σ2,...,σn)a1 σ1a2 σ2 . . . an σn .

Наша задача доказать, что обе суммы равны.
Так как обе суммы состоят из одних и тех же слагаемых — произве-

дений элементов матрицы A, отличающихся лишь порядком следования
сомножителей, то достаточно доказать, что слагаемые входят в каждую
из сумм с одним и тем же знаком.

Рассмотрим произвольное слагаемое a1 σ1a2 σ2 . . . an σn . Оно входит в
определение определителя со знаком ε, равным (−1)I(σ1,σ2,...,σn). Заметим,
что в определении знака не участвуют первые индексы. Дело в том, что
первые индексы упорядочены, и число инверсий I(1, 2, . . . , n) равно ну-
лю. Таким образом, мы можем считать, что ε = (−1)I(σ1,σ2,...,σn)+I(1, 2,...,n).

Переставим сомножители a1 σ1a2 σ2 . . . an σn , упорядочив их по второму
индексу aτ1 1aτ2 2 . . . aτn n. Утверждается, что знак ε равен (−1)I(τ1,τ2,...,τn).
Действительно, при каждой перестановке двух сомножителей каждая
из двух перестановок первых и вторых индексов изменится на транспо-
зицию. Суммарное число транспозиций будет чётным числом. Так как
каждая транспозиция меняет четность перестановке, то I(σ1, σ2, . . . , σn)+
I(1, 2, . . . , n) отличается от I(1, 2, . . . , n) + I(τ1, τ2, . . . , τn) на чётное чис-
ло. Следовательно ε = (−1)I(τ1,τ2,...,τn).

2.4 Свойства определителей
Определение 14. Пусть дана матрица A. Транспонированной с мат-
рицей A называется матрица At, на месте ij которой стоит элемент
aji матрицы A.

Геометрически операция транспонирования есть зеркальное отраже-
ние относительно главной диагонали матрицы. То есть i-ая строка мат-
рицы A становится i-ым столбцом матрицы At.
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Свойство 1. Определители любой квадратной матрицы A и транспо-
нированной с ней матрицы At совпадают.

Доказательство. Пусть дана матрица A = {aij} размера n×n. Элемен-
ты матрицы At = {a′ij} удовлетворяют равенству a′ij = aji. По определе-
нию определителя

det At =
∑

(σ1,σ2,...,σn)∈Sn

(−1)I(σ1,σ2,...,σn)a′1 σ1
a′2 σ2

. . . a′n σn
=

=
∑

(σ1,σ2,...,σn)∈Sn

(−1)I(σ1,σ2,...,σn)aσ11aσ22 . . . aσnn.

Следуя замечанию 3, последнее выражение равно det A.

Замечание 4. Отметим важный факт, который следует из свой-
ства 1, строки и столбцы определителя равноправны. Все остальные
свойства определителя, сформулированые для строк, справедливы и для
столбцов.

Свойство 2. При перестановке местами любых двух строк матрицы
определитель меняет знак на противоположный.

Доказательство. Рассмотрим случай, когда переставляются первые две
строки. В общем случае доказательство проводится аналогично.

Пусть дана матрица An×n = {aij}. Матрица Bn×n = {bij} получена
из A перестановкой первых двух строк матрицы A, то есть для любого
j b1j = a2j, b2j = a1j, bij = aij для i = 3, . . . , n. По определению определи-
теля

det B =
∑

(σ1,σ2,...,σn)∈Sn

(−1)I(σ1,σ2,...,σn)b1 σ1b2 σ2b3 σ3 . . . bn σn =

=
∑

(σ1,σ2,...,σn)∈Sn

(−1)I(σ1,σ2,...,σn)a2 σ1a1 σ2a3 σ3 . . . an σn .

Упорядочив сомножители в порядке возрастания первых индексов, ви-
дим, что определители матриц A и B состоят из одних и тех же слага-
емых — произведений элементов матрицы A, отличающихся, возможно,
только знаком.

Рассмотрим произвольное слагаемое a1 τ1a2 τ2a3 τ3 . . . an τn . В det A это
слагаемое входит со знаком (−1)I(τ1,τ2,τ3,...,τn), в det B — (−1)I(τ2,τ1,τ3,...,τn).
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Так как перестановки (τ1, τ2, τ3, . . . , τn) и (τ2, τ1, τ3, . . . , τn) отличаются на
одну транспозицию, то наше слагаемое входит в det A и в det B с проти-
воположными знаками. Таким образом det B = − det A.

Свойство 3. Если элементы какой-либо строки представлены в виде
суммы двух строк, то определитель равен сумме двух определителей,
в первом из которых элементы отмеченной строки равны первым сла-
гаемым, во второй — вторым.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
bi1 + ci1 bi2 + ci2 . . . bin + cin

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
bi1 bi2 . . . bin

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
ci1 ci2 . . . cin

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Доказательство. Переставляя, если необходимо, строки, можем считать,
что первая строка определителя есть сумма двух строк. Рассмотрим
определитель ∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 + c11 b12 + c12 . . . b1n + c1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

По определению наш определитель равен
∑

(σ1,σ2,...,σn)∈Sn

(−1)I(σ1,σ2,...,σn)(b1 σ1 + c1 σ1)a2 σ2 . . . an σn .

Раскроем скобки, получим две суммы, суммирование ведется по всем
элементам (σ1, σ2, . . . , σn) ∈ Sn

∑
(−1)I(σ1,σ2,...,σn)b1 σ1a2 σ2 . . . an σn +

∑
(−1)I(σ1,σ2,...,σn)c1 σ1a2 σ2 . . . an σn .

Осталось заметить, что первое слагаемое есть∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 . . . b1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
, второе слагаемое,

∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 c12 . . . c1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Свойство 4. Если все элементы некоторой строки определителя име-
ют общий множитель, то этот множитель можно вынести за знак
определителя.
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Доказательство. Переставляя по необходимости строки, можем считать,
что первая строка определителя имеет общий множитель α. Рассмотрим
определитель ∣∣∣∣∣∣∣∣

αa11 αa12 . . . αa1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

По определению наш определитель равен
∑

(σ1,σ2,...,σn)∈Sn

(−1)I(σ1,σ2,...,σn)(αa1 σ1)a2 σ2 . . . an σn .

Вынесем множитель α за знак суммы, получим

α
∑

(σ1,σ2,...,σn)∈Sn

(−1)I(σ1,σ2,...,σn)a1 σ1a2 σ2 . . . an σn = α

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Свойство 5. Если в квадратной матрице две строки совпадают, то ее
определитель равен нулю.

Доказательство. Обозначим через A матрицу, у которой две строки i-
тая и j-тая совпадают. Через A′ обозначим матрицу, полученную из мат-
рицы A перестановкой i-той и j-той срок. По свойству 2 определители
матриц A и A′ связаны равенством det A = − det A′. Так как в матри-
це A строки i-тая и j-тая совпадают, то A = A′. Таким образом, имеем
равенство det A = − det A,следовательно det A = 0.

Свойство 6. Определитель матрицы, содержащей строку нулей, равен
нулю.

Доказательство. Пусть матрица A содержит нулевую строку. Можем
считать, что первая строка является нулевой. Тогда

det A =
∑

(σ1,σ2,...,σn)∈Sn

(−1)I(σ1,σ2,...,σn)0 · a2 σ2a3 σ3 . . . an σn = 0.
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Свойство 7. Определитель матрицы не изменится если к одной ее
строке прибавить другую ее строку, умноженную на любое число.

Доказательство. Пусть дана квадратная матрица A. Матрица A′ полу-
чена из матрицы A прибавлением к первой строке i-ой, умноженной на
число α. По свойству линейности определителя по строке (свойства 3 и
4) имеем

det A′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + αai1 a12 + αai2 . . . a1n + αain

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ α

∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1 ai2 . . . ain

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Первое слагаемое есть det A, второе — определитель матрицы, первая и
i-тая строки которой совпадают. По свойству 5 второе слагаемое равно
0. Таким образом, det A′ = det A.

2.5 Вычисление определителей при помощи
элементарных преобразований

Теорема 7 и свойство 7 дает ключ к вычислению определителя.

Пример 11. Вычислить

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Решение. Приведем матрицу к верхней треугольной матрице. Ко второй
строке прибавим первую, умноженную на (−1). К третьей строке приба-
вим первую, умноженную на (−1). К четвертой строке прибавим первую,
умноженную на (−1). Получим

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
0 0 −2 −2
0 −2 0 −2
0 −2 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Переставим вторую и третью строки местами, при этом определитель
изменит знак (см. свойство 2).

−

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
0 −2 0 −2
0 0 −2 −2
0 −2 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

К четвертой строке прибавим вторую, умноженную на (−1).

−

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
0 −2 0 −2
0 0 −2 −2
0 0 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

К четвертой строке прибавим третью, умноженную на (−1).

−

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
0 −2 0 −2
0 0 −2 −2
0 0 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Получили определитель верхней треугольной матрицы. По теореме 7 та-
кой определитель равен −1 · (−2) · (−2) · 4 = −16.

2.6 Разложение определителя по элементам
строки

Определение 15. Определитель матрицы, получающейся из A вычер-
киванием i-ой строки и j-го столбца, называется минором матрицы A,
соответствующим элементу aij и обозначается Mij.

Определение 16. Величина Aij = (−1)i+jMij называется алгебраиче-
ским дополнением элемента aij.

Теорема 8. Пусть дана квадратная матрица A = (aij) размера n× n.
Тогда для каждого числа i, 1 6 i 6 n, справедлива следующая формула:

det A =
n∑

j=1

aijAij = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . . + ainAin.
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Доказательство. Рассмотрим случай, когда i = 1 и матрица A имеет
вид

A =




a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n

a31 a32 . . . a3n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann




.

Определитель матрицы A равен

det A =
∑

(σ1,σ2,...,σn)∈Sn

(−1)I(σ1,σ2,...,σn)a1 σ1a2 σ2 . . . an σn .

Так как все элементы первой строки матрицы A, за исключением, воз-
можно, элемента a11, равны нулю, то

det A =
∑

(1,σ2,...,σn)∈Sn

(−1)I(1,σ2,...,σn)a11a2 σ2 . . . an σn .

Заметим, что суммирование ведется по всем перестановкам из Sn, пер-
вый элемент у которых фиксирован и равен 1. Другими словами, по
всем перестановкам (σ2, σ3, . . . , σn) из Sn−1. Так как I(1, σ2, . . . , σn) =
I(σ2, . . . , σn), то сумму можно переписать в виде

det A = a11

∑

(σ2,σ3,...,σn)∈Sn−1

(−1)I(σ2,σ3,...,σn)a2 σ2a3 σ3 . . . an σn .

Наша сумма есть ни что иное как определитель матрицы, полученной из
A удалением первой строки и первого столбца, то есть M11. Так как ал-
гебраическое дополнение A11 к элементу a11 матрицы A равно (−1)1+1M11 =
M11, то det A = a11M11 = a11A11. Таким образом, в этом случае формула
верна

det A = a11A11 + 0A12 + · · ·+ 0A1n.

Общий случай. Пусть дана матрица A размера n × n. i-тую стро-
ку матрицы A представим в виде суммы n строк

(
ai1 0 0 . . . 0

)
+(

0 ai2 0 . . . 0
)

+ · · · + (
0 0 0 . . . ain

)
. По свойству 3 опреде-
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литель матрицы A можно представить в виде суммы n слагаемых

det A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
a(i−1)1 a(i−1)2 . . . a(i−1)n

ai1 0 . . . 0
a(i+1)1 a(i+1)2 . . . a(i+1)n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
a(i−1)1 a(i−1)2 a(i−1)3 . . . a(i−1)n

0 ai2 0 . . . 0
a(i+1)1 a(i+1)2 a(i+1)3 . . . a(i+1)n

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1(n−1) a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
a(i−1)1 a(i−1)2 . . . a(i−1)(n−1) a(i−1)n

0 0 . . . 0 ain

a(i+1)1 a(i+1)2 . . . a(i+1)(n−1) a(i+1)n

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . an(n−1) ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

В каждом определителе переместим ненулевой элемент aij i-той строки
на место 11, для этого нам потребуется i− 1 перестановка соседних вы-
шестоящих строк и j−1 перестановка соседних левее стоящих столбцов.
Напомним, что каждая перестановка двух строк (столбцов) меняет знак
определителя.

det A = (−1)(i−1)+(1−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1 0 . . . 0
a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
a(i−1)1 a(i−1)2 . . . a(i−1)n

a(i+1)1 a(i+1)2 . . . a(i+1)n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

+(−1)(i−1)+(2−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai2 0 0 . . . 0
a12 a11 a13 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
a(i−1)2 a(i−1)1 a(i−1)3 . . . a(i−1)n

a(i+1)2 a(i+1)1 a(i+1)3 . . . a(i+1)n

. . . . . . . . . . . . . . .
an2 an1 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ · · ·+
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+(−1)(i−1)+(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ain 0 0 . . . 0
a1n a11 a12 . . . a1(n−1)

. . . . . . . . . . . . . . .
a(i−1)n a(i−1)1 a(i−1)2 . . . a(i−1)(n−1)

a(i+1)n a(i+1)1 a(i+1)2 . . . a(i+1)(n−1)

. . . . . . . . . . . . . . .
ann an1 an2 . . . an(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Каждое слагаемое есть определитель специального вида, рассмотренно-
го в начале доказательсва нашей теоремы. Воспользуемся доказанной
формулой, получим

det A = (−1)(i−1)+(1−1)ai1Mi1+(−1)(i−1)+(2−1)ai2Mi2+· · ·+(−1)(i−1)+(n−1)ainMin

или det A = (−1)i+1ai1Mi1 + (−1)i+2ai2Mi2 + · · ·+ (−1)i+nainMin.

Замечание 5. Аналогичное утверждение можно сформулировать и
для столбцов. Пусть A = (aij) — квадратная матрица размера n × n.
Тогда для каждого числа i, 1 6 i 6 n, справедлива следующая формула:

det A = a1iA1i + a2iA2i + . . . + aniAni.

Пример 12. Вычислить, раскладывая по второй строке, определитель
матрицы

A =




3 2 −1 1
0 2 −3 0

−1 1 4 −2
1 −1 1 2


 .

Решение. По формуле разложения по второй строке имеем
∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 −1 1
0 2 −3 0

−1 1 4 −2
1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
. = 0 · A21 + 2 · A22 + (−3) · A23 + 0 · A24.

Элементы A21 и A24 входят в наше разложение с нулевыми коэффици-
ентами и дают нулевой вклад. Вычислим A22 и A23.

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣∣∣

3 −1 1
−1 4 −2

1 1 2

∣∣∣∣∣∣
= 25



2.7. Формулы Крамера 29

A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣∣∣

3 2 1
−1 1 −2

1 1 2

∣∣∣∣∣∣
= −10

Тогда det A = 2 · 25 + (−3) · (−10) = 80.

2.7 Формулы Крамера
Формула Крамера используется для решения систем линейных уравне-
ний вида 




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

, (2.3)

у которых число неизвестных совпадает с числом уравнений.
Введем следующие обозначения:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 a12 . . . a1n

b2 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
bn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 b1 . . . a1n

a21 b2 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
, . . . , ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . b1
a21 a22 . . . b2
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . bn

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Отметим, что ∆k получается заменой k-го столбца в ∆ столбцом сво-
бодных членов.

Теорема 9. Если ∆ 6= 0, то система 2.3 имеет единственное решение
x1 = ∆1

∆
, x2 = ∆2

∆
, . . ., xn = ∆n

∆
.
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Глава 3

Матрицы

Определение 17. Матрицей называется прямоугольная таблица чи-
сел.

Обозначать матрицы мы будем большими буквами латинского алфа-
вита, например A, или в круглых скобках перечислять элементы матри-
цы, кратко (aij).

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . .
ak1 ak2 . . . akn


 = (aij).

Размером матрицы называется число ее строк и число столбцов. Обра-
щаться к элементам матрицы будем указывая их номер строки и номер
столбца. Например, элемент a27 (читается: а — два — семь) стоит во вто-
рой строке и седьмом столбце. Две матрицы называются равными, если
они имеют одинаковые размеры и их элементы, стоящие на соответству-
ющих местах, равны.

3.1 Действия над матрицами

(1) Сложение матриц
Суммой двух матриц A = (aij) и B = (bij) одинакового размера

называется такая матрица C = (cij) того же размера, что cij = aij + bij.

31
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Пример 13. Для матриц A =

( −1 2 1
3 0 1

)
и B =

(
1 0 4
2 −1 3

)
най-

ти A + B.

Решение. A + B =

( −1 2 1
3 0 1

)
+

(
1 0 4
2 −1 3

)
=

=

( −1 + 1 2 + 0 1 + 4
3 + 2 0 + (−1) 1 + 3

)
=

(
0 2 5
5 −1 4

)
.

Свойства сложения матриц

1) Ассоциативность.
Для любых матриц A, B и C одинакового размера выполнено равенство
(A + B) + C = A + (B + C).

2) Коммутативность.
Для любых матриц A и B одинакового размера выполнено A+B = B+A.

3) Нулевая матрица.
Матрица O произвольного размера k × n, все элементы которой равны
нулю, называется нулевой матрицей. Для любой матрицы A размера k×n
выполнено следующее равенство A + O = A.

4) Противоположная матрица.
Для любой матрицы A размера k × n существует матрица B размера
k× n такая, что A + B = O. Матрица B называется противоположной к
A и обозначается −A.

(2) Умножение матрицы на число

Всякую матрицу A можно умножить на число α, для этого каждый
элемент матрицы A нужно умножить на α.

Пример 14. Матрицу A =

( −1 2 1
3 0 1

)
умножить на 3.

Решение. 3A =

(
3 · (−1) 3 · 2 3 · 1

3 · 3 3 · 0 3 · 1
)

=

( −3 6 3
9 0 3

)
.

Свойства умножения матрицы на число

1) Ассоциативность.
Для любой матрицы A и чисел α, β выполнено (αβ)A = α(βA).

2) Дистрибутивность.
2.1) Для любой матрицы A и чисел α, β выполнено (α + β)A = αA +βA.
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2.2) Для любых двух матриц A и B одинакового размера и числа α
выполнено α(A + B) = αA + αB.

(3) Умножение матриц

Умножение A · B двух матриц A размера k × n и B размера s ×m
определено, если число столбцов матрицы A равно числу строк матрицы
B, то есть n = s. Результат умножения AB есть матрица C = (cij)

размера k ×m, для которой cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =
n∑

t=1

aitbtj.

Пример 15. Для матриц A =

(
1 2 1
4 0 1

)
и B =




1 0
2 1
3 4


 найти AB.

Решение. Матрица A =

(
1 2 1
4 0 1

)
имеет размер 2 × 3, матрица

B =




1 0
2 1
3 4


 имеет размер 3 × 2. Число столбцов матрицы A, равное

3, равно числу строк матрицы B, поэтому умножение A · B определено.
Результат умножения AB есть матрица C размера 2 × 2. Чтобы вычис-
лить элемент cij матрицы C, нужно i-ю строку матрицы A умножить на
j-й столбец матрицы B.

c11 =
(

1 2 1
)



1
2
3


 = 1 · 1 + 2 · 2 + 1 · 3 = 8.

c12 =
(

1 2 1
)



0
1
4


 = 1 · 0 + 2 · 1 + 1 · 4 = 6.

c21 =
(

4 0 1
)



1
2
3


 = 4 · 1 + 0 · 2 + 1 · 3 = 7.

c22 =
(

4 0 1
)



0
1
4


 = 4 · 0 + 0 · 1 + 1 · 4 = 4.

Матрица C =

(
8 6
7 4

)
.

Пример 16. Для матриц A и B из предыдущего примера найти B ·A.
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Решение. Число столбцов матрицы B, равное 2, равно числу строк мат-
рицы A, поэтому умножение B ·A определено. Результат умножения B ·A
есть матрица C ′ размера 3× 3.

C ′ =




1 0
2 1
3 4




(
1 2 1
4 0 1

)
=




1 · 1 + 0 · 4 1 · 2 + 0 · 0 1 · 1 + 0 · 1
2 · 1 + 1 · 4 2 · 2 + 1 · 0 2 · 1 + 1 · 1
3 · 1 + 4 · 4 3 · 2 + 4 · 0 3 · 1 + 4 · 1


 =

=




1 2 1
6 4 3

19 6 7


.

Заметим, что так как C 6= C ′, то для данных матриц A ·B 6= B · A.

Свойства умножения матриц

1) Не коммутативность.
Произведение матриц в общем случае не коммутативно, то есть суще-
ствуют матрицы A и B, что A ·B 6= B · A. Смотри примеры 15 и 16.

2) Ассоциативность.
Для любых трех матриц A, B и C подходящего размера (определено
умножение A ·B · C) выполнено (A ·B) · C = A · (B · C).

3) Единичная матрица.

Квадратная матрица En =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 размера n×n называ-

ется единичной. Для любых матриц A размера k× n и B размера n×m
выполнены равенства: A · En = A, EnB = B.

4) Дистрибутивность.
4.1) Для любых трёх матриц A, B и C подходящего размера выполнено
равенство A · (B + C) = A ·B + A · C.
4.2) Для любых трёх матриц A, B и C подходящего размера выполнено
равенство (A + B) · C = A · C + B · C.

3.2 Определитель произведения матриц

Рассмотрим квадратную матрицу специального вида
(

A C
O B

)
, где A

и B — две квадратные матрицы не обязательно одинакового размера,
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O — нулевая матрица, C — произвольная матрица. Матрицу такого вида
называют полураспавшейся или квазитреугольной [1, § 2 гл. 3].

Теорема 10. Для определителя полураспавшейся матрицы справедлива
формула ∣∣∣∣

A C
O B

∣∣∣∣ = det A · det B.

Доказательство. Пусть матрица A = (aij) имеет размер n × n, B =
(bij) — k × k. Доказательство проведем индукцией по размеру матрицы
A.

База индукции. Пусть n = 1, разложим наш определитель по первому
столбцу (теорема 8).∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 c11 . . . c1k

0 b11 . . . b1k

. . . . . . . . . . . .
0 bk1 . . . bkk

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11(−1)1+1

∣∣∣∣∣∣

b11 . . . b1k

. . . . . . . . .
bk1 . . . bkk

∣∣∣∣∣∣
= det A · det B.

Предположение индукции. Предположим, что для n 6 m−1 формула
верна.

Шаг индукции. Рассмотрим n = m. Разложим наш определитель по
первому столбцу.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1m c11 . . . c1k

a21 a22 . . . a2m c21 . . . c2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amm cm1 . . . cmk

0 0 . . . 0 b11 . . . b1k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 bk1 . . . bkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a11(−1)1+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 . . . a2m c21 . . . c2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am2 . . . amm cm1 . . . cmk

0 . . . 0 b11 . . . b1k

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 bk1 . . . bkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

+a21(−1)2+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 . . . a1m c11 . . . c1k

a32 . . . a3m c31 . . . c3k

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am2 . . . amm cm1 . . . cmk

0 . . . 0 b11 . . . b1k

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 bk1 . . . bkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ · · ·+

+am1(−1)m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 . . . a1m c11 . . . c1k

a22 . . . a2m c21 . . . c2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am−1 2 . . . am−1 m cm−1 1 . . . cm−1 k

0 . . . 0 b11 . . . b1k

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 bk1 . . . bkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

Заметим, что каждое слагаемое есть определитель полураспавшейся мат-
рицы. Воспользуемся предположением индукции, обозначив через Mij

минор к элементу aij матрицы A.
= a11(−1)1+1M11 det B+a21(−1)2+1M21 det B+· · ·+am1(−1)m+1Mm1 det B =
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= (a11A11 + a21A21 + · · ·+ am1Am1) det B = det A · det B.

Теорема 11 (Об определителе произведения матриц). Пусть A и B —
две квадратные матрицы одинакового размера. Тогда
det(AB) = det A · det B.

Доказательство. Пусть A и B — две матрицы размера n×n. Рассмотрим
полураспавшуюся матрицу D, составленную из матриц A и B по главной
диагонали, нулевой и противоположной единичной матриц по побочной
диагонали. Тогда по свойству 1 определителей и по теореме 10

∣∣∣∣
A O

−E B

∣∣∣∣ = det A · det B.

С другой стороны, при помощи элементарных преобразований строк
приведем определитель к виду, где в верхнем левом углу стоит нулевая
матрица.

det D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n

0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

К первой строке нашей матрицы прибавим (n+1)-ю строку, умноженную
на a11, (n + 2)-ю строку, умноженную на a12, . . . , 2n-ю строку, умножен-
ную на a1n. Ко второй строке прибавим (n+1)-ю строку, умноженную на
a21, (n + 2)-ю строку, умноженную на a22, . . . , 2n-ю строку, умноженную
на a2n и т.д. К n-й строке прибавим (n + 1)-ю строку, умноженную на
an1, (n+2)-ю строку, умноженную на an2, . . . , 2n-ю строку, умноженную
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на ann. Получим равенство, где суммирование ведется по t от 1 до n,

det D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0
∑

a1tbt1

∑
a1tbt2 . . .

∑
a1tbtn

0 0 . . . 0
∑

a2tbt1

∑
a2tbt2 . . .

∑
a2tbtn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0

∑
antbt1

∑
antbt2 . . .

∑
antbtn

−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n

0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Переставим (n + 1)-й столбец с первым столбцом, (n + 2)-й столбец со
вторым столбцом, и т.д., 2n-й столбец с n-м столбцом. Всего потребу-
ется n перестановок. Напомним, что каждая перестановка меняет знак
определителя на противоположный. Получим выражение

det D = (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
a1tbt1

∑
a1tbt2 . . .

∑
a1tbtn 0 0 . . . 0∑

a2tbt1

∑
a2tbt2 . . .

∑
a2tbtn 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∑
antbt1

∑
antbt2 . . .

∑
antbtn 0 0 . . . 0

b11 b12 . . . b1n −1 0 . . . 0
b21 b22 . . . b2n 0 −1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnn 0 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

По свойству 1 определителей и по теореме 10 этот определитель равен
произведению определителей матриц, стоящих в клетках на главной диа-
гонали.

det D = (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
a1tbt1

∑
a1tbt2 . . .

∑
a1tbtn∑

a2tbt1

∑
a2tbt2 . . .

∑
a2tbtn

. . . . . . . . . . . .∑
antbt1

∑
antbt2 . . .

∑
antbtn

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 . . . 0
0 −1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣

Осталось заметить, что первый определитель есть det(AB), второй опре-
делитель равен (−1)n. Таким образом, det D = (−1)n+n det(AB) = det(AB).
Получили требуемое det(AB) = det A · det B.
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3.3 Обратная матрица

Определение 18. Матрица A называется обратимой, если существу-
ет такая матрица B, что AB = BA = E. Матрица B называется
обратной к матрице A и обозначается A−1.

Замечание 6. Если матрица A обратима, то из равенства AA−1 =
A−1A = E следует, что A — квадратная матрица.

Свойства обратимой матрицы

Свойство 1. Пусть матрица A обратима, тогда существует единственная
матрица, обратная к матрице A.

Доказательство. От противного, предположим, что матрица A обрати-
ма, и существуют две матрицы A1 и A2 обратные к A. Тогда

A1 = A1 · E = A1 · (AA2) = (A1A) · A2 = E · A2 = A2.

Свойство 2. Пусть матрица A обратима, тогда det A 6= 0 и

det(A−1) =
1

det A
.

Доказательство. Пусть матрица A обратима, тогда выполнено равен-
ство AA−1 = E. По теореме 11 det E = det(AA−1) = det A · det(A−1). Так
как определитель единичной матрицы равен 1, то из последнего равен-

ства следует, что det A 6= 0 и det(A−1) =
1

det A
.

Свойство 3. Пусть матрица A обратима и α 6= 0, тогда матрица αA
также обратима и (αA)−1 = 1

α
A−1.

Доказательство. Так как (αA)( 1
α
A−1) = α

α
AA−1 = E и ( 1

α
A−1)(αA) =

= α
α
A−1A = E, то по определению обратимой матрицы αA обратима и

(αA)−1 = 1
α
A−1.

Свойство 4. Пусть матрица A обратима. Тогда матрица At также обра-
тима и (At)−1 = (A−1)t.
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Доказательство. Так как At(A−1)t = (A−1A)t = (E)t = E и (A−1)tAt =
= (AA−1)t = (E)t = E, то по определению обратимой матрицы At обра-
тима и (At)−1 = (A−1)t.

Свойство 5. Пусть матрицы A и B обратимы. Тогда матрица AB также
обратима и (AB)−1 = B−1A−1.

Доказательство. Так как (AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AA−1 = E и
(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1B = E, то по определению обрати-
мой матрицы AB обратима и (AB)−1 = B−1A−1.

Теорема 12 (Критерий обратимости). Матрица A размера n× n обра-
тима тогда и только тогда, когда det A 6= 0. Более того, справедлива
формула

A−1 =
1

det A




A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

. . . . . . . . . . . .
An1 An2 . . . Ann




t

.

Доказательство. Необходимость следует из свойства 2 обратимой мат-
рицы.

Достаточность. Пусть det A 6= 0. Покажем, что матрица

B =
1

det A




A11 . . . A1n

A21 . . . A2n

. . . . . . . . .
An1 . . . Ann




t

является обратной к матрице A.

AB =
1

det A




a11 . . . a1n

a21 . . . a2n

. . . . . . . . .
an1 . . . ann







A11 . . . An1

A12 . . . An2

. . . . . . . . .
A1n . . . Ann


 =

1

det A
(cij),

где cij = ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · · + ainAjn. Если i = j, то по теореме 8
cij = det A. Если i 6= j, то cij равен определителю матрицы, у которой
i-я и j-я строки совпадают, то есть равен 0. Таким образом

AB =
1

det A




det A 0 . . . 0
0 det A . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . det A


 =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 .
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Аналогично можно показать, что BA = E. Таким образом, матрица
A обратима и матрица A−1 = B.

Пример 17. Проверить, что матрица A обратима и найти A−1, если

A =




0 −2 0
2 3 1

−1 2 0


 .

Решение. По критерию обратимости проверим, является ли матрица A
обратимой. Вычислим определитель det A разложением по первой стро-

ке. det A =

∣∣∣∣∣∣

0 −2 0
2 3 1

−1 2 0

∣∣∣∣∣∣
= −2 · (−1)1+2

∣∣∣∣
2 1

−1 0

∣∣∣∣ = 2 · (2 · 0− 1 · (−1)) =

2 6= 0, следовательно матрица A обратима. Найдем обратную матрицу
по формуле

A−1 =
1

det A




A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33




t

.

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣
3 1
2 0

∣∣∣∣ = 3 · 0− 1 · 2 = −2

A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣
2 1

−1 0

∣∣∣∣ = −(2 · 0− 1 · (−1)) = −1

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣
2 3

−1 2

∣∣∣∣ = 2 · 2− 3 · (−1) = 7

A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣
−2 0

2 0

∣∣∣∣ = 0

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣
0 0

−1 0

∣∣∣∣ = 0

A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣
0 −2

−1 2

∣∣∣∣ = −(0 · 2− (−2) · (−1)) = 2

A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣
−2 0

3 1

∣∣∣∣ = −2 · 1− 0 · 3 = −2

A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣
0 0
2 1

∣∣∣∣ = 0

A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣
0 −2
2 3

∣∣∣∣ = 0 · 3− (−2) · 2 = 4
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A−1 =
1

2



−2 −1 7

0 0 2
−2 0 4




t

=




−1 0 −1
−1/2 0 0

7/2 1 2


 .

3.4 Метод Жордана–Гаусса
Предложенная формула нахождения обратной матрицы удобна лишь
для матриц малых размеров. Например, чтобы найти обратную матри-
цу для матрицы размера 4×4, потребуется вычислить 16 определителей
порядка 3. Для размера 5× 5 — 25 определителей порядка 4 и т.д. Аль-
тернативным способом нахождения обратной матрицы является метод
Жордана–Гаусса.

Справа, через вертикальную черту, от данной квадратной матрицы A
припишем единичную матрицу такого же размера. Если элементарными
преобразованиями строк на месте матрицы A получена единичная мат-
рица, то на месте приписанной единичной матрицы стоит матрица A−1.
Поясном этот метод на примере.

Пример 18. С помощью метода Жордана–Гаусса найти обратную к

матрице A =




0 −2 0
2 3 1

−1 2 0


 .

Решение. Припишем к матрице A единичную матрицу.

(A|E) =




0 −2 0 1 0 0
2 3 1 0 1 0

−1 2 0 0 0 1


 .

С помощью элементарных преобразований строк матрицу (A|E) приве-
дем к виду, где на месте матрицы A стоит E.


0 −2 0 1 0 0
2 3 1 0 1 0

−1 2 0 0 0 1


 (1)↔(3)−−−−→



−1 2 0 0 0 1

2 3 1 0 1 0
0 −2 0 1 0 0


 (2)+2(1)−−−−−→



−1 2 0 0 0 1

0 7 1 0 1 2
0 −2 0 1 0 0


 (2)+3(3)−−−−−→



−1 2 0 0 0 1

0 1 1 3 1 2
0 −2 0 1 0 0


 (3)+2(2)−−−−−→
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

−1 2 0 0 0 1

0 1 1 3 1 2
0 0 2 7 2 4


 (2)÷2−−−→



−1 2 0 0 0 1

0 1 1 3 1 2
0 0 1 7/2 1 2


 (2)−(3)−−−−→



−1 2 0 0 0 1

0 1 0 −1/2 0 0
0 0 1 7/2 1 2


 (1)−2(2)−−−−−→



−1 0 0 1 0 1

0 1 0 −1/2 0 0
0 0 1 7/2 1 2


 (1)÷(−1)−−−−−→




1 0 0 −1 0 −1
0 1 0 −1/2 0 0
0 0 1 7/2 1 2




Следовательно, A−1 =




−1 0 −1
−1/2 0 0

7/2 1 2


.



Глава 4

Комплексные числа

Комплексным числом называется выражение вида a + bi, где a и b —
вещественные числа, i — элемент, так называемая, мнимая единица, не
принадлежащий R. Множество комплексных чисел обозначается буквой
C. Число a называется действительной частью комплексного числа,
b — мнимой частью, и обозначается Re(z) и Im(z), соответственно, где
z = a + bi.

Пример 19. Рассмотрим комплексное число z = 3−2i. Тогда Re(z) = 3,
Im(z) = −2.

Замечание 7. Любое вещественное число a можно рассматривать как
комплексное число a + 0i. Таким образом, множество вещественных
чисел лежит в множестве комплексных чисел.

Два комплексных числа будем считать равными тогда и только тогда,
когда совпадают их вещественные и мнимые части.

4.1 Арифметические операции

На множестве комплексных чисел введем две операции: сложение и умно-
жение. Пусть даны два комплексных числа z = a + bi, w = c + di. Тогда

• z + w = (a + c) + (b + d)i;

• zw = (ac− bd) + (ad + bc)i.

43
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Введенные операции обладают всеми хорошими свойствами, такими
же как операции сложения и умножения на множестве вещественных
чисел (ассоциативностью, коммутативностью, дистрибутивностью).

Пример 20. Для мнимой единицы i можно легко составить таблицу
умножения: i2 = −1, i3 = −i, i4 = 1 и т.д. Вычислите, чему равно
выражение i59.

Подчеркнем еще раз важное свойство мнимой единицы:

i2 = −1.

По аналогии с операциями на R на множестве комплексных чисел
можно ввести операции вычитания и деления. Для комплексных чисел
z = a + bi и w = c + di определим

• z − w = (a− c) + (b− d)i;

• z

w
=

ac + bd

c2 + d2
+
−ad + bc

c2 + d2
i при w 6= 0 + 0i.

Последнюю формулу запоминать не нужно, достаточно запомнить
простое правило. Пусть дано комплексное число z = a + bi. Комплексно
сопряженным к числу z называется число a − bi и обозначается через
z. Для того, чтобы вычислить выражение

z

w
с комплексными числами z

и w, нужно и числитель, и знаменатель умножить на комплексно сопря-
женное к знаменателю.

z

w
=

zw

ww

Рассмотрим некоторые свойства комплексного сопряжения. Для лю-
бых комплексных числ z, z1, z2 выполнено

1. z = z.

2. z1 + z2 = z1 + z2.

3. z1z2 = z1z2.

4. z + z = 2Re(z).

5. zz = Re2(z) + Im2(z).
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Рис. 4.1: Комплексная плоскость.

4.2 Комплексная плоскость
Геометрической интерпретацией комплексных чисел является так назы-
ваемая комплексная плоскость. На плоскости введем декартову (прямо-
угольную) систему координат. Каждой точке плоскости с координатами
(a, b) сопоставим комплексное число a + bi. Такое сопоставление являет-
ся взаимно однозначным. Ось абсцисс называется действительной осью,
ось ординат — мнимой осью.

На плоскости можно ввести полярную систему координат, ассоцииро-
ванную декартовой. Тогда любая точка плоскости задается парой чисел:
длиной радиус вектора и углом поворота.

Рис. 4.2: Модуль и аргумент комплексного числа.

Длина радиус вектора, отвечающего комплексному числу z = a + bi,
называется модулем этого числа и обозначается |z| или r. Справедлива
формула |z| =

√
a2 + b2. Величина угла между положительным направ-

лением действительной оси и радиус вектором, отвечающим комплекс-
ному числу, называется аргументом этого числа и обозначается Arg z
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или ϕ. Следующие формулы имеют место




cos ϕ =
a

r

sin ϕ =
b

r

.

Аргумент комплексного числа z = 0 не определен. Аргумент комплексно-
го числа z 6= 0 есть величина многозначная и определяется с точностью
до слагаемого 2πk, k ∈ Z. Как правило, для вычислений используется
arg z — главное значение аргумента, заключенное в промежутке (−π, π].

4.3 Тригонометрическая форма
Форма записи комплексного числа a+bi называется алгебраической. Это
форма удобна для сложения и вычитания комплексных чисел. Перейдя
в полярную систему координат на комплексной плоскости (a = r cos ϕ и
b = r sin ϕ), любое комплексное число z = a + bi можно представить в
виде z = r(cos ϕ+ i sin ϕ). Такая запись называется тригонометрической
формой комплексного числа z. Здесь число r — модуль комплексного
числа z, ϕ — аргумент числа z. Тригономерическая форма удобна для
умножения и деления комплексных чисел.

Теорема 13. Пусть даны два комплексных числа в тригонометриче-
ской форме z = r1(cos ϕ + i sin ϕ) и w = r2(cos ψ + i sin ψ). Тогда

zw = r1r2(cos(ϕ + ψ) + i sin(ϕ + ψ)),

z

w
=

r1

r2

(cos(ϕ− ψ) + i sin(ϕ− ψ)).

При умножении двух комплексных чисел их модули перемножаются,
а аргументы складываются. При делении — модули делятся, а аргументы
вычитаются. В частности, из данной теоремы следует, что

z−1 = |z|−1(cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)).

Доказанные формулы легко увидеть, используя показательную фор-
му записи комплексного числа. Комплексное число z с аргументом ϕ
можно записать в виде

z = |z|eiϕ.
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Сложение и умножение комплексных чисел геометрически можно осу-
ществить следующим образом. Чтобы сложить два комплексных числа
z и w, нужно сложить два радиус вектора, отвечающих числам z и w,
по правилу параллелограмма или треугольника, и конец вектора суммы
есть точка плоскости, соответствующая числу z + w (см. рис. 4.3).

Рис. 4.3: Сумма комплексных чисел.

Чтобы перемножить два комплексных числа z и w, нужно на ком-
плексной плоскости построить луч, отстоящий от положительного на-
правления действительной оси на угол arg z + arg w, на этом луче отло-
жить от начала координат отрезок длиной |z||w|. Конец этого отрезка
есть точка, отвечающая комплексному числу zw (см. рис. 4.4).

Рис. 4.4: Произведение комплексных чисел.
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4.4 Возведение в степень и извлечение корня

Теорема 14 (Формула Муавра). Пусть дано комплексное число z =
|z|(cos ϕ + i sin ϕ). Тогда для любого целого числа n справедлива формула

zn = |z|n(cos nϕ + i sin nϕ).

Доказательство. При n = 0 формула очевидно выполняется 1 = z0 =
|z|0(cos 0ϕ + i sin 0ϕ) = 1(1 + 0i) = 1.

Пусть n > 0. Доказательство проведем по индукции.
База индукции. При n = 1 имеем z = |z|(cos ϕ + i sin ϕ), что верно по

условию теоремы.
Предположение индукции. Пусть для n ≤ k теорема верна.
Шаг индукции. Докажем теорему для n = k + 1. Так как zk+1 =

zkz, а для zk мы можем воспользоваться формулой по предположению
индукции, то

zk+1 = |z|k(cos kϕ + i sin kϕ)|z|(cos ϕ + i sin ϕ) =

используя предыдущую теорему, имеем

= |z|k|z|(cos(kϕ+ϕ)+ i sin(kϕ+ϕ)) = |z|k+1(cos((k+1)ϕ)+ i sin((k+1)ϕ)).

Что и требовалось доказать. Таким образом для n > 0 теорема верна.
Пусть n < 0. Тогда zn запишем в виде z−|n|, где |n| > 0. Используя

следствие из предыдущей теоремы и доказанную выше формулу, имеем

z−|n| =
1

z|n|
=

1

|z||n|(cos |n|ϕ + i sin |n|ϕ)
= |z|−|n|(cos(−|n|ϕ)+i sin(−|n|ϕ)).

Из равенства −|n| = n получим требуемое.

Определение 19. Корнем степени n из комплексного числа z называ-
ется такое комплексное число u, что un = z.

Как оказалось, корень произвольной степени n из комплексного чис-
ла определен неодназначно. Далее символом n

√
z мы будем обозначать

множество всех корней степени n из z. Забегая вперед, можно сказать,
что множество n

√
z состоит из n элементов, т.е. существует ровно n раз-

личных корней степени n из числа z 6= 0.
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Теорема 15. Пусть дано комплексное число z = |z|(cos ϕ+i sin ϕ). Тогда
для любого натурального числа n

n
√

z =

{
|z| 1n (cos

ϕ + 2πk

n
+ i sin

ϕ + 2πk

n
), k = 0, 1, . . . , n− 1

}
.

Доказательство. Предположим, что комплексное число u = |u|(cos θ +
i sin θ) является корнем степени n из комплексного числа z. Тогда un = z,
используя формулу Муавра, имеем равенство

|u|n(cos nθ + i sin nθ) = |z|(cos ϕ + i sin ϕ).

Два комплексных числа равны тогда и только тогда, когда их модули
совпадают, а аргументы отличаются лишь на 2πk, где k ∈ Z. Таким
образом, имеем

{ |u|n = |z|
nθ = ϕ + 2πk

⇒



|u| = |z| 1n
θ =

ϕ + 2πk

n

.

Здесь |z| 1n понимается как вещественный корень степени n из числа |z|.
Следовательно,

n
√

z =

{
|z| 1n (cos

ϕ + 2πk

n
+ i sin

ϕ + 2πk

n
)

}
.

Заметим, что это множество состоит только из n различных чисел,
так как два числа из этого множества совпадают

|z| 1n (cos
ϕ + 2πk1

n
+ i sin

ϕ + 2πk1

n
) = |z| 1n (cos

ϕ + 2πk2

n
+ i sin

ϕ + 2πk2

n
)

только в том случае, когда ϕ+2πk1

n
= ϕ+2πk2

n
+ 2πk. Равносильное условие

k1 − k2 кратно n. Подставляя в наше множество k = 0, 1, . . . , n − 1, мы
получим все различные корни степени n из числа z.

Пример 21. Вычислим корни степени n из 1, как комплексного числа.

Число 1 представим в тригонометричекой форме.
1 = 1 + 0i
a = Re(1 + 0i) = 1
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b = Im(1 + 0i) = 0
r =

√
a2 + b2 =

√
12 + 02 = 1

cos ϕ =
a

r
=

1

1
= 1

sin ϕ =
b

r
=

0

1
= 0

Из последних двух условий находим, что ϕ = 0. Тригонометрическая
форма

1 = 1(cos 0 + i sin 0).

Тогда
n
√

1 = {1 1
n (cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n
), k = 0, 1, . . . , n− 1}

4.5 Корни из единицы

Из предыдущего примера видно, что корни степени n из единицы есть
элементы множества

n
√

1 = {1(cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
), k = 0, 1, . . . , n− 1}.

Если расположить корни степени n из единицы на комплексной плос-
кости, то это множество совпадет с множеством вершин правильного
n-угольника, вписанного в единичную окружность с центром в начале
координат. Понять это не сложно. О том, что корни лежат на единичной
окружности, говорит тот факт, что модули этих корней равны 1. Оста-
лось заметить, что угол между двумя соседними корнями равен 2π

n
. Так

как единица является корнем стпени n из единицы, то одина из вершин
правильного n-угольника лежит в точке (1, 0).

Обозначим через εk корень степени n из единицы 1(cos 2πk
n

+ i sin 2πk
n

).
Тогда для любых εk и εl выполнено

εkεl = εk+l,

где k + l рассматривается по модулю n.

Определение 20. Корень степени n из единицы называется первооб-
разным, если он не является корнем из единицы никакой меньшей сте-
пени.
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Рис. 4.5: Корни степени восемь из единицы.

Первообразный корень степени n из единицы всегда существует. На-
пример ε1 = 1(cos 2π

n
+ i sin 2π

n
) всегда является первообразным.

Замечание 8. Корень ε степени n из единицы является первообразным
тогда и только тогда, кодга для любого корня u степени n из единицы
существует натуральное число k, что u = εk.

Предложение 1. Корень εk степени n из единицы является первооб-
разным тогда и только токга, когда k и n взаимно просты.

Возвращаясь к извлечению корней из произвольного комплексного
числа, стоит отметить следующий факт.

Теорема 16. Пусть z′ какой-нибудь корень степени n из комплесного
числа z. Тогда n

√
z = {z′ε0, z

′ε1, . . . , z
′εn−1}, где εk — корень степени n из

единицы.
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