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Аналитическая геометрия

1 Системы линейных уравнений

Терминология

Определение. Система линейных уравнений — это совокупность урав-
нений следующего вида:





a11x1 + ... + a1nxn = b1

a21x1 + ... + a2nxn = b2

...
am1x1 + ... + amnxn = bm,

(1)

где x1, x2, ..., xn — неизвестные, aij ∈ R (множество действительных
чисел) — коэффициент i-ого уравнения стоящий при j-ом неизвестном
(i = 1, ..., m, j = 1, ..., n), b1, b2, ..., bm — свободные члены.

Определение. Матрицей системы (1) называется таблица вида:


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn


 и обозначается Am×n = (aij)m×n

Определение. Расширенной матрицей системы (1) называется табли-

ца вида:




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn

∣∣∣∣∣∣∣∣

b1

b2

...
bm




Определение. Решением системы (1) называется набор чисел:
c1, c2, ..., cn, таких, что при подстановке их в каждое уравнение систе-
мы (1) вместо x1, ..., xn, соответственно, уравнение становится тож-
деством (верным равенством).

Определение. Система (1)называется совместной, если она имеет хо-
тя бы одно решение. В противном случае она называется несовместной.

Совместная система бывает определенной и неопределенной.
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Определение. Совместная система называется определенной, если
она имеет единственное решение.

Определение. Совместная система называется неопределенный, ес-
ли она имеет более одного решения (бесконечно много).

Пример.

1 x1 + x2 = 1 — совместная неопределенная система

2
{

x1 + x2 = 1
x2 = 1

— совместная определенная система

3
{

x1 + x2 = 1
x1 + x2 = 2

— несовместная система

Определение. Система (1) называется однородной, если все свобод-
ные члены равны нулю. В противном случае (хотя бы один свободный
член не равен нулю) система называется неоднородная.

Замечание. Однородная система всегда совместна (обладает нулевым
решением)

Метод Гаусса

Определение. Элементарными преобразованиями системы (1) назовем
следующие преобразования:

1. Перестановка двух уравнений.

2. Умножение i-ого уравнения на любое действительное число, от-
личное от нуля.

3. Прибавление к i-ому уравнению j-ого уравнения, умноженного на
любое действительное число.

Определение. Две системы называются эквивалентными, если либо
они обе несовместны, либо они обе совместны и обладают одними и
теми же решениями.

Теорема. Две системы эквивалентны, если от одной к другой можно
перейти с помощью элементарных преобразований.

¤ Проверим, что элементарные преобразования переводят систему в
эквивалентную:
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1. Очевидно.

2. Очевидно.

3. Рассмотрим i-ое уравнение второй системы:

(ai1 + aj1 ∗ c)x1 + (ai2 + aj2 ∗ c)x2 + ... + (ain + ajn ∗ c)xn = bi + bj ∗ c

Пусть c1, ..., cn — решение исходной системы (первичной). Перепи-
шем наше уравнение в следующем виде:

(ai1x1 +ai2x2 + ...+ainxn)+ (aj1x1 +aj2x2 + ...+ajnxn)∗ c = bi + bj ∗ c

Заметим, что
ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn = bi

aj1x1 + aj2x2 + ... + ajnxn = bj

Получили тождество.

¥
Среди коэффициентов системы (1), стоящих при неизвестном x1, най-

дем отличный от нуля. Выведем данное уравнение на первое место. Та-
ким образом можно считать без ограничения общности, что a11 не равно
0.

К i-ому уравнению (2 ≤ i ≤ n) добавим первое умноженное на − ai1

a11
.

В результате возможны следующие случаи:

1. Если появляется уравнение вида 0 = 0, то вычеркиваем его из дан-
ной системы.

2. Если появляется уравнение вида 0 = bi (причем bi 6= 0), то система
несовместна.

3. Система приводится к треугольному виду:





a11x1 + a12x2 + ... + a1(n−1)xn−1 + a1nxn = b1

0 + a′22x2 + ... + a′2(n−1)xn−1 + a′2nxn = b′2
...

0 + 0 + ... + 0 + a′mnxn = b′m,

Из последнего уравнения находим xn и так далее.В итоге получим
совместную определенную систему.
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4. Система приводится к трапецевидному виду:





a11x1 + a12x2 + ... + a1(n−1)xn−1 + a1nxn = b1

0 + a′22x2 + ... + a′2(n−1)xn−1 + a′2nxn = b′2
...

0 + 0 + ... + a′ssxs + ... + a′snxn = b′s

Определение. Неизвестные, стоящие на главной диагонали, называ-
ются главными неизвестными. Все остальные неизвестные называют-
ся свободными.

Выразив главные неизвестные через свободные, получим совместную
неопределенную систему.

Определители малых порядков. Правило Крамера

Определение. Определителем (детерминантом) матрицы A =

=

(
a11 a12

a21 a22

)
называется число, определенное следующим образом:

|A| =
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = detA = a11 · a22 − a12 · a21.

Лемма (Правило Крамера для системы второго порядка). Пусть дана
следующая система: {

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2,

тогда x1 = d1

d
, x2 = d2

d
, где d =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ 6= 0, d1 =

∣∣∣∣
b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣,

d2 =

∣∣∣∣
a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣

¤
Покажем, что d ·x1 = d1. Для этого умножим первое уравнение систе-

мы на элемент a22, умножим второе уравнение системы на элемент −a12

и сложим полученные уравнения:

a11 · x1 · a22 − a21 · x1 · a12 = b1 · a22 − b2 · a12
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⇒ d · x1 = d1. Аналогично показывается, что d · x2 = d2. Таким образом,
при условии d 6= 0, получаем, что решение системы второго порядка
находятся по формулам:x1 = d1

d
, x2 = d2

d
.

¥

Определение. Определителем матрицы A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 назы-

вается число, определенное следующим образом: |A| =

=

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
=

= a11·a22·a33+a21·a32·a13+a12·a23·a31−a13·a22·a31−a12·a21·a33−a11·a23·a32 =
= a11 ·(a22 ·a33−a32 ·a23)−a12 ·(a21 ·a33−a23 ·a31)+a13 ·(a21 ·a32−a22 ·a31) =

= a11 ·
∣∣∣∣

a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a12 ·
∣∣∣∣

a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ + a13 ·
∣∣∣∣

a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣.

Пример.

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣
= 45 + 84 + 96− 105− 48− 72 = 0

Лемма (Правило Крамера для системы третьего порядка). Пусть дана
следующая система:





a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a21x1 + a22x2 + a33x3 = b3,

тогда x1 = d1

d
, x2 = d2

d
, x3 = d3

d
, где d =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
6= 0,

d1 =

∣∣∣∣∣∣

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
, d2 =

∣∣∣∣∣∣

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣
, d3 =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣
.

2 Векторная алгебра

Векторы. Операции над ними.

Определение. Вектором называется упорядоченная пара точек, пер-
вая из которых — начало вектора, вторая — конец.
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Определение. Нулевым вектором называется вектор, начало и конец
которого совпадают.

Определение. Векторы называются коллинеарными, если существу-
ет прямая, которой они парралелльны.

Нулевой вектор коллинеарен любому другому вектору.

Определение. Два коллинеарных вектора называются сонаправленны-
ми (противоположнонаправленными), если их направления совпадают
(если их направления противоположны).

Определение. Длинной вектора называется длинна отрезка, соединя-
ющая его начало и конец.

Определение. Два вектора называются равными, если они сонаправ-
ленны и их длины равны.

Определение. Три вектора называются компланарными, если суще-
ствует плоскость которой они параллельны.

Определение. Суммой двух векторов называют вектор, определяемый
по правилу треугольника или параллелограмма.

Определение. Умножением вектора −→a на число α называется вектор−→
b = α−→a , такой что

1. |−→b | = |α| · |−→a |

2. −→a ↑↑ −→b , α > 0
−→a ↑↓ −→b , α < 0

Свойства (векторов).

1. (−→a +
−→
b ) +−→c = −→a + (

−→
b +−→c ) — ассоциативность.

2. −→a +
−→
0 = −→a — унитарность.

3. ∀−→a ∃−→b : −→a +
−→
b =

−→
0 ⇔ −→

b = −−→a — симметричность.

4. −→a +
−→
b =

−→
b +−→a — коммутативность.

6



5. (α + β)−→a = α−→a + β−→a — дистрибутивность.

6. α(−→a +
−→
b ) = α−→a + α

−→
b дистрибутивность.

7. (αβ)−→a = α(β−→a ) — ассоциативность.

8. 1 · −→a = −→a — унитарность.

Определение. Углом между двумя векторами называется меньший
угол, образованный этими векторами, приведенными к общему началу.

Линейная зависимость векторов

Определение. Система векторов −→a1 , ...,
−→an называется линейно зави-

симой, если существует набор констант α1, ..., αn одновременно не рав-
ных нулю (α2

1 + ... + α2
n 6= 0) и α1

−→a1 + ... + αn
−→an =

−→
0 .

Определение. Система векторов −→a1 , ...,
−→an называется линейно неза-

висимой, если α1
−→a1 + ... + αn

−→an =
−→
0 ⇔ α1 = α2 = ... = αn = 0.

Определение. Выражение вида α1
−→a1 + ... + αn

−→an называется линейной
комбинацией векторов −→a1 , ...,

−→an.

Лемма. Система векторов линейно зависима, если она содержит ли-
нейно зависимую подсистему.

¤ Пусть −→a1 , ...,
−→ak , ...,

−→an — система векторов и −→a1 , ...,
−→ak — её линейно

зависимая подсистема ⇒ ∃α1, ..., αk такие, что: α2
1 + ... + α2

k 6= 0 и α1
−→a1 +

... + αk
−→ak =

−→
0 . Тогда α1

−→a1 + ... + αk
−→ak + 0 · −−→ak+1 + ... + 0 · −→an =

−→
0 . ¥

Лемма. Система из одного вектора линейно зависима ⇔ этот вектор
нулевой.

¤ (⇒) Пусть −→a1 линейно зависимый вектор ⇒ ∃α1 6= 0 : α1
−→a1 =

−→
0 ⇒

−→a1 =
−→
0 .

(⇐) Пусть −→a1 =
−→
0 ⇒ ∀α1 верно, что: α1

−→a1 =
−→
0 . ¥

Любой ненулевой вектор образует независимую систему.

Лемма. Два вектора линейно зависимы ⇔ они коллинеарны.
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¤ (⇒) Пусть −→a1 ,
−→a2 линейно зависимы ⇒ ∃α1, α2 : α2

1 + α2
2 6= 0 и

α1
−→a1 + α2

−→a2 =
−→
0 . Пусть α1 6= 0, тогда −→a1 = −α2

α1

−→a2 ⇒ вектора либо сона-
правлены, либо противоположнонаправлены, то есть — коллинеарны.

(⇐) Пусть −→a1 = α−→a2 (следствие коллинеарности)⇒ −α−→a2 +−→a1 =
−→
0 .¥

Два вектора линейно независимы, если они не коллинеарны.

Лемма. Три вектора линейно зависимы ⇔ они компланарны.

¤ (⇒) Пусть −→a1 ,
−→a2 ,

−→a3 линейно зависимы⇒ ∃α1, α2, α3 : α2
1+α2

2+α2
3 6=

0 и α1
−→a1 + α2

−→a2 + α3
−→a3 =

−→
0 . Пусть α1 6= 0, тогда −→a1 = −α2

α1

−→a2 − α3

α1

−→a3 ⇒
вектор −→a1 принадлежит плоскости, определяемой векторами −→a2 и −→a3 , то
есть векторы −→a1 ,

−→a2 ,
−→a3 — компланарны.

(⇐) Пусть −→a1 ,
−→a2
−→a3 — компланарны. (рис.1)

Рис. 1:

Проецируем конец вектора −→a3 на прямую, образованную вектором −→a1 ,
параллельно вектору −→a2 . Аналогично проецируем конец вектора −→a3 на
прямую, образованную вектором −→a2 . В итоге получим: −→a3 = −→a1

′
+−→a2

′(см.
рисунок). Ясно, что : α1

−→a1 + α2
−→a2 = −→a1

′
+ −→a2

′ ⇒ −→a3 = α1
−→a1 + α2

−→a2 ⇒
−−→a3 + α1

−→a1 + α2
−→a2 =

−→
0 . ¥

Три вектора линейно независимы, если они не компланарны.

Лемма. Любые четыре вектора в пространстве (R3) линейно зависи-
мы.

¤ Проецируем конец −→x на плоскость
−→
1 и

−→
2 . Проецируем конец −→x1

на
−→
2 параллельно

−→
1 (см. рис.2).
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Рис. 2:

В итоге: −→x =
−→
a
′
1 +

−→
a
′
2 +

−→
a
′
3 ⇒ −→x = α1

−→a1 +α2
−→a2 +α3

−→a3 ⇒ −−→x +α1
−→a1 +

α2
−→a2 + α3

−→a3 =
−→
0 ¥

Системы координат

Определение. Афинная система координат — совокупность некото-
рой точки 0 и одного вектора (R1),двух неколлинеарных (R2), трех
некомпланарных (R3) векторов.

Определение. Базисом в пространстве R1(R2(R3)) называется лю-
бой ненулевой (любые два неколлинеарных(любые три некомпланарных))
вектор(а(а)).

Замечание. Любой вектор пространства выражается через векторы
базиса, при чем единственным образом.

Предположим противное: Пусть −→e1 ,
−→e2 ,

−→e3 — базис R3, −→x ∈ R3 и{ −→x = α1
−→e1 + α2

−→e2 + α3
−→e3−→x = β1

−→e1 + β2
−→e2 + β3

−→e3
. Вычтем из первой строки системы вторую:

(α1 − β1)
−→e1 + (α2 − β2)

−→e2 + (α3 − β3)
−→e3 =

−→
0 ⇒ αi − βi = 0 ∀i = 1, 2, 3.

Определение. Коэффициенты α1, α2, α3 называются координатами
вектора −→x в базисе −→e1 ,

−→e2 ,
−→e3 . Обозначение: −→x = (α1, α2, α3)(−→e1,−→e2,−→e3)
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Замечание. При сложении векторов, их координанты складываются.
При умножении вектора на число, его координаты умножаются на
это число.

Определение. Декартова система координат — это афинная система
координат, такая что:

1. Углы между базисными векторами прямые.

2. Длины векторов −→e1 ,
−→e2 ,

−→e3 принимаются равными единице (т.е.
|−→e1 | = |−→e2 | = |−→e3 | = 1).

3. Любую точку пространства можно отождествить с вектором,
начало которого в точке 0, а конец в исходной точке.

Таким образом координаты любого вектора - суть в проекции его на
соответствующие оси.

Полярная система координат:

0 ≤ ρ < +∞ , 0 ≤ ϕ < 2π (рис.3)

Рис. 3:
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Связь полярной и декартовой систем координат:
{

x = ρ cos(ϕ)
y = ρ sin(ϕ){

ρ =
√

x2 + y2

ϕ = arctan( y
x
) = arcsin(y

ρ
) = arccos(x

ρ
)

Пример. B(−1, 1) ⇒
{

ρ =
√

2
ϕ = arctan(−1) = 3π

4

Системы координат в пространстве

Цилиндрическая система координат:




x = ρ cos(ϕ)
y = ρ sin(ϕ)

z = z
′

(рис.4)

Рис. 4:





ρ =
√

x2 + y2

ϕ = arctan( y
x
) = arcsin(y

ρ
) = arccos(x

ρ
)

z
′
= z

Сферическая система координат:

r = |OA|, 0 ≤ r < +∞ , 0 ≤ φ < 2π.
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



x = r cos(ϕ) cos(φ)
y = r sin(ϕ) cos(φ)

z = r sin(φ)
(рис.5)

Рис. 5:





r =
√

x2 + y2 + z2

ψ = arcsin( z√
x2+y2+z2

)

ϕ = arcsin( y√
x2+y2

)

Определение. Осью называется прямая с выбранным направлением.

Определение. Проекцией вектора
−→
AB на ось l называется длина от-

резка (A′
, B

′), взятая со знаком +(−), если
−−→
A
′
B
′ ↑↑ l (

−−→
A
′
B
′ ↑↓ l) и

обозначается Прl
−→
AB.

(рис.6)

Свойства (проекции).

1. Прl
−→a = |−→a | cos(−̂→a , l).

2. Прlα
−→a = αПрl

−→a .

3. Прl(
−→a +

−→
b )=Прl

−→a +Прl

−→
b .

12



Рис. 6:

Определение. Скалярное произведение (−→a ,
−→
b ) — это число (−→a ,

−→
b ) =

−→a · −→b = |−→a | · |−→b | · cos(−̂→a ,
−→
b )

Свойства (скалярного произведения).

1. Алгебраические:

(a) (−→a ,
−→
b ) = (

−→
b ,−→a ) — коммутативность.

(b) (α · −→a ,
−→
b ) = α · (−→a ,

−→
b ).

(c) (−→a +
−→
b ,−→c ) = (−→a ,−→c ) + (

−→
b ,−→c ).

(d) (−→a ,−→a ) > 0, если −→a 6= −→
0 .

Замечание. (−→a ,
−→
b ) = |−→b |·Прl

−→a = |−→a |·Прl

−→
b .

2. Геометрические:

(a) Скалярное произведение двух ненулевых векторов равно нулю
⇔ когда они перпендикулярны. То есть:

(−→a ,
−→
b ) = 0 ⇔ (−̂→a ,

−→
b ) =

π

2

(b) Скалярное произведение вектора −→a на единичный вектор, сов-
падает с проекцией вектора −→a на ось единичного вектора.

13



(c) Скалярное произведение имеет знак + (-), когда угол между
векторами острый (тупой).

3. Физический смысл: Работа, совершаемая силой по перемещению
материальной точки по направлению вектора перемещения.

Лемма (Выражение скалярного произведения через декартовы коор-
динаты). Пусть векторы −→a = (α1, α2, α3),

−→
b = (β1, β2, β3), тогда

(−→a ,
−→
b ) = α1β1 + α2β2 + α3β3.

¤ −→a = α1
−→e1 + α2

−→e2 + α3
−→e3 ,
−→
b = β1

−→e1 + β2
−→e2 + β3

−→e3 ,(−→a ,
−→
b ) =

(α1
−→e1 +α2

−→e2 +α3
−→e3 , β1

−→e1 +β2
−→e2 +β3

−→e3 ) = | по свойству 3| = (α1
−→e1 , β1

−→e1 )+
(α1
−→e1 , β2

−→e2 ) + (α1
−→e1 , β3

−→e3 ) + (α2
−→e2 , β1

−→e1 ) + (α2
−→e2 , β2

−→e2 ) + (α2
−→e2 , β3

−→e3 ) +
(α3
−→e3 , β1

−→e1 ) + (α3
−→e3 , β2

−→e2 ) + (α3
−→e3 , β3

−→e3 ) = α1β1(
−→e1 ,

−→e1 ) + α2β2(
−→e2 ,

−→e2 ) +
α3β3(

−→e3 ,
−→e3 ) = α1β1 + α2β2 + α3β3. ¥

|−→a | =
√

α2
1 + α2

2 + α2
3

cos(−̂→a ,
−→
b ) =

α1β1 + α2β2 + α3β3√
α2

1 + α2
2 + α2

3

√
β2

1 + β2
2 + β2

3

Определение. Базис называется ортогональным, если его вектора
взаимоперпендикулярны.

Определение. Ортогональный базис называется ортонормированным,
если длина всех его векторов равна единице.

Упражнение. |−→a1 | = |−→a2 | = |−→a3 | = 1 , −→a1 + −→a2 + −→a3 = 0. Вычислить
(−→a1 ,

−→a2) + (−→a2 ,
−→a3) + (−→a3 ,

−→a1) (рис.7)
Пусть e1, e2, e3 — базис. −→a (x, y, z)

cos(α) =
x√

x2 + y2 + z2

cos(β) =
y√

x2 + y2 + z2

cos(γ) =
z√

x2 + y2 + z2
,

где cos(α), cos(β), cos(γ) — направляющие косинусы вектора −→a ,

cos2(α) + cos2(β) + cos2(γ) = 1.
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Рис. 7:

Векторное произведение

Определение. Упорядоченная тройка некомпланарных векторов назы-
вается правой (левой), если из конца третьего вектора (−→a3) кратчай-
ший поворот от первого вектора ко второму осуществляется против
часовой стрелки (по часовой стрелке).

(рис.8)

Рис. 8:

−→e1 ,
−→e2 ,

−→e3 — правая. −→e3 ,
−→e1 ,

−→e2 — правая. −→e2 ,
−→e3 ,

−→e1 — правая. −→e2 ,
−→e1 ,

−→e3

— левая. −→e3 ,
−→e2 ,

−→e1 — левая. −→e1 ,
−→e3 ,

−→e2 — левая.
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Определение. Векторным произведением −→a и
−→
b называется вектор−→c удовлетворяющий следующим условиям:

1. −→c ⊥−→a ,−→c ⊥−→b

2. |−→c | = |−→a ||−→b | sin(−̂→a ,
−→
b )

3. −→a ,
−→
b ,−→c — правая тройка.

Обозначается −→c = [−→a ,
−→
b ] = −→a ×−→b (рис.9)

Рис. 9:

Упражнение. [−→e1 ,
−→e2 ] = −→e3 , [−→e2 ,

−→e1 ] = −−→e3 , [−→e2 ,
−→e3 ] = −→e1 , [−→e3 ,

−→e2 ] = −−→e1 ,
[−→e1 ,

−→e3 ] = −−→e3 , [−→e3 ,
−→e1 ] = −→e2 .

Алгебраические свойства

1. [−→a ,
−→
b ] = −[

−→
b ,−→a ]

2. [α−→a ,
−→
b ] = α[

−→
b ,−→a ]

3. [−→a +
−→
b ,−→c ] = [−→a ,−→c ] + [

−→
b ,−→c ]

4. Если −→a = ~0 или
−→
b = ~0, то [−→a ,

−→
b ] = ~0

16



Геометрические свойства

1. −→a 6= −→
0 ,
−→
b 6= −→

0 , [−→a ,
−→
b ] =

−→
0 ⇔ −→a и

−→
b коллинеарны (−→a ||−→b )

¤ |−→c | = |[−→a ,
−→
b ]| = |−→a ||−→b | sin(−̂→a ,

−→
b ) = 0 ⇔ sin(−̂→a ,

−→
b ) = 0 ⇔

(−̂→a ,
−→
b ) = 0◦ или π◦ ⇔ −→a ,

−→
b — коллинеарны. ¥

2. Геометрический смысл: Длина векторного произведения чис-
ленно равна площади параллелограмма натянутого на эти векто-
ры.

Физический смысл:

Пусть твердое тело закреплено в точке A и в точке B действует сила
−→
F .

Момент силы равен векторному произведению [
−→
F ,
−→
AB] =

−→
M.

Выражение векторного произведения в декартовых
координатах

Пусть −→a имеет координаты (α1, α2, α3),
−→
b имеет координаты (β1, β2, β3).

[−→a ,
−→
b ] =

(∣∣∣∣
α2 α3

β2 β3

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣

α1 α3

β1 β3

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
α1 α2

β1 β2

∣∣∣∣
)

¤ (рис.10) −→a = α1
−→e1 + α2

−→e2 + α3
−→e3 ,

−→
b = β1

−→e1 + β2
−→e2 + β3

−→e3

⇒ [−→a ,
−→
b ] = | по алгебраическим свойствам (2,3) | = α1β1[

−→e1 ,
−→e1 ] +

α1β2[
−→e1 ,

−→e2 ] + α1β3[
−→e1 ,

−→e3 ] + α2β1[
−→e2 ,

−→e1 ] + α2β2[
−→e2 ,

−→e2 ] + α2β3[
−→e2 ,

−→e3 ] +
α3β1[

−→e3 ,
−→e1 ] + α3β2[

−→e3 ,
−→e2 ] + α3β3[

−→e3 ,
−→e3 ] = α1β2[

−→e1 ,
−→e2 ] − α2β1[

−→e1 ,
−→e2 ] +

α2β3[
−→e2 ,

−→e3 ] − α3β2[
−→e2 ,

−→e3 ] + α1β3[
−→e1 ,

−→e3 ] − α3β1[
−→e1 ,

−→e3 ] =

∣∣∣∣
α2 α3

β2 β3

∣∣∣∣−→e1 −
∣∣∣∣

α1 α3

β1 β3

∣∣∣∣−→e2 +

∣∣∣∣
α1 α2

β1 β2

∣∣∣∣−→e3 =

∣∣∣∣∣∣

−→e1
−→e2

−→e3

α1 α2 α3

β1 β2 β3

∣∣∣∣∣∣
. ¥

Упражнение. Найти S4ABC , если A(1, 2, 3), B(0, 1,−2), C(1, 1, 1).
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Рис. 10:

Смешанное произведение векторов

Определение. Смешанным произведением векторов −→a ,
−→
b ,−→c называ-

ется число равное ([−→a ,
−→
b ],−→c ).

Геометрические свойства:

1. ([−→a ,
−→
b ],−→c ) = (−→x ,−→c )+ |−→x ||−→c | cos(−̂→x ,−→c ) = S· Пр−→x−→c = S · (±h) =

= ±V, где S — площадь параллелограмма, h — высота параллеле-
пипеда, V — объем параллелепипеда. (+−→a ,

−→
b ,−→c ,

- −→a ,
−→
b ,−→c )(рис.11)

2. Смешанное произведение равно нулю ⇔ векторы компланарны.

3. Смешанное произведение > 0 (< 0), если тройка правая (левая).

Алгебраические свойства:

1. ([−→a ,
−→
b ],−→c ) = |по определению|(−→a ,

−→
b ,−→c ) = (−→c ,−→a ,

−→
b ) =

(
−→
b ,−→c ,−→a ) = −(

−→
b ,−→a ,−→c ) = −(−→c ,

−→
b ,−→a ) = −(−→a ,−→c ,

−→
b ).
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Рис. 11:

Выражение смешанного произведения через декартовы коор-
динаты:
−→a = (−→a1 ,

−→a2 ,
−→a3),

−→
b = (

−→
b1 ,
−→
b2 ,
−→
b3 ), −→c = (−→c1 ,−→c2 ,−→c3 ), ([−→a ,

−→
b ],−→c ) =

=

∣∣∣∣∣∣

−→a1
−→a2

−→a3−→
b1

−→
b2

−→
b3−→c1

−→c2
−→c3

∣∣∣∣∣∣
.

[−→a ,
−→
b ] =

(∣∣∣∣
−→a2

−→a3−→
b2

−→
b3

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣
−→a1

−→a3−→
b1

−→
b3

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
−→a1

−→a2−→
b1

−→
b2

∣∣∣∣
)

берем по модулю определитель, он равен объему параллелепипеда.

3 Уравнение прямой и плоскости

Различные уравнения прямой на плоскости

Общее уравнение прямой

(рис.12)
Любая прямая на плоскости задается уравнением ax+ by + c = 0, a2 +

b2 6= 0. −→n ⊥ l, M0 ∈ l. Возьмем на прямой l произвольную точку M(x, y),

тогда
−−−→
M0M ⊥ −→n ⇒ (

−−−→
M0M,−→n ) = 0.

−−−→
M0M = (x − x0, y − y0). ax + by −

ax0 − by0 = 0. ax + by + c = 0, где c = −ax0 − by0.
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Рис. 12:

Определение. Вектор −→n называется нормальным вектором прямой l.

Верно и обратное: любое уравнение вида ax + by + c = 0, a2 + b2 6= 0
задает прямую.

Возьмем некоторое решение данного уравнения ax0 + by0 + c = 0,
a(x − x0) + b(y − y0) = 0 — это уравнение описывает все точки прямой,
перпендикулярные вектору −→n с координатами (a, b) и проходящих через
точку с координатами (x0, y0).

Замечание. Коэффициенты при x, y в общем уравнении прямой, суть
координат нормального вектора прямой (−→n = (a, b)).

Пример. Найти уравнение прямой проходящей через точку M0(2,−1)
с направляющим вектором −→n = (2, 2) (M ∈ l, l ⊥ −→n ). Решение: l :
2x + 2y + c = 0 ⇒ 2x + 2y − 2 = 0 ⇒ x + y − 1 = 0.

Параметрическое уравнение прямой

(рис.13)
Любая прямая на плоскости задается уравнением вида −→r = −→r0 +−→e t,

где −∞ < t < +∞ −→r −−→r0 ||−→e ⇒ −→r −−→r0 = −→e t

Определение. Вектор −→e называется направляющим вектором прямой
l.

−→r =

{
x = x0 + ext
y = y0 + eyt

Верно и обратное:
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Рис. 13:

Пример. M0(2, 1) ∈ l,−→e (5, 5)|| l ⇒ −→r =

{
x = 2 + 5t
y = 1 + 5t

Каноническое уравнение прямой

Любая прямая на плоскости задается уравнением вида: x−x0

ex
= y−y0

ey
,

−→e = (ex, ey).

Пример. M0(3, 3) ∈ l,−→e (2,−1)|| l ⇒ x−3
2

= y−3
−1

Найти связь общего, параметрического и канонического уравнений
прямой на плоскости: общее → параметрическое → каноническое → об-
щее.

1. ax + by + c = 0 ⇒ M0(x0, y0),
−→n = (a, b) ⇒ −→e = (b,−a) ⇒ −→r ={

x = x0 + bt
y = y0 − at

2. −→r =

{
x = x0 + ext
y = y0 + eyt

⇒ x−x0

ex
= y−y0

ey

3. x−x0

ex
= y−y0

ey
⇒ ey︸︷︷︸

a

x−ex︸︷︷︸
b

y−x0ey − y0ex︸ ︷︷ ︸
c

= 0

Пример. 2x− 3y + 1 = 0, −→r =

{
x = 1− 3t
y = 1− 2t

, x−1
−3

= y−1
−2
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Уравнение прямой проходящей через две данные точки

M1(x1, y1),M2(x2, y2) ⇒ x−x1

x2−x1
= y−y1

y2−y1

Уравнение прямой в отрезках

(рис.14)

Рис. 14:

x
a1

+ y
b1

= 1 Модули a1 и b1 — это длины отрезков, которые отсекаются
прямой на осях координат.

Взаимное расположение прямых на плоскости

l1 : a1x + b1y + c1 = 0, l2 : a2x + b2y + c2 = 0

1. a1

a2
6= b1

b2
— Прямые l1 и l2 пересекаются.

2. a1

a2
= b1

b2
6= c1

c2
— Прямые l1 и l2 параллельны.

3. a1

a2
= b1

b2
= c1

c2
— Прямые l1 и l2 совпадают.

Условие перпендикулярности

l1 : a1x+ b1y + c1 = 0, l2 : a2x+ b2y + c2 = 0, (−→n1,
−→n2) = 0 ⇒ a1a2 + b1b2 = 0.

22



Рис. 15:

Расстояние от точки до прямой

(рис.15)
Пусть дана прямая l : ax + by + c = 0 и точка M(x1, y1). Надо найти

|−−−→M0M |. Ясно, что:
−−−→
M0M || −→n ⇒ |(−−−→M0M,−→n )| = |−−−→M0M | · |−→n | ⇒ |−−−→M0M | =

|(−−−→M0M,−→n )|
|−→n | = |(x1−x0)a+(y1−y0)b|√

a2+b2
=

|x1a+y1b

c︷ ︸︸ ︷
−x0a− y0b |√
a2+b2

= |x1a+y1b+c|√
a2+b2

Упражнение. В чем смысл знака выражения x1a + y1b + c?

Угол между двумя прямыми

Определение. Углом между двумя прямыми называется наименьший
угол, образованный этими прямыми.

l1 : a1x + b1y + c1 = 0 ⇒ −→n1 = (a1, b1)

l2 : a2x + b2y + c2 = 0 ⇒ −→n2 = (a2, b2)

cos(−̂→e1 ,
−→e2 ) = cos(−̂→n1,

−→n2) =
|(−→n1,

−→n2)|
|−→n1||−→n2|
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3.1 Уравнения плоскости

Теорема (Общее уравнение плоскости). Любая плоскость в простран-
стве задается уравнением вида ax + by + cz + d = 0, a2 + b2 + c2 6= 0.
Верно и обратное: любое уравнение данного вида задает плоскость.

(рис.16)

Рис. 16:

−→n ⊥ α, −→n = (a, b, c).−−−→
MM0 = (x− x0, y − y0, z − z0)−→n ⊥ −−−→

MM0 ⇒ (−→n ,
−−−→
MM0) = 0.

a(x− x0) + b(y− y0) + c(z − z0) = 0 — уравнение плоскости перпенди-
кулярной данному вектору и проходящей через данную точку.

ax + by + cz−ax0 − by0 − cz0︸ ︷︷ ︸
d

= 0 ⇒ (x0, y0, z0) — решение данного

уравнения.

Пример. M(1, 1, 1), −→n = (2, 2, 2) ⇒ 2x+2y+2z−6 = 0 или x+y+z−3 = 0

Теорема (Параметрическое уравнение плоскости). Любая плоскость в
пространстве задается уравнением вида −→r = r0 +−→u t +−→v s, где −∞ <
t, s < +∞, −→u и −→v не коллинеарны (−→u ∦ −→v ).

(рис.17)

−→r =





x = x0 + uxt + vxs
y = y0 + uyt + vys
z = z0 + uzt + vzs

24



Рис. 17:

Уравнение плоскости, проходящей через три данные точки не
лежащие на одной прямой

M0(x0, y0, z0),M1(x1, y1, z1),M2(x2, y2, z2) ⇒ −−−−→
M0M1 = (x1− x0, y1− y0, z1−

z0),
−−−−→
M0M2 = (x2 − x0, y2 − y0, z2 − z0). Пусть M — произвольная точка.

−−−→
M0M,

−−−−→
M0M1,

−−−−→
M0M2 не компланарны ⇒

∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0

x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0

x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

∣∣∣∣∣∣
= 0

— уравнение плоскости, проходящей через данную прямую.
(рис.18)

Уравнение плоскости в отрезках
x
a1

+ y
b1

+ z
c1

= 1 Модули a1, b1, c1 — это длины отрезков, которые плоскость
отсекает от осей координат.

Взаимное расположение двух плоскостей в пространстве
{

a1x + b1y + c1z + d1 = 0
a2x + b2y + c2z + d2 = 0

1. Пересечение: −→n1 ∦ −→n2.

2. Параллельность:−→n1||−→n2,
a1

a2
= b1

b2
= c1

c2
6= d1

d2
.

3. Совпадение:a1

a2
= b1

b2
= c1

c2
= d1

d2
.
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Рис. 18:

4. (−̂→n1,
−→n2) = 90◦ Условие перпендикулярности

Расстояние от точки до плоскости

(рис.19)

Рис. 19:

Пусть дана прямая l : ax + by + cz + d = 0 и точка M(x1, y1, z1).
Надо найти |−−−→M0M |. Ясно, что:

−−−→
M0M || −→n ⇒ |(−−−→MM0,

−→n )| =
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|−−−→M0M | · |−→n | ⇒ |−−−→M0M | = |(−−−→M0M,−→n )|
|−→n | = |(x1−x0)a+(y1−y0)b+(z1−z0)c)|√

a2+b2+c2
=

|x1a+y1b+z1c

d︷ ︸︸ ︷
−x0a− y0b− z0c |√
a2+b2+c2

= |x1a+y1b+z1c+d|√
a2+b2+c2

Уравнения прямой в пространстве

Общее
{

a1x + b1y + c1z + d1 = 0
a2x + b2y + c2z + d2 = 0

−→n1 ∦ −→n2.

Параметрическое
−→r = r0 +−→e t

−→r =





x = x0 + ext
y = y0 + eyt
z = z0 + ezt

Каноническое
x−x0

ex
= y−y0

ey
= z−z0

ez

Связь

Общее → параметрическое ¿ каноническое → общее.

1. Найти [−→n1,
−→n2] = −→e и какое-либо решение системы M0(x0, y0, z0).

2. Выражаем t и приравниваем левые части.

3. Делаем процедуру обратную 2.

4. Перемножаем любые две пропорции: x−x0

ex
= y−y0

ey
; y−y0

ey
= z−z0

ez
;

x−x0

ex
= z−z0

ez
.

Взаимное расположение двух прямых в пространстве

l1 :

{
a1x + b1y + c1z + d1 = 0
a2x + b2y + c2z + d2 = 0

l2

{
a3x + b3y + c3z + d3 = 0
a4x + b4y + c4z + d4 = 0
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1. Пересекаются

2. Параллельны: l1 : −→r = r1 +−→e1 t l1 : −→r = r2 +−→e2 t,
−→e1 ||−→e2 ,

−−−−→
r1 ∈ l2

3. Совпадают.

4. Скрещиваются: −→e1 ∦ −→e2 , (−→e1 ,
−→e2 ,

−→r2 −−→r1 ) (рис.20)

Рис. 20:

Замечание. Для проверки расположения прямых в пространстве
решаем систему из 4 уравнений:

(a) Если она имеет ровно одно решение, то прямые пересекают-
ся.

(b) Если она имеет более одного решения, то прямые совпадают.
(c) Если она не имеет решений, то прямые параллельны.

Взаимное расположение прямой и плоскости в пространстве

Решаем систему из 3 уравнений:

1. Если она имеет ровно одно решение, то прямая и плоскость пере-
секаются.

2. Если она имеет более одного решения, то прямая принадлежит
плоскости.

3. Если она не имеет решений, то прямая и плоскость параллельны.
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Угол между прямой и плоскостью

cos(α) = sin(90− α). (рис.21)

Рис. 21:

Расстояние между двумя прямыми

1. Если прямые параллельны: l1 : −→r = r1 + −→e1 t l2 : −→r = r2 + −→e2 t,

h = |[−→r1−−→r2 ,−→e2]|
|−→e2| , −→e1 ||−→e2 .

2. Если прямые скрещиваются: Проведем в α кривую параллельную
−→e1 h = |(−→r1−−→r2 ,−→e1,−→e2)|

|[−→e1,−→e2]|

Пример. Выяснить взаимное расположение следующих прямых:

l1 :

{
2x + y + 2z − 1 = 0

y + z = 0
l2 :





x = 1 + 2t
y = 1 + 3t
z = 1− t

Решение: l2 : x−1
2

= y−1
3

= z−1
−1

⇒ l2 :

{
3x− 2y − 1 = 0
−y − 3z + 4 = 0

l1 : M0(1, 1,−1), −→n1 = (2, 1, 2), −→n2 = (0, 1, 1) ⇒ [−→n1,
−→n2] = (−1,−2, 2) ⇒

l1 :





x = 1− t
y = 1− 2t

z = −1 + 2t
⇒ −→e1 ∦ −→e2 , (−→e1 ,

−→e2 ,
−→r1 −−→r2 ) =

∣∣∣∣∣∣

−1 −2 2
2 3 −1
0 0 −2

∣∣∣∣∣∣
= −2

⇒ l1 и l2 скрещиваются. [−→e1 ,
−→e2 ] = (−4, 3, 1) ⇒ h = 2√

26
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4 Кривые второго порядка
Определение. Кривой второго порядка называется множество то-
чек, координаты которых удовлетворяют следующему уравнению:
a11x

2 + 2a12xy + a22y
2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0, a2

11 + a2
22 + a2

33 6= 0.

δ =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ — малый определитель кривой второго порядка.

δ =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
— большой определитель кривой второго поряд-

ка.
(aij = aji)

Эллипс

Определение. Эллипс — это множество точек в плоскости, коорди-
наты которых удовлетворяют уравнению (система координат в этом
случае называется канонической): x2

a2 + y2

b2
= 1

a > 0, b > 0, a > b. 2a — большая ось эллипса, 2b — малая ось эллипса.
a и b — полуоси. F1(−c, 0) и F2(c, 0) — фокусы эллипса, c2 = a2 − b2.

Исследование формы эллипса по его уравнению.
x2

a2 + y2

b2
= 1

1. −a ≤ x ≤ a, |x| ≤ a, |y| ≤ b.

2. График эллипса симметричен относительно осей координат и имеет
центр симметрии в начале координат.

3. Эллипс имеет следующие вершины (±a, 0) и (0,±b)

4. y = b
√

1− x2

a2 (I четверть)

y′ =
−b 2x

a2

2
q

1−x2

a2

= −bx

a2
q

1−x2

a2

, 0 ≤ x ≤ a. y′ < 0 — убывание.(рис.22)

5. y′′ < 0 — выпуклость вверх.
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Рис. 22:

Теорема (Фокальное свойство эллипса). Точка плоскости принадле-
жит эллипсу ⇔ сумма расстояний от этой точки до двух фокусов
(F ) есть величина постоянная (= 2a) и большая чем расстояние меж-
ду фокусами.

¤ (⇒)
M(x0, y0) ∈ эллипсу. Доказать: сумма расстояний = 2a.
|F1M | =

√
(x0 + c)2 + y2

0 |F2M | =
√

(x0 − c)2 + y2
0.

|F1M | =
√

(x0 + c)2 + y2
0 = | так как: x2

a2 + y2

b2
= 1 | =√

(x0 + c)2 + b2(1− x2
0

a2 ) =
√

a2−b2

a2 x2
0 + 2x0c + c2 + b2 = |так как: a2 =

b2 + c2 | = √
( c

a
x0 + a)2 = | c

a
x0 + a|.

|F2M | = | c
a
x0 − a|, | c

a
x0 + a| = c

a
x0 + a всегда положительна.

| c
a
x0 − a| = a− c

a
x0.

|F1M |+ |F2M | = c
a
x0 + a + a− c

a
x0 = 2a.

(⇐)
Дано: |F1M |+ |F2M | = 2a. ⇒

√
(x + c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a ⇒√

(x + c)2 + y2 = 2a −
√

(x− c)2 + y2 ⇒ (x + c)2 + y2 = 4a2 −
4a

√
(x− c)2 + y2 + (x − c)2 + y2 ⇒ xc = a2 − a

√
(x− c)2 + y2 ⇒

a
√

(x− c)2 + y2 = a2 − xc ⇒
a2((x − c)2 + y2) = a4 − 2a2xc + x2c2 ⇒ a2x2 − 2a2xc + a2c2 + a2y2 =

a4 − 2a2xc + x2c2 ⇒ x2(a2 − c2) + a2c2 + a2y2 − a4 = 0 ⇒
x2b2 − a2b2 + a2y2 = 0 (: a2b2) ⇒ x2

a2 + y2

b2
= 1. ¥
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Эксцентриситет эллипса

Определение. Эксцентриситет — это отношение фокусного расстоя-
ния (2c) к большой оси эллипса (2a).

Обозначается: ε = 2c
2a

= c
a
(характеризует степень сжатости) 0 < ε <

1.
ε = 0 ⇒ c = 0 ⇒ a = b Эллипс становиться окружностью.
ε = 1 ⇒ c = a ⇒ Эллипс вырождается в большую ось.

Замечание. Эллипс можно рассматривать как окружность сжатую
в своему диаметру.

Определение. Директрисами эллипса называются прямые, перпенди-
кулярные большой оси эллипса и находящиеся на расстоянии a

ε
от цен-

тра эллипса. (рис.23)

Рис. 23:

Теорема (Дирректориальное свойство эллипса). Точка плоскости при-
надлежит эллипсу ⇔ отношение расстояния от этой точки до фоку-
са к расстоянию до соответствующей дирректрисы постоянно и равно
эксцентриситету эллипса.

¤ (рис.24) (⇒) M(x0, y0) ∈ эллипсу.
|F2M | = | c

a
x0 − a| = a− c

a
x0

|MD| = a
ε
− x0 ⇒ |F2M |

|MD| = a−εx0
a
ε
−x0

= ε(a−εx0)
a−εx0

= ε.

(⇐) |F2M | = ε|MD| ⇒
√

(x0 − c)2 + y2
0 = ε(a

ε
− x0) ⇒

(x0 − c)2 + y2
0 = ε2(a2

ε2 − x2
0 + 2ax0

ε
) ⇒

x2
0 − 2x0c + c2 + y2

0 − a2 + ε2x2
0 − 2aεx0 = 0 ⇒

x2
0 − x2

0
c2

a2 + y2
0 = a2 − c2 ⇒ a2−c2

a2 x2
0 + y2

0 = b2

b2

a2 x
2
0 + y2

0 = b2 (: b2) ⇒ x2
0

a2 +
y2
0

b2
= 1. ¥
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Рис. 24:

Определение. Секущей к множеству точек плоскости называется
прямая, содержащая две точки данного множества.

Определение. Касательной к множеству точек плоскости называет-
ся предельное положение секущей, когда одна точка сечения стремится
к другой.

Теорема. В любой точке эллипса можно провести касательную, урав-
нение которой имеет вид: xx0

a2 + yy0

b2
= 1, M(x0, y0) — точка касания.

¤ (рис.25) M0(x0, y0), M1(x1, y1)

e(x0 − x1, y0 − y1)
·(y0+y1)−−−−−−→((x0 − x1)(y0 + y1), y

2
0 − y2

1)
x2

a2 + y2

b2
=1

−−−−−−−→((x0 − x1) ·
(y0 + y1), b

2− b2x2
0

a2 − b2 +
b2x2

1

a2 )−→((x0− x1)(y0 + y1),
b2

a2 (x
2
1− x2

0))
· 1
(x1−x0)−−−−−−→(−y0−

y1,
b2

a2 (x1 + x0))
M0=M1−−−−−→(−2y0,

b2

a2 2x0)−→(−y0,
b2

a2 x0){
+

x = x0 − y0t(· b2a2 x0)

y = y0 + b2

a2 x0t(·y0)
⇒ xx0b2

a2 +yy0 = b2

a2 x
2
0+y2

0 ⇒ Так как x2
0

a2 +
y2
0

b2
= 1,

то:
xx0b2

a2 + yy0 = b2 или xx0

a2 + yy0

b2
= 1. ¥

Правило:

Отражение луча от криволинейного зеркала.
Луч отражается по касательной, проведенной в точке касания.
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Рис. 25:

Теорема (Оптическое свойство эллипса). Луч света, выпущенный из
одного фокуса эллипса проходит через другой.

¤ (рис.26)

Рис. 26:

Проведем в точке падения касательную. M(x0, y0)
xx0

a2 + yy0

b2
= 1

∠AMF1 = ∠F2MB−−→
F1M = (x0 − c, y0)−→nx = (x0

a2 ,
y0

b2
)
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−→ex = (y0

b2
,−x0

a2 ) — касательный вектор.

cos ∠AMF1 = |(−→ex,
−−−→
F1M)|

|−→ex||−−−→F1M | =
y0
b2

(x0−c)−x0y0
a2

|−→ex||−−−→F1M | =
|x0y0

b2
− y0c

b2
−x0y0

a2 |
|−→ex||−−−→F1M | =

|a
2x0y0−b2x0y0

a2b2
− y0c

b2
|

|−→ex||−−−→F1M | =
c2

a2b2
|x0y0−a2

c
y0|

|−→ex||−−−→F1M | =
c2

a2b2
|y0||x0−a2

c
|

|−→ex||−−−→F1M | = c2|y0|
a2b2|−→ex|ε .

cos ∠F2MB =?(упражнение). ¥

Гипербола

Определение. Гипербола — это множество точек в плоскости, коор-
динаты которых в некоторой системе координат удовлетворяют урав-
нению: x2

a2 − y2

b2
= 1

2a — действительная ось гиперболы, 2b — мнимая ось гиперболы.
F1(−c, 0) и F2(c, 0) — фокусы гиперболы, c2 = a2 + b2.

Исследование формы гиперболы по её уравнению.

1. |x| ≤ a.

2. Оси координат являются осями симметрии гиперболы. Начало ко-
ординат является центром симметрии гиперболы.

3. (±a, 0) — вершины гиперболы.

4. y = b
√

1 + x2

a2 , y′ > 0, y′′ < 0 (для первой четверти.) x → ±∞
y → b

a
x

y = ± b
a
x — асимптоты гиперболы. (рис.27)

Теорема (Фокальное свойство гиперболы). Точка в плоскости принад-
лежит гиперболе ⇔ абсолютная разность расстояний от этой точки
до двух фокусов (F ) есть величина постоянная и равная 2a.

¤ (⇒)

|F1M | =
√

(x + c)2 + y2 = | так как: x2

a2 − y2

b2
= 1

| =
√

(x + c)2 + b2(x2

a2 − 1) =
√

x2 + 2xc + c2 + b2

a2 x2 − b2 =√
a2+b2

a2 x2 + 2xc + c2 − b2 = |так как: a2 = c2 − b2 | =√
c2

a2 x2 + 2xc + a2
√

( c
a
x0 + a)2 = | c

a
x0 + a|.
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Рис. 27:

Аналогично: |F2M | = | c
a
x0 − a|,

|F1M | − |F2M | = | c
a
x0 + a| − | c

a
x0 − a| = 2a.

(⇐)
Дано: |F1M |+ |F2M | = 2a. ⇒

√
(x + c)2 + y2 −

√
(x− c)2 + y2 = ±2a

⇒ √
(x + c)2 + y2 = ±2a +

√
(x− c)2 + y2 ⇒ (x + c)2 + y2 = 4a2 ±

4a
√

(x− c)2 + y2 + (x − c)2 + y2 ⇒ xc = a2 ± a
√

(x− c)2 + y2 ⇒
±a

√
(x− c)2 + y2 = xc− a2 ⇒

a2((x− c)2 + y2) = a4− 2a2xc+x2c2 ⇒ x2(c2− a2)− a2c2− a2y2−a4 = 0
⇒

x2b2 − a2y2 = a2b2 ⇒ x2

a2 − y2

b2
= 1. ¥

Определение. Эксцентриситетом гиперболы называется число ε = c
a
.

ε =
√

c2

a2 =
√

a2+b2

a2 =
√

1 + b2

a2 . Чем ближе ε к единице, тем ближе
ветви к действительной оси.

Замечание. Чем больше ε, тем ближе ветви к мнимой оси (OY ) (вет-
ви расширяются).

Определение. Директрисами гиперболы называются прямые, перпен-
дикулярные действительной оси (OX) гиперболы и находящиеся на рас-
стоянии a

ε
от начала координат. (рис.28)
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Рис. 28:

Теорема (Дирректориальное свойство гиперболы). Точка плоскости
принадлежит гиперболе ⇔ отношение расстояния от этой точки до
фокуса к расстоянию до соответствующей директрисы постоянно и
равно эксцентриситету гиперболы.

¤Полностью повторяет доказательство директориального свойства
эллипса.¥

Теорема (Уравнение касательной гиперболы). В любой точке гипер-
болы можно провести касательную, уравнение которой имеет вид:
xx0

a2 − yy0

b2
= 1, M(x0, y0) — точка касания.

¤ M0(x0, y0), M1(x1, y1)

Направляющий вектор секущей:(x1 − x0, y1 − y0)
·(y1+y0)−−−−−−→((x1 − x0)(y1 +

y0), y
2
1−y2

0)
x2

a2− y2

b2
=1

−−−−−−−→((x1−x0) · (y1 +y0),
b2x2

1

a2 − b2− b2x2
0

a2 + b2)−→(y1 +y0,
b2

a2 (x1 +

x0))
M0=M1−−−−−→(y0,

b2

a2 x0) — направляющий вектор касательной.

r(t) =

{
+

x = x0 + y0t

y = y0 + b2

a2 x0t
Параметрическое уравнение касательной.

¥

Упражнение. Вывести общее уравнение касательной.

Теорема (Оптическое свойство гиперболы). Луч света, выпущенный
из одного фокуса гиперболы после отражения от гиперболы идет по
прямой, проходящей через другой фокус гиперболы.
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¤ (рис.29)

Рис. 29:

Аналогично доказательству оптического свойства эллипса с учетом
директориального свойства гиперболы. ¥

Парабола

Определение. Парабола — это множество точек плоскости, коор-
динаты которых удовлетворяют уравнению: y2 = 2px, где p > 0 —
действительное число. F (p, 0) — фокус параболы.

Исследование формы параболы по её уравнению.

1. x ≥ 0.

2. Ось абсцисс — является осью симметрии параболы.

3. −∞ < y < +∞, (0, 0) — точка пересечения с осями, вершина пара-
болы.

4. y =
√

2px — функция возрастающая, так как: y′ =
√

2p
2
√

x
≥ 0. y′′ < 0

⇒ график функции является выпуклым вверх. (рис.30)

Система координат, в которой уравнение параболы имеет вид: y2 =
= px, называется канонической.
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Рис. 30:

Определение. Директрисой (единственное число) параболы называет-
ся прямая, перпендикулярная оси параболы и находящаяся на расстоя-
нии p

2
от вершины параболы и не пересекающая параболу.

Теорема (Фокально-директориальное свойство параболы). Точка плос-
кости принадлежит параболе ⇔ расстояние от этой точки до фокуса
равно расстоянию до директрисы.

¤ (рис.31)

Рис. 31:

Эксцентриситет параболы принимают равным единице
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(⇒)
y2 = 2px, |PM0| = x0 + p

2

|FM0| =
√

(x0 − p
2
)2 + y2

0 =
√

x2
0 − px0 + p2

4
+ 2px0 =

√
(x0 + p

2
)2 =

= |x0 + p
2
|

(⇐)
(x0 + p

2
)2 = (x0 − p

2
)2 + y2

0 ¥

Уравнение касательной

В любой точке параболы можно провести касательную. Её уравнение
имеет вид: p(x− x0) = y0(y − y0), где (x0, y0) точка касания.

¤ (рис.32)

Рис. 32:

(x1− x0, y1− y0)
·(y1+y0)−−−−−−→((x1− x0)(y1 + y0), y

2
1 − y2

0)
y2=2px−−−−−→((x1− x0) · (y1 +

y0), 2p(x1−x0))
1

x1−x0−−−−→(y1 + y0, 2p)
x0→x1,y0→y1−−−−−−−−−−→(y0, p) — направляющий вектор

касательной. x−x0

y0
= y−y0

p
¥

Теорема (Оптическое свойство параболы). Луч света, выпущенный из
фокуса параболы, после отражения от нее проходит по прямой, парал-
лельной оси параболы.

¤ (рис.33)
Для доказательства теоремы достаточно показать, что: ∠BMC =

∠AMF.
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Рис. 33:

cos ∠AMF =
|y0(x0− p

2
)+py0|

|x0+ p
2
|
√

y2
0+p2

=
|y0||(x0+ p

2
)|

|x0+ p
2
|
√

y2
0+p2

= |y0|√
y2
0+p2

cos ∠BMC =?.
y = y0,

−→n = (0, 1) ⇒ −→e = (1, 0) ⇒ cos ∠BMC = |y0|√
y2
0+p2

¥

Классификация кривых второго порядка

Определение. Кривой второго порядка называется множество то-
чек, координаты которых удовлетворяют следующему уравнению:
a11x

2 + 2a12xy + a22y
2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0, a2

11 + a2
22 + a2

33 6= 0.

Параллельный перенос

Осуществим параллельный перенос путем переноса начала координат в
точку с координатами (x1, y1). Систему координат XOY (поменяли) →
X ′O′Y ′.

x = x′ + x1, y = y′ + y1

a11(x
′+x1)

2+2a12(x
′+x1)(y

′+y1)+a22(y
′+y1)

2+2a13(x
′+x1)+2a23(y

′+
y1) + a33 = 0 ⇒

a11x
′2 + 2a12x

′y′ + a22y
′2 + 2(a11x1 + a12y1 + a13)x

′ + 2(a12x1 + a22y1 +
a23)y

′ + a11x
2
1 + 2a12x1y1 + a22y

2
1 + 2a13x1 + 2a23y1 + a33 = 0
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Рассмотрим СЛУ:
{

a11x1 + a12y1 = −a13

a21x1 + a22y1 = −a23
Система может:

1. иметь единственное решение (такие кривые — центральные или
кривые с единственным центром).

2. иметь бесконечное число решений (кривые с бесконечным числом
центров).

3. не иметь решений (кривые без центра).

Замечание. Центр кривой второго порядка — это в точности центр
симметрии.

Пример. x2 = 1 ⇒ x = ±1 (рис.34)

Рис. 34:

Классификация кривых с единственным центром

Из системы уравнений:
{

a11x1 + a12y1 = −a13

a21x1 + a22y1 = −a23

x1 =

˛̨
˛̨
˛̨
−a13 a12

−a23 a22

˛̨
˛̨
˛̨

˛̨
˛̨
˛̨
a11 a12

a21 a22

˛̨
˛̨
˛̨

=

˛̨
˛̨
˛̨
a12 a13

a22 a23

˛̨
˛̨
˛̨

δ
= δx

δ
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y1 =

˛̨
˛̨
˛̨
a11 −a13

a21 −a23

˛̨
˛̨
˛̨

δ
=

−
˛̨
˛̨
˛̨
a11 a13

a21 a23

˛̨
˛̨
˛̨

δ
= δy

δ

Рассмотрим свободный коэффициент нашей кривой (в системе
X ′O′Y ′)

a11x
2
1 + 2a12x1y1 + a22y

2
1 + 2a13x1 + 2a23y1 + a33 = 0

(a11x1 + a12y1 + a13)x1 + (a21x1 + a22y1 + a23)y1 + a12x1 + a23y1 + a33 = 0
a13x1 + a23y1 + a33 = a13

δx

δ
+ a23

δy

δ
+ a33 = a13δx+a23δy+a33δ

δ
= ∆

δ

Уравнение кривой второго порядка принимает вид: a11x
′2 +2a12x

′y′+
a22y

′2 + ∆
δ

= 0.
Осуществим поворот системы координат на угол α (против часовой

стрелки вокруг начала):
OXY → O′X ′Y ′ → O′XY
x′ = X cos(α)− Y sin(α)
y′ = Y cos(α) + X sin(α)
a11(X cos(α) − Y sin(α))2 + 2a12(X cos(α) − Y sin(α))(Y cos(α) +

X sin(α)) + a22(Y cos(α) + X sin(α))2 + ∆
δ

= 0
Найдем коэффициент при смешанном произведении XY :
−2a11 cos(α) sin(α) + 2a12 cos2(α)− 2a12 sin2(α) + 2a22 cos(α) sin(α) = 0.
Разделим обе части равенства на "−2 cos2(α)".
a12 tan2(α) + (a22 − a11) tan(α)− a12 = 0
Данное уравнение относительно tan(α) имеет два действительных

корня (при чем различных).
D = (a22−a11)

2 +4a2
12 > 0 (D 6= 0 ⇒ из того, что δ 6= 0)⇒ существует

такой угол α, на который можно повернуть систему координат и при
этом коэффициент при xy становится равным 0.

Имеем: в системе координат O′XY наше уравнение примет вид:
λ1X

2 + λ2Y
2 + ∆

δ
= 0 Осуществим поворот на угол −α (вернемся в

старую систему координат):
x = x′ cos(α) + y′ sin(α)
y = y′ cos(α)− x′ sin(α)
λ1(x

′ cos(α) + y′ sin(α))2 + λ2(y
′ cos(α)− x′ sin(α))2 + ∆

δ
= 0

(λ1 cos2(α) + λ2 sin2(α))x′2 + 2(λ1 cos(α) sin(α) − λ2 cos(α) sin(α))x′y′ +
(λ1 sin2(α) + λ2 cos2(α))y′2 + ∆

δ
= 0.




a11 = λ1 cos2(α) + λ2 sin2(α)
a12 = cos(α) sin(α)(λ1 − λ2)
a22 = λ1 sin2(α) + λ2 cos2(α)

система 1)
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a11 + a22 = λ1 + λ2

δ =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = λ2
1 cos2(α) sin2(α) + λ1λ2 cos4(α) + λ1λ2 sin4(α) +

λ2
2 cos2(α) sin2(α) − (λ1 − λ2)

2 cos2(α) sin2(α) = λ1λ2(cos4(α) + sin4(α)) −
2λ1λ2 cos2(α) sin2(α) = λ1λ2(cos2(α) + sin2(α))2 = λ1λ2

λ1 и λ2 являются корнями следующего уравнения:
λ2 − ρλ + δ = 0, где ρ = a11 + a22 — след кривой второго порядка.
Первое уравнение системы 1) умножим на cos(α) и прибавим ко вто-

рому, умноженному на sin(α).
a11 cos(α) + a12 sin(α) = λ1 cos3(α) + λ2 sin2(α) cos(α) + (λ1 −

λ2) cos(α) sin2(α)
a11 cos(α) + a12 sin(α) = λ1 cos(α)(cos2(α) + sin2(α))
a11 cos(α) + a12 sin(α) = λ1 cos(α)
a12 tan(α) = λ1 − a11

tan(α) = λ1−a11

a12
.

Возможны следующие варианты: δ = λ1λ2, ρ = λ1 + λ2

1. δ > 0, ρ ·∆ < 0

Так как δ > 0, то λ1 и λ2 имеют один и тот же знак. ⇒ ρ имеет тот
же знак, что и λ1 и λ2. Поскольку ρ · ∆ меньше нуля, то ∆ имеет
противоположный знак по отношению к ρ, а значит и по отношению
к λ1 и λ2 :
x2

−∆
δλ1

+ y2

−∆
δλ2

= 1.

−∆
δλ1

> 0, −∆
δλ2

> 0.

Так как ∆ и λ1, λ2 разных знаков да ещё есть “-” перед дробью, то
наше уравнение принимает вид:
x2

a2 + y2

b2
= 1 — эллипс.

2. δ > 0, ρ ·∆ > 0.

δ > 0, то у ∆, ρ, λ1, λ2 знаки совпадают. Так как ρ ·∆ > 0, то ρ и ∆
имеют одинаковый знак.
−∆
δλ1

< 0, −∆
δλ2

< 0.

x2

−∆
δλ1

+ y2

−∆
δλ2

= 1. Имеем:

x2

a2 + y2

b2
= −1 — мнимый эллипс.
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3. δ > 0, ∆ = 0 ⇒ λ1 и λ2 положительны.

λ1x
2 + λ2y

2 = 0 ⇒ x2

a2 + y2

b2
= 0 — две мнимые пересекающиеся

прямые.

4. δ < 0, ∆ = 0 ⇒ λ1 и λ2 противоположных знаков.

Уравнение придет к виду: x2

a2 − y2

b2
= 0 или (x

a
− y

b
)(x

a
+ y

b
) = 0 — две

пересекающиеся прямые.

5. δ < 0, ∆ 6= 0.

Так как δ < 0, то λ1 и λ2 — противоположны по знаку. Без ограни-
чения общности, можно заключить, что знаки ∆ и λ1 совпадают.
x2

−∆
δλ1

+ y2

−∆
δλ2

= 1. Имеем:

−∆
δλ1

> 0, −∆
δλ2

< 0. ⇒
x2

−∆
δλ1

− y2

∆
δλ2

= 1.

x2

a2 − y2

b2
= 1 — гипербола.

Классификация кривых второго порядка, имеющих бесконеч-
ное число центров

δ = δx = δy = 0 ⇒ ∆ = 0.
Выполним поворот на угол α, при котором коэффициент при xy (a12)

превращается в ноль.
Наше уравнение примет вид:
λ1X

2 + λ2Y
2 + 2b1X + 2b2Y + a33 = 0{

b1 = a12 cos(α) + a23 sin(α)
b1 = −a12 sin(α) + a23 cos(α)

δ = λ1λ2 = 0, ⇒ λ1 = 0 или λ2 = 0, так как если λ1 = λ2 = 0, то
кривая превращается в прямую.

λ2Y2 + 2b1X + 2b2Y + a33 = 0

∆ =

∣∣∣∣∣∣

0 0 b1

0 λ2 b2

b1 b2 a33

∣∣∣∣∣∣
= −b2

1λ2 = 0. Так как λ2 6= 0 ⇒ b1 = 0.

Уравнение примет вид:
λ2Y2 + 2b2Y + a33 = 0

λ2(Y2 +
b22
λ2

)2 + a33 − b22
λ2

= 0
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Выполним параллельный перенос:
x′ = X
y′ = Y + b2

λ2

Тогда наше уравнение примет вид:
λ2y

′2 + c = 0 или y′2 = − c
λ2

, где c = a33 − b22
λ2

.
Возможны следующие варианты:

1. − c
λ2

> 0, y, c, λ2 имеют различные знаки, то уравнение описывает
параллельные прямые.

2. c = 0 ⇒ y′2 = 0 — две совпадающие прямые.

3. − c
λ2

< 0 — две мнимые параллельные прямые.

Классификация кривых второго порядка, не имеющих центров

δ = 0, δx 6= 0, δy 6= 0 ⇒ ∆ 6= 0.
Выполним поворот на угол α, при котором коэффициент при xy (a12)

превращается в ноль.
Наше уравнение примет вид:
λ1X

2 + λ2Y
2 + 2b1X + 2b2Y + a33 = 0{

b1 = a12 cos(α) + a23 sin(α)
b1 = −a12 sin(α) + a23 cos(α)

δ = −b2
1λ2 6= 0, b1 6= 0.

Уравнение примет вид:
λ2Y

2
2 + 2b1X + 2b2Y + a33 = 0

λ2(Y2 +
b22
λ2

)2 + 2b1X + a33 − b22
λ2

= 0

λ2(Y2 +
b22
λ2

)2 + 2b1(X + a33

2b1
− b22

2b1λ2
= 0

Выполним параллельный перенос:
x′ = X + a33

2b1
− b22

2b1λ2

y′ = Y + b2
λ2

Тогда наше уравнение примет вид:
λ2y

′2 + 2b1x
′ = 0 или y′2 = 2Px′, где P = − b1

λ2
— парабола.

Пример. Определить тип кривой второго порядка. ∆, δ, ρ — это то,
что нужно найти.

x2 + 4xy + 5y2 − 4x + 6y + 2 = 0.
(x + 2y − 2)2 + y2 + 14y − 2 = 0
(x + 2y − 2)2 + (y + 7)2 − 51 = 0 — эллипс.
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x2 + 4xy + 4y2 − 2x− 4y − 3 = 0
(x + 2y)2 − 2(x + 2y)− 3 = 0 ⇒
z2 − 2z − 3 = 0 ⇒ z1,2 = 2±4

2

z1 = 3, z2 = −1{
x + 2y = 3

x + 2y = −1
— две параллельные прямые.

Определить каноническое уравнение и каноническую систему коор-
динат кривой второго порядка.

9x2 − 16y2 − 6x + 8y − 144 = 0

∆ =

∣∣∣∣∣∣

9 0 −3
0 −16 4
−3 4 −144

∣∣∣∣∣∣
= 3

∣∣∣∣∣∣

3 0 −1
0 −16 4
0 4 −145

∣∣∣∣∣∣
= 12

∣∣∣∣∣∣

3 0 −1
0 −4 1
0 4 −145

∣∣∣∣∣∣
=

12

∣∣∣∣∣∣

3 0 −1
0 −4 1
−0 0 −144

∣∣∣∣∣∣
= 122 · 122

δ =

∣∣∣∣
9 0
0 −16

∣∣∣∣ = −32 · 42 = −144, ρ = −7.
{

a11x1 + a12y1 + a13 = 0
a12x1 + a22y1 + a23 = 0

{
9x1 − 3 = 0
16y1 + 4 = 0

{
x1 = 1

3

y1 = 1
4

x2 − ρλ + δ = 0 λ2 + 7λ− 14 = 0 λ1,2 = −7±25
2

λ1 = −16 λ2 = 9
X2

−∆
δλ1

+ Y 2

−∆
δλ2

= 1.

В случае гиперболы в качестве λ1 нужно брать положительный ко-
рень.

В случае эллипса в качестве λ1 выбираем наименьший по модулю
корень.

X2

42 − Y 2

32 = 1 Каноническое уравнение гиперболы. (рис.35)
tan(α) = λ1−a11

a12
= 0

y = ± b
a
x.

2x2 − 4xy + 5y2 + 8x− 2y + 9 = 0

∆ =

∣∣∣∣∣∣

2 −2 4
−2 5 −1
4 −1 9

∣∣∣∣∣∣
= −12 δ =

∣∣∣∣
2 −2
−2 5

∣∣∣∣ = 6 ρ = 7

λ2 − 7λ + 6 = 0 λ1 = 1 λ2 = 6{
2x1 − 2y1 + 4 = 0
−2x1 + 5y1 − 1 = 0

{
x1 = −3
y1 = −1

x2 − ρλ + δ = 0
X2

−∆
δλ1

+ Y 2

−∆
δλ2

= 1.
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Рис. 35:

X2

2
+ Y 2

113
= 1 Каноническое уравнение эллипса. (рис.36)

Рис. 36:

tan(α) = 1−2
−2

= 1
2

5 Поверхности второго порядка
Определение. Поверхность второго порядка — множество точек
пространства (R3,) координаты которых удовлетворяют уравнению:
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a11x
2+2a12xy+a22y

2+2a13xz+2a23yz+a33z
2+2a14x+2a24y+a34z+a44 = 0

(a2
11 + a2

12 + a2
22 + a2

13 + a2
23 + a2

33 6= 0)

Классификация поверхностей второго порядка

1. Эллипсоид: x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1 x = d |d| < a

y2

b2
+ z2

c2
= 1− d2

a2 , где 1− d2

a2 — положительное число.
x2

a2d′2 + z2

c2d′2 = 1 Уравнение эллипса. |x| ≤ a, |y| ≤ b, |z| ≤ c, ax+ by +
cz + d = 0 (рис.37)

Рис. 37:

2. Мнимый эллипсоид: x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= −1

3. Однополостный гиперболоид: x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= 1

x2

a2 + y2

b2
= 1 + z2

c2
. Если z = const, то в сечении — эллипс. (рис.38)

4. Двухполостный гиперболоид: x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= −1

|z| > c x2

a2 + y2

b2
= −1 + z2

c2
(рис.39)

5. Конус: x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= 0 (рис.40)

6. Мнимый конус: x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 0
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Рис. 38:

7. Эллиптический параболоид: x2

a2 + y2

b2
= 2z (рис.41)

8. Гиперболический параболоид: x2

a2 − y2

b2
= 2z (В простонародии "сед-

ло"). (рис.42)

Цилиндрические поверхности

Цилиндр получается когда отсутствует одна координата в уравне-
нии.

9. Эллиптический цилиндр:x2

a2 + y2

b2
= 1 (рис.43)

10. Мнимый эллиптический цилиндр: x2

a2 + y2

b2
= −1

(При любом z получаем эллипс в сечении)

11. Гиперболический цилиндр: x2

a2 − y2

b2
= 1 (рис.44)

12. Параболический цилиндр: y2 = 2z (рис.45)

13. Две пересекающиеся плоскости: x2

a2 − y2

b2
= 0 или (x

a
− y

b
)(x

a
+ y

b
) = 0

14. Мнимые пересекающиеся плоскости: x2

a2 + y2

b2
= 0

15. Параллельные плоскости: x2 = a2 — две параллельные плоскости
x = ±a (a 6= 0) на расстоянии 2a
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Рис. 39:

16. Мнимые параллельные плоскости: x2 = −a2 (a 6= 0)

17. Совпадающие плоскости: x2 = 0

Пример. Определить тип поверхности второго порядка: x2 + 4xy −
y2 + 2z − 8xz + 4yx + 5 = 0

(x + 2y − 4z)2 − 5y2 − 14z2 + 20yz + 5 = 0
ПАМЯТКА: а) Подчеркиваем все слагаемые содержащие данное

неизвестное. б) (a+ b+ c+ d)2 = a2 + b2 + c2 + d2 +2ab+2ac+2ad+2bc+
2bd + 2cd.

x′2 − 5(y − 2z)2 + 6z2 + 5 = 0
x′2 − 5y′2 + 6z2 = −5
Чтобы определить тип нужно все загнать в квадрат.
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Рис. 40:

Рис. 41:
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Рис. 42:

Рис. 43:

Рис. 44:
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Рис. 45:
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