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Îäîáðåíî ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèì Ñîâåòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

×åëÿáèíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Êëàññèôèêàöèÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà � òðóäíûé ðàçäåë àíà-

ëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ýòà òåìà, ñîãëàñíî ó÷åáíîìó ïëàíó, èçó÷àåòñÿ âî

âòîðîì ñåìåñòðå, à íà ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ïî ãåîìåòðèè â ýòîì ñåìåñòðå

îòâîäèòñÿ âñåãî ëèøü îäèí ÷àñ â íåäåëþ. Ýòè ïðè÷èíû è îïðåäåëèëè âûáîð

òåìû. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïîñâÿùåíû îðòîãîíàëüíîé êëàññèôèêàöèè

ïîâåðõíîñòåé. Îíè ïðèçâàíû îêàçàòü ïîìîùü ñòóäåíòàì ïåðâîãî êóðñà ñïå-

öèàëüíîñòåé �ìàòåìàòèêà�, �ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà� è �ôèçèêà� ïðè ïîäãî-

òîâêå ê ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì è â ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå. Â óêàçàíèÿõ

èçëîæåíû ñïîñîáû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ òèïîâûõ çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé

ãåîìåòðèè âìåñòå ñ íåîáõîäèìûìè äëÿ ýòîãî òåîðåòè÷åñêèìè ñâåäåíèÿìè.

Ñîñòàâèòåëü: Â.Â. Êîðàáëåâà

Ðåöåíçåíò: Â.Ì. Áûêîâ



Äàííûå ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïðåäíàçíà÷åíû ñòóäåíòàì ïåðâîãî êóðñà

ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòîâ ïðè èçó÷åíèè òåìû �Ïîâåðõ-

íîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà� ó÷åáíûõ êóðñîâ �Ãåîìåòðèÿ�, �Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåî-

ìåòðèÿ� è �Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è ëèíåéíàÿ àëãåáðà�. Óêàçàíèÿ ïðè-

çâàíû íàó÷èòü âû÷èñëÿòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé, çàäàííûõ

îáùèì óðàâíåíèÿìè, íàõîäèòü ïðÿìîóãîëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòî-

ðûõ ïîâåðõíîñòè áóäóò èìåòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ

ýòèõ öåëåé ðàññìàòðèâàåòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîâåðõíîñòåé

âòîðîãî ïîðÿäêà, äàþòñÿ çàäàíèÿ íà ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó. Ïðèâåäåííûå

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì íîñÿò êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð. Îñíîâíîå âíèìàíèå

óäåëÿåòñÿ ïðèåìàì ðåøåíèÿ çàäà÷, çíàíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì ïîíèìàíèÿ âñåãî êóðñà ãåîìåòðèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàçîáðà-

íû òèïîâûå çàäà÷è ñíàáæåíû ïîäðîáíûìè ðåøåíèÿìè. Â êîíöå óêàçàíèé

ïðèâåäåí ñïèñîê çàäà÷. Ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðèþ ìîæíî íàéòè â ëþáîì

ó÷åáíèêå ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå èç íèõ

ïðèâåäåíû â ñïèñêå ëèòåðàòóðû. Ðåøåíèå çàäà÷ òðåáóåò íåêîòîðûõ çíàíèé,

óìåíèé è íàâûêîâ èç êóðñà àëãåáðû. Ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê èñïîëüçóåìûõ ïî-

íÿòèé è äåëàåòñÿ ññûëêà íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèòåðàòóðó, íàïðèìåð, ññûë-

êà [4], III.11.4 îçíà÷àåò, ÷òî â êíèãå [4] íóæíî íàéòè ãëàâó III, â ïàðàãðàôå

11 íóæíûé ïóíêò 4.

1 Ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò

Â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè îñíîâíîå çíà÷åíèå èìååò çàäà÷à ïðåîáðàçî-

âàíèÿ êîîðäèíàò. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: äàíû äâå ñèñòåìû êîîð-

äèíàò, òðåáóåòñÿ, çíàÿ êîîðäèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè èëè âåêòîðà â îäíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò, íàéòè êîîðäèíàòû òîé æå òî÷êè èëè âåêòîðà â äðó-

ãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîä ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ïîíèìàåì

ñèñòåìó êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì. Äàëåå

ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òàêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïóñòü äàíû �ñòàðàÿ� ñèñòåìà êîîðäèíàò O~e1~e2~e3 è �íîâàÿ� O
0 ~f1 ~f2 ~f3. Âåê-

òîðû ~e1, ~e2, ~e3 è ~f1, ~f2, ~f3 ýòèõ ñèñòåì îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû

ïðîñòðàíñòâà. Íîâûé áàçèñ ~f1, ~f2, ~f3 èìååò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû îòíîñè-

òåëüíî ñòàðîãî áàçèñà ~e1, ~e2, ~e3:

~f1 = c11~e1 + c21~e2 + c31~e3;

~f2 = c12~e1 + c22~e2 + c32~e3;

~f3 = c13~e1 + c23~e2 + c33~e3:

Ñîñòàâèì ìàòðèöó ïåðåõîäà C îò áàçèñà ~e1, ~e2, ~e3 ê ~f1, ~f2, ~f3:

C =

0
@c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

1
A :

Ñòîëáöàìè ìàòðèöû C ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû íîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ~f1,
~f2, ~f3 â ñòàðîì áàçèñå ~e1, ~e2, ~e3. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ([4], I.1.3), êâàäðàò-

íàÿ ìàòðèöà S íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè SSt
= StS = E, òî åñòü, åñ-

ëè òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà îáðàòíà èñõîäíîé. Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî
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StS = E îçíà÷àåò, â òî÷íîñòè, îðòîíîðìèðîâàííîñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû S.
Òàê êàê j~f1j = j~f2j = j~f3j = 1 è (~f1; ~f2) = (~f1; ~f3) = (~f2; ~f3) = 0, òî ìàòðèöà

C ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Ðàññìîòðèì êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé êîîðäèíàòû (x; y; z) è (x0; y0; z0)
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M â ñòàðîé è íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Èìååì

��!
OM =

��!
OO0

+
��!
O0M;

��!
OM = (x; y; z) = x~e1 + y~e2 + z~e3;

��!
O0M = (x0; y0; z0) = x0 ~f1 + y0 ~f2 + z0 ~f3;

��!
OO0

= x0~e1 + y0~e2 + z0~e3;

òîãäà

x~e1 + y~e2 + z~e3 = x0 ~f1 + y0 ~f2 + z0 ~f3 + x0~e1 + y0~e2 + z0~e3 =

= x0(c11~e1 + c21~e2 + c31~e3) + y0(c12~e1 + c22~e2 + c32~e3) +

+ z0(c13~e1 + c23~e2 + c33~e3) =

= (c11x
0
+ c12y

0
+ c13z

0
)~e1 + (c21x

0
+ c22y

0
+ c23z

0
)~e2 +

+ (c31x
0
+ c32y

0
+ c33z

0
)~e3 + x0~e1 + y0~e2 + z0~e3:

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó èìååì

x = c11x
0
+ c12y

0
+ c13z

0
+ x0;

y = c21x
0
+ c22y

0
+ c23z

0
+ y0;

z = c31x
0
+ c32y

0
+ c33z

0
+ z0;

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå0
@xy
z

1
A =

0
@c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

1
A
0
@x0y0
z0

1
A+

0
@x0y0
z0

1
A :

Òàê êàê êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ~a ðàâíû ðàçíîñòÿì ñîîò-

âåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò åãî êîíöà è íà÷àëà, òî ñòàðûå êîîðäèíàòû x; y; z
âåêòîðà ~a â âûðàæåíèè ÷åðåç íîâûå êîîðäèíàòû x0; y0; z0 ýòîãî æå âåêòîðà
~a ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû O~e1~e2~e3 ê O0 ~f1 ~f2 ~f3 èìåþò âèä:0

@xy
z

1
A =

0
@c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

1
A
0
@x0y0
z0

1
A : (1)

Åñëè ó �ñòàðîé� è �íîâîé� ñèñòåì êîîðäèíàò íà÷àëà ñîâïàäàþò, òî åñòü

x0 = y0 = z0 = 0, òî ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçû-

âàòü îäíîðîäíûì è ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò áóäóò èìåòü âèä

(1).

2 Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

2.1 Òåîðåìû î ïðèâåäåíèè óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè

âòîðîãî ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Òåîðåìà 1. Âñÿêàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îäíîðîäíûì îðòîãîíàëüíûì ïðå-

îáðàçîâàíèåì ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó, íå ñîäåðæàùåìó ÷ëåíîâ ñ
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ïðîèçâåäåíèÿìè íîâûõ ïåðåìåííûõ. (Ýòîò âèä íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì).

Êîýôôèöèåíòàìè ïðåîáðàçîâàííîé ôîðìû áóäóò êîðíè õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî ìíîãî÷ëåíà (åãî îïðåäåëåíèå ñì. â äîêàçàòåëüñòâå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáùåå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äàåòñÿ â êóðñå àë-

ãåáðû. Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îò òðåõ ïåðåìåííûõ:

�(x; y; z) = a11x
2
+ a22y

2
+ a33z

2
+ 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz: (2)

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ~e1, ~e2, ~e3. Ïåðåìåííûå
x; y; z ðàññìîòðèì êàê êîîðäèíàòû âåêòîðà (x; y; z) â ýòîì áàçèñå. Ââåäåì

íîâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ~f1, ~f2, ~f3, òîãäà êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíî-

ãî âåêòîðà ~a â áàçèñå ~e1, ~e2, ~e3 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû x0; y0; z0 òîãî
æå âåêòîðà ~a â áàçèñå ~f1, ~f2, ~f3 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1).

Çàïèøåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó �(x; y; z) â ìàòðè÷íîì âèäå

�(x; y; z) = (x; y; z)

0
@a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1
A
0
@xy
z

1
A =

= (x; y; z)A

0
@xy
z

1
A = utAu;

ãäå

A =

0
@a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1
A ; u =

0
@xy
z

1
A ; ut = (x; y; z):

Òîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà �0(x0; y0; z0); ïîëó÷åííàÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè âìå-
ñòî x; y; z èõ çíà÷åíèé èç ôîðìóë (1) èìååò âèä

�0(x0; y0; z0) = (x0; y0; z0)CtAC

0
@x0y0
z0

1
A = u0

t
CtACu0: (3)

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó ïîëó÷åííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû �0(x0; y0; z0) ÷åðåç A0,
òî åñòü �0(x0; y0; z0) = u0tA0u0, ãäå

A0
=

0
@a011 a0

12
a0
13

a0
21

a0
22

a0
23

a0
31

a0
32

a0
33

1
A ;

òîãäà èç (3) ñëåäóåò, ÷òî A0
= CtAC.

Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ~f1, ~f2, ~f3 òàê,
÷òî êîýôôèöèåíòû a0

13
è a0

23
ìàòðèöû A0 îáðàòÿòñÿ â íóëü. Ïîëîæèì a0

33
=

�, òîãäà òðåòèé ñòîëáåö ìàòðèöû A0 èìååò âèä:

0
@0

0

�

1
A : Áóäåì èñêàòü îð-

òîãîíàëüíóþ ìàòðèöó ïåðåõîäà C, äëÿ êîòîðîé CtAC = A0. Óìíîæèì îáå
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÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåâà íà C. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà CCt
= E ïîëó÷èì

AC = CA0. Ðàññìîòðèì òðåòèé ñòîëáåö ýòîãî ìàòðè÷íîãî ðàâåíñòâà:8><
>:
a11c13 + a12c23 + a13c33 = �c13

a21c13 + a22c23 + a23c33 = �c23

a31c13 + a32c23 + a33c33 = �c33;

èëè 8><
>:
(a11 � �)c13 + a12c23 + a13c33 = 0

a21c13 + (a22 � �)c23 + a23c33 = 0

a31c13 + a32c23 + (a33 � �)c33 = 0:

(4)

Âåêòîð ~f3 = (c13; c23; c33) äîëæåí áûòü åäèíè÷íûì, à ëèíåéíàÿ è îäíîðîä-

íàÿ îòíîñèòåëüíî c13; c23; c33 ñèñòåìà (4) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Èìååì������

a11 � � a12 a13
a21 a22 � � a23
a31 a32 a33 � �

������ = 0: (5)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû �, à ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé �, ñòîÿùèé ñëåâà, íàçûâàåòñÿ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì. Óðàâíåíèå (5) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì òðåòüåé

ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî �. Èç àëãåáðû èçâåñòíî (ñì. [3], VI.3.1), ÷òî êàæäîå

óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò äåé-

ñòâèòåëüíûé êîðåíü. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç �3.
Ïîëàãàÿ â óðàâíåíèÿõ (4) � = �3, ïîëó÷èì ñèñòåìó8><

>:
(a11 � �3)c13 + a12c23 + a13c33 = 0

a21c13 + (a22 � �3)c23 + a23c33 = 0

a31c13 + a32c23 + (a33 � �3)c33 = 0;

ñ íóëåâûì îïðåäåëèòåëåì. Ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå c13, c23,
c33, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ~f3. Ïîñòðîèì âåêòîðû ~f1 = (c11; c21; c31), ~f2 =

(c12; c22; c32), îðòîãîíàëüíûå âåêòîðó ~f3 è äðóã äðóãó è ïîëó÷èì, ÷òî ôîðìà
(3) èìååò âèä

�0(x0; y0; z0) = a0
11
x

02

+ a0
22
y

02

+ a0
33
z

02

+ 2a0
12
x0y0:

Äàëåå, ïðîèçâåäåì ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox0y0z0 âîêðóã îñè Oz0.
Òàêîìó ïîâîðîòó ñîòâåòñòâóåò îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå0

@x0y0
z0

1
A =

0
@ cos� � sin� 0

sin� cos� 0

0 0 1

1
A
0
@x00y00
z00

1
A : (6)

Óãîë � ìîæíî âûáðàòü òàêèì, ÷òî ôîðìà a0
11
x02 + 2a0

12
x0y0 + a0

22
y02 ïðå-

îáðàçóåòñÿ â ôîðìó a00
11
x002 + a00

22
y002 (èçâåñòíî èç òåîðèè êðèâûõ âòîðîãî
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ïîðÿäêà, ñì. íàïðèìåð, [1], V.1.1). Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè îð-

òîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, çàäàâàåìûõ ôîðìóëàìè (1) è (6), à èìåííî

ïðè ïðåîáðàçîâàíèè, çàäàâàåìîì ðàâåíñòâîì0
@xy
z

1
A =

0
@c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

1
A
0
@ cos� � sin� 0

sin� cos� 0

0 0 1

1
A
0
@x00y00
z00

1
A ; (7)

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (2) ïðåîáðàçóåòñÿ â ôîðìó

�00(x00; y00; z00) = a00
11
x00

2
+ a00

22
y00

2
+ a00

33
z00

2
: (8)

Ïîêàæåì, ÷òî a00
11

= �1, a
00
22

= �2, âìåñòå ñ a
00
33

= a0
33

= �3 ÿâëÿþòñÿ êîð-
íÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû A.
Îáîçíà÷èì ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ (7) ÷åðåç C1, à ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû (8) ÷åðåç A00, òîãäà

det(A00 � �E) =

������
a00
11
� � 0 0

0 a00
22
� � 0

0 0 a00
33
� �

������ =
= (a00

11
� �)(a00

22
� �)(a00

33
� �) = 0:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

det(A00 � �E) = det(Ct

1
AC1 � �Ct

1
C1) = detCt

1
(A� �E)C1 =

= detCt

1
det(A� �E) detC1 = (detC1)

2
det(A� �E) =

= 1 � det(A� �E) = det(A� �E);

ïîñêîëüêó C1 îðòîãîíàëüíà, ïîýòîìó Ct

1
C1 = E è ñëåäóåò, ÷òî detCt

1
C1 =

det
2 C1 = 1. Ïîýòîìó a00

11
, a00

22
, a00

33
ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ det(A��E), êîòîðîå òåì ñàìûì èìååò òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ

a00
11
, a00

22
, a00

33
(âîçìîæíî êðàòíûõ), è ïîëó÷àåì, ÷òî âñå êîðíè óðàâíåíèÿ

det(A� �E) = 0 äåéñòâèòåëüíûå.

Òàêèì îáðàçîì �1x
002

+�2y
002

+�3z
002 åñòü êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷-

íîé ôîðìû �. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Îáùåå óðàâíåíèå

a11x
2
+ a22y

2
+ a33z

2
+ 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz +

+ 2a1x+ 2a2y + 2a3z + a = 0 (9)

ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà, çàäàííîå â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ïÿòè ïðîñòåéøèõ

óðàâíåíèé:

1) �1X
2
+ �2Y

2
+ �3Z

2
+D = 0; ãäå �1 6= 0; �2 6= 0; �3 6= 0;

2) �1X
2
+ �2Y

2
+ 2a0

3
Z = 0; ãäå �1 6= 0; �2 6= 0; a0

3
6= 0;

3) �1X
2
+ �2Y

2
+D = 0; ãäå �1 6= 0; �2 6= 0;

4) �1X
2
+ 2a00

2
Y = 0; ãäå �1 6= 0; a00

2
6= 0;

5) �1X
2
+D = 0; ãäå �1 6= 0:
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äåìîíñòðèðóåò ñïîñîá, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îá-

ùåå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîìó èç ïÿòè òèïîâ óðàâ-

íåíèé, óêàçàííûõ â ôîðìóëèðîâêå, ïîýòîìó ïðèâåäåì åãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óðàâíåíèå (9) çàäàíî â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò Oxyz. Â òåîðåìå 1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî ïåðåéòè ê íîâîé ïðÿ-

ìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox0y0z0, â êîòîðîé óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè

(9) ïðèìåò âèä:

�1x
02

+ �2y
02

+ �3z
02
+ 2a0

1
x0 + 2a0

2
y0 + 2a0

3
z0 + a = 0; (10)

ãäå �1; �2; �3 � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (5). Êîîðäèíàòû áà-

çèñíûõ âåêòîðîâ ~f1, ~f2, ~f3 íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox0y0z0 íàõîäÿòñÿ èç

ñèñòåì

(A� �iE)u = 0; ãäå i = 1; 2; 3; A =

0
@a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1
A ; u =

0
@xy
z

1
A : (11)

I. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óðàâíåíèè (10) �1�2�3 6= 0, òîãäà, âûäåëÿÿ ïîë-

íûå êâàäðàòû, ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

�1

�
x0 +

a0
1

�1

�2

+ �2

�
y0 +

a0
2

�2

�2

+ �3

�
z0 +

a0
3

�3

�2

+D = 0;

ãäå D = a� a1
02

�1
� a2

02

�2
� a3

02

�3
. Âûïîëíèì ïåðåíîñ

x0 = x00 � a0
1

�1
; y0 = y00 � a0

2

�2
; z0 = z00 � a0

3

�3

ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox0y0z0. Íà÷àëî O00 íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò O00x00y00z00

èìååò îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Ox0y0z0 êîîðäèíàòû

O00
�
�a0

1

�1
;�a0

2

�2
;�a0

3

�3

�
:

Óðàâíåíèå (10) áóäåò èìåòü âèä

�1x
002

+ �2y
002

+ �3z
002

+D = 0:

II. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíÿ îòëè÷íû îò íóëÿ,

à òðåòèé ðàâåí íóëþ. Ïåðåèìåíîâàâ, åñëè íóæíî, îñè êîîðäèíàò, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî �1 6= 0, �2 6= 0, �3 = 0.

IIa. Ïóñòü a0
3
6= 0, òîãäà óðàâíåíèå (10) èìååò âèä

�1x
02

+ �2y
02

+ 2a0
1
x0 + 2a0

2
y0 + 2a0

3
z0 + a = 0

è åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

�1

�
x0 +

a0
1

�1

�2

+ �2

�
y0 +

a0
2

�2

�2

+ 2a0
3

�
z0 +

D

2a0
3

�
= 0;

8



ãäå D = a� a1
02

�1
� a2

02

�2
. Âûïîëíèì ïåðåíîñ

x0 = x00 � a0
1

�1
; y0 = y00 � a0

2

�2
; z0 = z00 � D

2a0
3

ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox0y0z0. Îòíîñèòåëüíî Ox0y0z0 òî÷êà O00 � íà÷àëî íîâîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò O00x00y00z00 èìååò êîîðäèíàòû

O00
�
�a0

1

�1
;�a0

2

�2
;� D

2a0
3

�
:

Óðàâíåíèå (10) áóäåò èìåòü âèä

�1x
002

+ �2y
002

+ 2a0
3
z00 = 0;

ãäå �1 6= 0, �2 6= 0, a0
3
6= 0.

IIb. Â óðàâíåíèè (10) �1 6= 0; �2 6= 0; �3 = 0; a0
3
= 0. Òîãäà îíî èìååò âèä

�1x
02

+ �2y
02

+ 2a0
1
x0 + 2a0

2
y0 + a = 0;

èëè

�1

�
x0 +

a0
1

�1

�2

+ �2

�
y0 +

a0
2

�2

�2

+D = 0;

ãäå D = a� a1
02

�1
� a2

02

�2
. Ïîñëå ïåðåíîñà

x0 = x00 � a0
1

�1
; y0 = y00 � a0

2

�2
; z0 = z00

ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox0y0z0 óðàâíåíèå (10) áóäåò èìåòü âèä

�1x
002

+ �2y
002

+D = 0;

ãäå �1 6= 0, �2 6= 0. Íà÷àëî O00 íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò O00x00y00z00 èìååò
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Ox0y0z0 êîîðäèíàòû

O00
�
�a0

1

�1
;�a0

2

�2
; 0

�
:

III. Ïóñòü äâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíÿ ðàâíû íóëþ, òîãäà òðåòèé îò-

ëè÷åí îò íóëÿ (èíà÷å â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox0y0z0 ïîâåðõíîñòü èìåëà áû

ïîðÿäîê íèæå âòîðîãî). Ïåðåèìåíîâàâ, åñëè íóæíî, îñè êîîðäèíàò, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî �1 6= 0, �2 = �3 = 0.

Âñåãäà ìîæíî äîáèòñÿ, ÷òîáû â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîýôôèöèåíò

ïðè ïðè ïåðâîé ñòåïåíè òðåòüåé ïåðåìåííîé áûë ðàâåí íóëþ. Ýòî ìîæíî

ñäåëàòü ïîâîðîòîì â ïëîñêîñòè Oy0z0. Ïðîèçâåäåì ïîâîðîò ñèñòåìû êîîð-

äèíàò Ox0y0z0 âîêðóã îñè Ox0:

x00 = x0; y00 =
a0
2
y0 + a0

3
z0p

a20
2
+ a30

2
; z00 =

a0
3
y0 � a0

2
z0p

a20
2
+ a30

2
; (12)
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òîãäà óðàâíåíèå (10) ïðèâåäåòñÿ ê âèäó

�1x
002

+ 2a0
1
x00 + 2

q
a20

2
+ a

02

3
y00 + a = 0:

Îáîçíà÷èì

q
a20

2
+ a

02

3
÷åðåç a00

2
, òîãäà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå âûãëÿäèò òàê:

�1x
002

+ 2a0
1
x00 + 2a00

2
y00 + a = 0: (13)

IIIa. Ïóñòü ñíà÷àëà a00
2
6= 0, òîãäà ïðè ïîìîùè ïåðåíîñà îñåé êîîðäè-

íàò óðàâíåíèå (13) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó �1X
2
+ 2a00

2
Y = 0. Äåéñòâè-

òåëüíî, �1x
002

+ 2a0
1
x00 + 2a00

2
y00 + a = �1

�
x00 +

a0
1

�1

�2

+ 2a00
2
y00 + a � a1

02

�1
=

�1

�
x00 +

a0
1

�1

�2

+ 2a00
2

 
y00 +

a� a1
02=�1

2a00
2

!
= �1X

2
+ 2a00

2
Y; åñëè ïîëîæèòü

X = x00 +
a0
1

�1
, Y = y00 +

a� a
02

1
=�1

2a00
2

, Z = z00.

IIIb. Åñëè a00
2
= 0, òîãäà óðàâíåíèå (13) èìååò âèä �1x

002
+2a0

1
x00 + a = 0,

è ïîñëå ïåðåíîñà îñåé êîîðäèíàò âäîëü îñè àáñöèññ îíî çàïèøåòñÿ òàê:

�1X
2
+D = 0:

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Îáùåå óðàâíåíèå

a11x
2
+ a22y

2
+ a33z

2
+ 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz +

+ 2a1x+ 2a2y + 2a3z + a = 0

ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà, çàäàííîå â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò, îïðåäåëÿåò îäíó èç ñëåäóþùèõ ñåìíàäöàòè ïîâåðõíîñòåé:

1) ýëëèïñîèä
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1;

2) ìíèìûé ýëëèïñîèä
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= �1;

3) îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä
x2

a2
+
y2

b2
� z2

c2
= 1;

4) äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä
x2

a2
+
y2

b2
� z2

c2
= �1;

5) êîíóñ
x2

a2
+
y2

b2
� z2

c2
= 0;

6) ìíèìûé êîíóñ
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 0;

7) ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä
x2

p
+
y2

q
= 2z, p > 0, q > 0;

8) ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä
x2

p
� y2

q
= 2z, p > 0, q > 0;

9) ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð
x2

a2
+
y2

b2
= 1;

10) ìíèìûé ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð
x2

a2
+
y2

b2
= �1;
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11) ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð
x2

a2
� y2

b2
= 1;

12) äâå ìíèìûå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè
x2

a2
+
y2

b2
= 0;

13) äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè
x2

a2
� y2

b2
= 0;

14) ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð x2 = 2py, p > 0;

15) äâå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè x2 = a2, a 6= 0;

16) äâå ìíèìûå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè x2 = �a2, a 6= 0;

17) äâå ñîâïàäàþùèå ïëîñêîñòè x2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû íóæíî ðàññìîòðåòü ñëåäó-

þùèå ñëó÷àè.

I ñëó÷àé. �1�2�3 6= 0, òîãäà

�1x
2
+ �2y

2
+ �3z

2
+D = 0:

Ia. Åñëè D 6= 0, òî

x2

�D

�1

+
y2

�D

�2

+
z2

�D

�3

= 1; (14)

1) Ïóñòü �1, �2, �3 îäíîãî çíàêà, àD èìååò çíàê èì ïðîòèâîïîëîæíûé.

Ïîëîæèì�D

�1
= a2, �D

�2
= b2, �D

�3
= c2 è òîãäà, ïåðåïèñàâ óðàâíåíèå

(14), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà:

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1:

2) Ïóñòü �1, �2, �3 è D îäíîãî çíàêà, òîãäà óðàâíåíèå (14) ìîæíî

ïåðåïèñàòü òàê:

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= �1;

ãäå
D

�1
= a2,

D

�2
= b2,

D

�3
= c2. Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ìíèìîãî ýëëèïñî-

èäà.

Åñëè çíàêè �1, �2, �3 ðàçíûå, òî ïîñëå ïåðåèìåíîâàíèÿ îñåé êîîðäèíàò,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíàêè �1 è �2 ñîâïàäàþò, à çíàê �3 èì ïðîòèâî-

ïîëîæåí.

3) Ïóñòü �1; �2 îäíîãî çíàêà, à �3, D èì ïðîòèâîïîëîæíîãî, òîãäà

óðàâíåíèå (14) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

x2

a2
+
y2

b2
� z2

c2
= 1;

ãäå �D

�1
= a2, �D

�2
= b2,

D

�3
= c2 è ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ îäíîïî-

ëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.
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4) Ïóñòü �1, �2, D îäíîãî çíàêà, à �3 èì ïðîòèâîïîëîæíîãî, òîãäà

óðàâíåíèå (14) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

x2

a2
+
y2

b2
� z2

c2
= �1;

ãäå
D

�1
= a2,

D

�2
= b2, �D

�3
= c2 è ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äâóïîëîñò-

íîãî ãèïåðáîëîèäà.

Ib. Ïóñòü D = 0, òîãäà óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå èìååò âèä:

�1x
2
+ �2y

2
+ �3z

2
= 0: (15)

5) Åñëè �1, �2 îäíîãî çíàêà, à �3 èì ïðîòèâîïîëîæíîãî, òîãäà óðàâíå-

íèå (15) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

x2

a2
+
y2

b2
� z2

c2
= 0;

ãäå
1

j�1j = a2,
1

j�2j = b2,
1

j�3j = c2 è ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ êîíóñà.

6) Åñëè �1, �2, �3 îäíîãî çíàêà, òîãäà óðàâíåíèå (15) ìîæíî ïåðåïèñàòü
òàê:

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 0;

ãäå
1

j�1j = a2,
1

j�2j = b2,
1

j�3j = c2 è ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ìíèìîãî

êîíóñà.

II ñëó÷àé. �1�2 6= 0, �3 = 0, a0
3
6= 0, òîãäà óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè èìååò

âèä:

�1x
2
+ �2y

2
+ 2a0

3
z = 0:

Âûáîðîì íàïðàâëåíèÿ îñè Oz ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíò
ïðè z â ýòîì óðàâíåíèè áóäåò èìåòü çíàê, ïðîòèâîïîëîæíûé çíàêó �1.
Çàòåì ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå:

x2

�a0
3

�1

+
y2

�a0
3

�2

= 2z: (16)

7) Ïóñòü �1�2 > 0. Ïîëîæèì �a0
3

�1
= p, �a0

3

�2
= q, òîãäà p > 0, q > 0, è

óðàâíåíèå (16) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà:

x2

p
+
y2

q
= 2z:

8) Ïóñòü �1�2 < 0, òîãäà �a0
3

�1
= p > 0,

a0
3

�2
= q > 0 è ïîëó÷èì óðàâíå-

íèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà

x2

p
� y2

q
= 2z:
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III ñëó÷àé. �1�2 6= 0, �3 = 0, a0
3
= 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè

èìååò âèä:

�1x
2
+ �2y

2
+D = 0:

IIIa. Åñëè D 6= 0, òîãäà óðàâíåíèå ïåðåïèøåì òàê:

x2

�D

�1

+
y2

�D

�2

= 1: (17)

9) Ïóñòü �1�2 > 0, à D èìååò çíàê ïðîòèâîïîëîæíûé îáùåìó çíàêó

�i , òîãäà, ïîëàãàÿ �D

�1
= a2, �D

�2
= b2, èç (17) ïîëó÷àåì

x2

a2
+
y2

b2
= 1;

à ýòî óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà.

10) Ïóñòü �1, �2, D îäíîãî çíàêà. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (17) ìîæíî

ïåðåïèñàòü òàê:

x2

D

�1

+
y2

D

�2

= �1;

èëè, ïîëàãàÿ
D

�1
= a2,

D

�2
= b2, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ìíèìîãî ýë-

ëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà.

11) Ïóñòü �1�2 < 0. Ïåðåèìåíîâàíèåì êîîðäèíàòíûõ îñåé âñåãäà ìîæ-

íî äîáèòüñÿ, ÷òîáû çíàê D ñîâïàäàë ñî çíàêîì �2. Òîãäà, ïîëàãàÿ

�D

�1
= a2,

D

�2
= b2, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ãèïåðáîëè÷åñêîãî öèëèí-

äðà:

x2

a2
� y2

b2
= 1:

IIIb. Åñëè D = 0, òî èìååì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè â âèäå:

�1x
2
+ �2y

2
= 0:

12) Åñëè �1�2 > 0, òî ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äâóõ ìíèìûõ ïåðåñåêà-

þùèõñÿ ïëîñêîñòåé.

13) Åñëè �1�2 < 0, òî èìååì óðàâíåíèå äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêî-

ñòåé.

IV ñëó÷àé.

�1x
2
+ 2a00

2
y = 0; �1 6= 0; a00

2
6= 0: (18)

14) Âûáîðîì ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè Oy ìîæíî äîáèòñÿ òî-
ãî, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè y â óðàâíåíèè (18) áóäåò èìåòü çíàê, ïðî-

òèâîïîëîæíûé çíàêó �1. Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü

òàê:

x2 = �2
a00
2

�1
y;

13



èëè, ïîëàãàÿ �a00
2

�1
= p > 0, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ïàðàáîëè÷åñêîãî

öèëèíäðà x2 = 2py.

V ñëó÷àé. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè �1x
2
+D = 0, �1 6= 0 â ýòîì

ñëó÷àå â âèäå

x2 =
�D
�1

; (19)

15) Åñëè �1 �D < 0, òî ïîëîæèì �D

�1
= a2 è ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâóõ

ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé x2 = a2.

16) Åñëè �1 � D > 0, òî ïîëîæèì
D

�1
= a2 è ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâóõ

ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé x2 = �a2.
17) Ïóñòü D = 0. Òîãäà óðàâíåíèå (19) èìååò âèä x2 = 0. Ýòî óðàâíå-

íèå äâóõ ñîâïàäàþùèõ ïëîñêîñòåé.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.2 Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Èçëîæèì íåêîòîðûå äåòàëè àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî

ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ ïðÿìîóãîëüíîé. Ïðè âñåõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò òàêæå ñîâåðøàåòñÿ

ïåðåõîä ê ïðÿìîóãîëüíûì ñèñòåìàì êîîðäèíàò.

Ãëàâíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ �óíè÷òîæåíèå�, ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé çà-

ìåíû áàçèñà, ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ìîìåíòå. Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè

a11x
2
+ a22y

2
+ a33z

2
+ 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz +

2a1x+ 2a2y + 2a3z + a = 0

çàïèøåì â ìàòðè÷íîé ôîðìå

utAu+ 2lu+ a = 0; (20)

ãäå

u =

0
@xy
z

1
A ; A =

0
@a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1
A ; l = (a1; a2; a3):

Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ïðè çàäàííîé ìàòðèöå ïåðåõîäà C òàê-

æå çàïèøåì â ìàòðè÷íîì âèäå:

u = Cu0; ãäå u0 =

0
@x0y0
z0

1
A : (21)

14



Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (21) â (20) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

u
0t

A0u0 + 2l0u0 + a = 0; ãäå l0 = lC; A0
= CtAC;

êîíñòàíòà a ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò âèäà (21) íå ìåíÿåòñÿ. Èùåì

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà A0 äèàãîíàëüíà. Äëÿ ýòî-

ãî: 1) âû÷èñëÿåì êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ det(A � �E) = 0;

2) åñëè âñå êîðíè ðàçëè÷íû, òî äëÿ êàæäîãî êîðíÿ � ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó

óðàâíåíèé (A � �E)u = 0, íàõîäèì åå ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé,

çàòåì íîðìèðóåì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ; 3) åñëè äâà êîðíÿ ñîâïàäàþò, à òðå-

òèé îòëè÷åí îò íèõ, òî âû÷èñëÿåì ïî îäíîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó äëÿ

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé �, à äëÿ ýòîãî ðåøàåì ñèñòåìû âèäà (A � �E)u = 0,

íîðìèðóåì ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåì äâà âåêòîðà íîâîãî áàçèñà, òîãäà òðåòèé áà-

çèñíûé âåêòîð âû÷èñëÿåì êàê èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå (ñì. çàäà÷ó 2); 4)

èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó ïåðåõîäà C, äëÿ ýòîãî çàïèñûâà-
åì ïîëó÷åííûå âåêòîðû â ñòîëáöû. Â íîâîì áàçèñå ìàòðèöà A0 äèàãîíàëüíà,
íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàñïîëîæåíû êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ, âçÿòûå ñ èõ êðàòíîñòÿìè â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå

ñòîëáöû â ìàòðèöå C. Êîýôôèöèåíòû ïðè ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ ïðåîáðàçîâàí-

íîãî óðàâíåíèÿ âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå l0 = lC.
Â íîâîì áàçèñå óðàâíåíèå èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè íå ñîäåðæèò ïðîèçâå-

äåíèé ïåðåìåííûõ è èìååò âèä

�1x
02

+ �2y
02

+ �3z
02
+ 2a0

1
x0 + 2a0

2
y0 + 2a0

3
z0 + a = 0: (22)

Åñëè â óðàâíåíèè (22) èìåþòñÿ êâàäðàòû ïåðåìåííûõ è îäíîèìåííûå

ëèíåéíûå ÷ëåíû, òî äîïîëíÿåì ýòè ïàðû ÷ëåíîâ �äî ïîëíûõ êâàäðàòîâ�

è ïåðåíîñèì íà÷àëî êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû â ïðåîáðàçîâàííîì óðàâíåíèè

ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ íå áûëî. Èìåííî òàê ïîñòóïàëè ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.

Åñëè â óðàâíåíèè (22) èìååòñÿ êâàäðàò îäíîé ïåðåìåííîé è ëèíåéíûå

÷ëåíû, ñîäåðæàùèå äðóãèå ïåðåìåííûå, è óæå íåò íèêàêèõ äðóãèõ ÷ëåíîâ ñ

ïåðåìåííûìè âåëè÷èíàìè, òî äåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè, ñîîò-

âåòñòâóþùåé ëèíåéíûì ÷ëåíàì, òàê, ÷òîáû äâà ëèíåéíûõ ÷ëåíà çàìåíèòü

íà îäèí. Ôîðìóëû çàìåíû (12) óêàçàíû â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.

Åñëè óðàâíåíèå óïðîùåíî òàê, ÷òî â íåì èìåþòñÿ êâàäðàòû ïåðåìåí-

íûõ è îäèí ëèíåéíûé ÷ëåí, ïðè÷åì âñå ðàçíûõ íàèìåíîâàíèé, êðîìå òîãî,

èìååòñÿ ñâîáîäíûé ÷ëåí, òî ïåðåíîñèì íà÷àëî êîîðäèíàò âäîëü îñè, ñîîò-

âåòñòâóþùåé ëèíåéíîìó ÷ëåíó òàê, ÷òîáû â ïðåîáðàçîâàííîì óðàâíåíèè

íå áûëî ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Òàê ïîñòóïàëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 â

íà÷àëå ïóíêòà IIIa.

Ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿÿ îïèñàííûå âûøå äåéñòâèÿ, âñåãäà ïðèäåì ê

óðàâíåíèþ âòîðîé ñòåïåíè â �ïî÷òè êàíîíè÷åñêîé ôîðìå�. �Ïî÷òè êàíîíè÷å-

ñêèìè� íàçûâàåì óðàâíåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ îò êàíîíè÷åñêèõ (óêàçàííûõ â

ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3), ñàìîå áîëüøåå, ÷èñëîâûì ìíîæèòåëåì, íóìåðà-

öèåé êîîðäèíàò, ïåðåíîñîì ÷ëåíîâ èç îäíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â äðóãóþ, çíà-

êîì êîýôôèöèåíòà ïðè ëèíåéíîì ÷ëåíå. Åñëè óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïðè-

âåäåíî ê �ïî÷òè êàíîíè÷åñêîé ôîðìå�, íå ñîâïàäàþùåé ñ êàíîíè÷åñêîé, òî

ñëåäóåò âûïîëíèòü ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïðîñòåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâ-

íåíèÿ è ñèñòåìû êîîðäèíàò, êîòîðûå ïðèâåäóò óðàâíåíèå ê îêîí÷àòåëüíîé
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êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Êàê èç �ïî÷òè êàíîíè÷åñêîãî� ïîëó÷èòü êàíîíè÷åñêîå

óðàâíåíèå ïîêàçûâàåòñÿ è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.

Îòûñêàíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè èìå-

åò êàíîíè÷åñêèé âèä, ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííî ñ óïðîùåíèåì óðàâíåíèÿ

ïîâåðõíîñòè è òàêæå ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî ýòàïîâ. Ïðè ýòîì ïîëåçíî

ïîìíèòü: à) ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ çàìåíàõ êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóþùèå ìà-

òðèöû ïåðåõîäà C1, C2, : : : ïåðåìíîæàþòñÿ â òîì æå ïîðÿäêå C = C1 �C2 � � � ;
á) ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì, èçëîæåííûé âûøå, íà êàæäîì ýòàïå ìû ïîëó÷àåì

êîîðäèíàòû íîâîãî íà÷àëà íå â èñõîäíîé, à â ïðîìåæóòî÷íîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò. Ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè âû÷èñëåíû êîîðäè-

íàòû åå íà÷àëà è áàçèñíûõ âåêòîðîâ, îòíîñèòåëüíî ïåðâîíà÷àëüíî çàäàííîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Îòìåòèì, ÷òî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé

óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä, ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íå

îäíîçíà÷íî.

2.3 Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ ê

êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè

âòîðîãî ïîðÿäêà ê ðåøåíèþ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îá-

ùèì óðàâíåíèåì

2x2 + 9y2 + 2z2 � 4xy + 4yz + 2x+ 4y + 6z � 1 = 0:

Íàéòè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè è ñèñòåìó êîîðäèíàò,

â êîòîðîé óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè áóäåò èìåòü êàíîíè÷åñêèé âèä, îïðåäå-

ëèòü òèï ïîâåðõíîñòè.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ìàòðèöó A êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ýòîé ïîâåðõíîñòè

A =

0
@ 2 �2 0

�2 9 2

0 2 2

1
A :

Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A è íàéäåì åãî êîðíè.

det(A� �E) =

������
2� � �2 0

�2 9� � 2

0 2 2� �

������ =
= (2� �)

����9� � 2

2 2� �

����� (�2)

�����2 2

0 2� �

���� =
= (2� �)((9� �)(2� �)� 4) + 2((�2)(2� �)) =

= (2� �)(�2 � 11�+ 10) = (�� 1)(2� �)(� � 10):

Òîãäà �1 = 1, �2 = 2, �3 = 10 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà.

Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíî-

ðîäíûõ óðàâíåíèé âèäà (11). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì �1 = 1. Âûïîëíèì ýëå-

ìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ìàòðèöû (A � 1 � E) è ïðåîáðàçóåì åå ê
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ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû (A� 1 �E)

íà 2 è ïðèáàâèì åå êî âòîðîé, ïîëó÷åííàÿ âòîðàÿ ñòðîêà ïðîïîðöèîíàëüíà

òðåòüåé è åå ìîæíî èñêëþ÷èòü:

(A� 1 � E) =

0
@2� 1 �2 0

�2 9� 1 2

0 2 2� 1

1
A =

0
@ 1 �2 0

�2 8 2

0 2 1

1
A ()

()
0
@1 �2 0

0 4 2

0 2 1

1
A ()

�
1 �2 0

0 2 1

�
:

Âûáèðàåì y çà ñâîáîäíîå, à x è z çà ãëàâíûå íåèçâåñòíûå. Âûðàçèì ãëàâíûå

íåèçâåñòíûå ÷åðåç ñâîáîäíûå: x = 2y, z = �2y. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ðåøåíèé ðàâíà 1. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîñòîèò èç îäíîãî âåê-

òîðà ~c1. Ïîëîæèì y = 1, òîãäà ~c1 = (2; 1;�2), j~c1j =
p

22 + 12 + (�2)2 = 3,

~f1=
~c1

j~c1j è ïîëó÷èì ~f1=

�
2

3
;
1

3
;�2

3

�
. Âåêòîð ~f1 ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì âåêòîðîì

íîâîãî áàçèñà.

Ïîäîáíûì îáðàçîì íàõîäèì âòîðîé áàçèñíûé âåêòîð ~f2. Äëÿ ýòîãî ðå-

øàåì ñèñòåìó (11) ïðè �2 = 2. Ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû (A�2 �E) ïðîïîðöè-

îíàëüíà òðåòüåé è ïåðâóþ ñòðîêó ìîæíî èñêëþ÷èòü. Îñòàâëåííóþ òðåòüþ

ñòðîêó ñîêðàòèì íà 2, ïîñëå ýòîãî óìíîæèì åå íà �7 è ïðèáàâèì êî âòîðîé,

ñòðîêó ñîêðàòèì íà �2:

(A� 2 � E) =

0
@2� 2 �2 0

�2 9� 2 2

0 2 2� 2

1
A =

0
@ 0 �2 0

�2 7 2

0 2 0

1
A ()

()
��2 7 2

0 2 0

�
()

��2 7 2

0 1 0

�
()

()
��2 0 2

0 1 0

�
()

�
1 0 �1

0 1 0

�
:

Âûáèðàåì z çà ñâîáîäíîå, à x è y çà ãëàâíûå íåèçâåñòíûå. Âûðàçèì ãëàâ-

íûå íåèçâåñòíûå ÷åðåç ñâîáîäíûå: x = z, y = 0. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

ðåøåíèé ðàâíà 1. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîñòîèò èç îäíîãî âåê-

òîðà ~c2. Ïîëîæèì z = 1 è òîãäà ~c2 = (1; 0; 1), j~c2j =
p
2, ~f2=

~c2

j~c2j , ïîëó÷èëè

~f2 =

�
1p
2
; 0;

1p
2

�
: Âåêòîð f2 ÿâëÿåòñÿ âòîðûì âåêòîðîì íîâîãî áàçèñà.

Íàõîäèì òðåòèé áàçèñíûé âåêòîð ~f3. Ðåøàåì ñèñòåìó (11) ñ ìàòðèöåé

(A�10 �E). Óìíîæèì âòîðóþ ñòðîêó ìàòðèöû (A�10 �E) íà �4 è ïðèáàâèì

ê ïåðâîé, ïîëó÷åííàÿ ïåðâàÿ ñòðîêà è òðåòüÿ îäèíàêîâûå, ïîýòîìó îñòàâèì

òîëüêî òðåòüþ, ñîêðàòèì åå íà 2 è ïðèáàâèì ê äðóãîé ñòðîêå. Ïîëó÷åííóþ

ñòðîêó òîæå ñîêðàòèì íà �2:

(A� 10 �E) =

0
@�8 �2 0

�2 �1 2

0 2 �8

1
A ()

��2 �1 2

0 2 �8

�
()

()
��2 �1 2

0 1 �4

�
()

��2 0 �2

0 1 �4

�
()

�
1 0 1

0 1 �4

�
:
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Âûáèðàåì z çà ñâîáîäíîå, à x è y çà ãëàâíûå íåèçâåñòíûå. Ãëàâíûå íåèç-

âåñòíûå ÷åðåç ñâîáîäíûå âûðàæàþòñÿ òàê: x = �z, y = 4z. Ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ðàâíà 1. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîñòî-

èò èç îäíîãî âåêòîðà ~c3. Ïîëîæèì z = 1 è òîãäà ~c3 = (�1; 4; 1), j~c3j = 3

p
2,

~f3=
~c3

j~c3j è ïîëó÷èì
~f3 =

�
� 1

3

p
2
;

4

3

p
2
;

1

3

p
2

�
. Âåêòîð ~f3 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì

âåêòîðîì íîâîãî áàçèñà.

Ïîëó÷åííûå âåêòîðû ~f1, ~f2, ~f3 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè è

ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ïîýòîìó îíè ïîïàðíî îð-

òîãîíàëüíû è îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ íàøåãî ïðîñòðàíñòâà.

Çàïèøåì êîîðäèíàòû ~f1, ~f2, ~f3 â ñòîëáöû ìàòðèöû C è ïîëó÷èì ìàòðèöó

ïåðåõîäà îò èñõîäíîãî áàçèñà ê áàçèñó ~f1, ~f2, ~f3, òîãäà ôîðìóëû ïðåîáðà-

çîâàíèÿ êîîðäèíàò èìåþò âèä0
B@
x

y

z

1
CA =

0
B@

2

3

1p
2

� 1

3
p
2

1

3
0

4

3
p
2

� 2

3

1p
2

1

3

p
2

1
CA
0
B@
x0

y0

z0

1
CA ; è CtAC =

0
@1 0 0

0 2 0

0 0 10

1
A : (23)

Âû÷èñëèì êàê âûãëÿäèò äàííàÿ â óñëîâèè ïîâåðõíîñòü â íîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò O~f1 ~f2 ~f3. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ëèíåéíûå ÷ëåíû:

l0 = lC = (1; 2; 3)

0
B@

2

3

1p
2

� 1

3
p
2

1

3
0

4

3
p
2

� 2

3

1p
2

1

3
p
2

1
CA =

=
1

3

p
2
(1; 2; 3)

0
B@

2

p
2 3 �1p
2 0 4

�2

p
2 3 1

1
CA =

=
1

3

p
2
(�2

p
2; 12; 10) =

 
�2

3
; 2
p
2;

5

p
2

3

!
:

Èòàê, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò O~f1 ~f2 ~f3.

x0
2
+ 2y0

2
+ 10z0

2 � 4

3
x0 + 4

p
2y0 +

10

p
2

3
z0 � 1 = 0:

Äàëåå âûïîëíÿåì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, äëÿ ýòîãî âûäåëèì ïîëíûå êâà-

äðàòû:�
x0

2 � 2 � 2
3
x0 +

4

9

�
+ 2

�
y0

2
+ 2 �

p
2y0 + 2

�
+

+ 10

 
z0

2
+ 2 �

p
2

6
z0 +

1

18

!
� 4

9
� 4� 10

18
� 1 =

=

�
x0 � 2

3

�2

+ 2

�
y0 +

p
2

�2
+ 10

 
z0 +

p
2

6

!2

� 6 = 0:

Ïîëîæèì

x00 = x0 � 2

3
; y00 = y0 +

p
2; z00 = z0 +

p
2

6
: (24)
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Òîãäà óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè èìååò âèä

x00
2
+ 2y00

2
+ 10z00

2
= 6; èëè

x002

6
+
y002

3
+
z002

3

5

= 1:

Ïîëó÷èëè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà. Íàéäåì ôîðìóëû ïðåîáðà-

çîâàíèÿ êîîðäèíàò. Èç ðàâåíñòâ (24) âûðàçèì x0, y0, z0:

x0 = x00 +
2

3
; y0 = y00 �

p
2; z0 = z00 �

p
2

6
;

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå 0
B@
x0

y0

z0

1
CA =

0
B@
x00

y00

z00

1
CA+

0
@

2

3

�p2

�
p
2

6

1
A :

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ x0; y0; z0 â ôîðìóëó (23):0
B@
x

y

z

1
CA =

0
B@

2

3

1p
2

� 1

3

p
2

1

3
0

4

3
p
2

� 2

3

1p
2

1

3
p
2

1
CA
0
B@
x0

y0

z0

1
CA =

=

0
B@

2

3

1p
2

� 1

3

p
2

1

3
0

4

3
p
2

� 2

3

1p
2

1

3
p
2

1
CA
0
B@
0
B@
x00

y00

z00

1
CA+

0
B@

2

3

�p2

�
p
2

6

1
CA
1
CA =

=

0
B@

2

3

1p
2

� 1

3
p
2

1

3
0

4

3
p
2

� 2

3

1p
2

1

3
p
2

1
CA
0
B@
x00

y00

z00

1
CA+

0
B@
� 1

2

0

� 3

2

1
CA :

Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå äàííîé ïîâåðõíîñòè â ñèñòåìå êîîðäèíàòO0 ~f1 ~f2 ~f3
èìååò âèä

x002

6
+
y002

3
+
z002

3

5

= 1;

ãäå O0
=

�
�1

2
; 0;�3

2

�
, ~f1 =

�
2

3
;
1

3
;�2

3

�
, ~f2 =

�
1p
2

; 0;
1p
2

�
,

~f3 =

�
� 1

3

p
2
;

4

3

p
2
;

1

3

p
2

�
, ïðè÷åì êîîðäèíàòû òî÷êè O0 è âåêòîðîâ ~f1, ~f2,

~f3 âû÷èñëåíû â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz.

Çàäà÷à 2. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îá-

ùèì óðàâíåíèåì

2x2 + 2y2 + 2z2 � 2xy + 2xz + 2yz � 6x� 6y � 12z + 15 = 0:

Íàéòè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè è ñèñòåìó êîîðäèíàò,

â êîòîðîé óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè áóäåò èìåòü êàíîíè÷åñêèé âèä, îïðåäå-

ëèòü òèï ïîâåðõíîñòè.
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Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå äàííîé ïîâåðõíîñòè â ìàòðè÷íîì âèäå:

(x; y; z)

0
@ 2 �1 1

�1 2 1

1 1 2

1
A
0
@xy
z

1
A+ 2(�3;�3;�6)

0
@xy
z

1
A+ 15 = 0:

Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîð-

ìû A. Äëÿ ýòîãî ïðèáàâèì âòîðîé ñòîëáåö ê òðåòüåìó è âûíåñåì èç òðåòüåãî

ñòîëáöà 3� �:

det(A� �E) =

������
2� � �1 1

�1 2� � 1

1 1 2� �

������ =

=

������
2� � �1 0

�1 2� � 3� �
1 1 3� �

������ = (3� �)

������
2� � �1 0

�1 2� � 1

1 1 1

������ :
Òðåòèé ñòîëáåö âû÷òåì èç ïåðâîãî è âòîðîãî è ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ïî

òðåòüåé ñòðîêå:

(3� �)

������
2� � �1 0

�1 2� � 1

1 1 1

������ = (3� �)

������
2� � �1 0

�2 1� � 1

0 0 1

������ =
= (3� �)

����2� � �1

�2 1� �

���� = (3� �)(2� 3�+ �2 � 2) =

= (3� �)(�2 � 3�) = ��(�� 3)
2:

Êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà �1 = �2 = 3,

�3 = 0.

Ðåøèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé âèäà (11) ñ ìàòðèöåé

(A� �3E).

Âûïîëíèì ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ìàòðèöû (A � 0 � E) è

ïðåîáðàçóåì åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Äëÿ ýòîãî òðåòüþ ñòðîêó ïðèáàâèì

êî âòîðîé, çàòåì óìíîæèì òðåòüþ ñòðîêó íà �2 è ïðèáàâèì ê ïåðâîé, ïî-

ëó÷åííóþ âòîðóþ ñòðîêó ñîêðàòèì íà 3:

(A� 0 � E) =

0
@ 2 �1 1

�1 2 1

1 1 2

1
A ()

0
@ 0 �3 �3

0 3 3

1 1 2

1
A ()

()
0
@ 0 �3 �3

0 1 1

1 1 2

1
A :

Ïåðâóþ ñòðîêó îòáðîñèì, ïîñòàâèì ïîñëåäíþþ ñòðîêó íà ïåðâîå ìåñòî, âòî-

ðóþ ñòðîêó âû÷òåì èç ïåðâîé:0
@ 0 �3 �3

0 1 1

1 1 2

1
A()�0 1 1

1 1 2

�
()

�
1 1 2

0 1 1

�
()

�
1 0 1

0 1 1

�
:

Âûáèðàåì z çà ñâîáîäíîå, à x è y çà ãëàâíûå íåèçâåñòíûå. Òîãäà x = �z,
y = �z. Ïîëîæèì z = �1 è ~c3 = (1; 1;�1), íîðìèðóåì ~c3, ïîëó÷èì ~f3 =�

1p
3
;

1p
3
;� 1p

3

�
. Âåêòîð ~f3 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì âåêòîðîì íîâîãî áàçèñà.
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Ðåøàåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (11) ñ ìàòðèöåé (A�
�1E).

Âûïîëíèì ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ìàòðèöû (A� 3E). Òðå-

òüþ ñòðîêó ïðèáàâèì ê ïåðâîé è âòîðîé, ïîëó÷èì íóëåâûå ñòðîêè, êîòîðûå

îòáðîñèì:

(A� 3E) =

0
@�1 �1 1

�1 �1 1

1 1 �1

1
A ()

0
@0 0 0

0 0 0

1 1 �1

1
A () �

1 1 �1
�
:

Âûáèðàåì y è z çà ñâîáîäíûå, à x çà ãëàâíîå íåèçâåñòíîå. Òîãäà x = z � y.
Åñëè z = 1, y = 0, òî ~c1 = (1; 0; 1) è

~f1 =
~c1

j~c1j =
�

1p
2
; 0;

1p
2

�
:

Âû÷èñëèì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [~c1;~c3].

~c2 = [~c1;~c3] =

����� 0 1

1 �1

���� ;�
���� 1 1

1 �1

���� ;
����1 0

1 1

����
�

= (�1; 2; 1);

òîãäà

~f2 =
~c2

j~c2j =
�
� 1p

6
;

2p
6
;

1p
6

�
:

Çàïèøåì êîîðäèíàòû ~f1, ~f2, ~f3 â ñòîëáöû ìàòðèöû C è ïîëó÷èì ìàòðèöó

ïåðåõîäà îò èñõîäíîãî áàçèñà ê áàçèñó ~f1, ~f2, ~f3. Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ

êîîðäèíàò èìåþò âèä0
B@
x

y

z

1
CA =

0
B@

1p
2

� 1p
6

1p
3

0
2p
6

1p
3

1p
2

1p
6

� 1p
3

1
CA
0
B@
x0

y0

z0

1
CA ; (25)

Âû÷èñëèì êàê âûãëÿäèò äàííàÿ â óñëîâèè ïîâåðõíîñòü â íîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò O~f1 ~f2 ~f3. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ëèíåéíûå ÷ëåíû:

(�3;� 3;� 6)

0
B@
x

y

z

1
CA=(�3;� 3;� 6)

0
B@

1p
2

� 1p
6

1p
3

0
2p
6

1p
3

1p
2

1p
6

� 1p
3

1
CA
0
B@
x0

y0

z0

1
CA=

= � 3p
6
(1; 1; 2)

0
B@
p
3 �1

p
2

0 2

p
2p

3 1 �p2

1
CA
0
B@
x0

y0

z0

1
CA =

�
�4; 5

p
2;�1; 5

p
6; 0
�0B@

x0

y0

z0

1
CA :

Èòàê, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè â â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàòO~f1 ~f2 ~f3

3x0
2
+ 3y0

2 � 9

p
2x0 � 3

p
6y0 + 15 = 0;
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ñîêðàòèâ íà 3,

x0
2
+ y0

2 � 3

p
2x0 �

p
6y0 + 5 = 0:

Âûïîëíèì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, äëÿ ýòîãî âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû: 
x0

2 � 2 � 3
p
2

2
x0 +

9

2

!
+

 
y0

2 � 2 �
p
6

2
y0 +

6

4

!
� 9

2
� 6

4
+ 5 =

=

 
x0 � 3

p
2

2

!2

+

 
y0 �

p
6

2

!2

� 1 = 0:

Ïîëîæèì

x00 = x0 � 3

p
2

2
; y00 = y0 �

p
6

2
; z00 = z0;

èëè 0
B@
x0

y0

z0

1
CA =

0
B@
x00

y00

z00

1
CA+

0
B@

3
p
2

2p
6

2

0

1
CA :

Ïîëó÷èëè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè

x00
2
+ y00

2
= 1:

Ýòî ýëëèïòè÷åñêèé (òî÷íåå, êðóãîâîé) öèëèíäð. Íàéäåì ôîðìóëû ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò. Ïîäñòàâèì x0; y0; z0 â ôîðìóëó (25), òîãäà ïîëó÷èì0
B@
x

y

z

1
CA=

0
B@

1p
2

� 1p
6

1p
3

0
2p
6

1p
3

1p
2

1p
6

� 1p
3

1
CA
0
B@
x0

y0

z0

1
CA =

=

0
B@

1p
2

� 1p
6

1p
3

0
2p
6

1p
3

1p
2

1p
6

� 1p
3

1
CA
0
B@
0
B@
x00

y00

z00

1
CA+

0
B@

3
p
2

2p
6

2

0

1
CA
1
CA =

=

0
B@

1p
2

� 1p
6

1p
3

0
2p
6

1p
3

1p
2

1p
6

� 1p
3

1
CA
0
B@
x00

y00

z00

1
CA+

0
B@

1p
2

� 1p
6

1p
3

0
2p
6

1p
3

1p
2

1p
6

� 1p
3

1
CA
0
B@

3
p
2

2p
6

2

0

1
CA =

=

0
B@

1p
2

� 1p
6

1p
3

0
2p
6

1p
3

1p
2

1p
6

� 1p
3

1
CA
0
B@
x00

y00

z00

1
CA+

0
B@
1

1

2

1
CA :

Èòàê, â ñèñòåìå êîîðäèíàò O0 ~f1 ~f2 ~f3, ãäå O0
= (1; 1; 2) è

~f1 =

�
1p
2
; 0;

1p
2

�
;

~f2 =

�
� 1p

6
;

2p
6
;

1p
6

�
;

~f3 =

�
1p
3
;

1p
3
;� 1p

3

�
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îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, äàííàÿ â óñëîâèè ïîâåðõíîñòü èìååò

óðàâíåíèå

x00
2
+ y00

2
= 1:

Çàäà÷à 3. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâ-

íåíèåì

9y2 + 16z2 + 24yz + 5x+ 10y + 5z + 11 = 0:

Íàéòè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè è ñèñòåìó êîîðäèíàò,

â êîòîðîé óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè áóäåò èìåòü êàíîíè÷åñêèé âèä, îïðåäå-

ëèòü òèï ïîâåðõíîñòè.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè â ìàòðè÷íîì âèäå:

(x; y; z)

0
@0 0 0

0 9 12

0 12 16

1
A
0
@xy
z

1
A+ (5; 10; 5)

0
@xy
z

1
A+ 11 = 0

Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîð-

ìû A.

det(A� �E) =

������
�� 0 0

0 9� � 12

0 12 16� �

������ = (��)
����9� � 12

12 16� �

���� =
= ��2(�� 25)

×èñëà �1 = 25, �2 = �3 = 0 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-

÷ëåíà.

Ðåøàåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (11) äëÿ íàéäåííûõ

çíà÷åíèé �1 = 25 è �2 = 0.

Ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó (A�25�E) ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Äëÿ ýòîãî ïåðâóþ

ñòðîêó ñîêðàòèì íà �25, âòîðóþ íà �4, à òðåòüþ íà 3. Ïîëó÷åííûå âòîðàÿ

è òðåòüÿ ñòðîêè îäèíàêîâûå, îòáðîñèì îäíó èç íèõ:

(A� 25 �E) =

0
@�25 0 0

0 �16 12

0 12 �9

1
A ()

0
@1 0 0

0 4 �3

0 4 �3

1
A ()

()
�
1 0 0

0 4 �3

�
:

Âûáèðàåì z çà ñâîáîäíîå, à x è y çà ãëàâíûå íåèçâåñòíûå, òîãäà x = 0,

y =
3

4
z. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîñòîèò èç îäíîãî âåêòîðà ~c1.

Ïîëîæèì z = 4, òîãäà ~c1 = (0; 3; 4), íîðìèðóåì ~c1 è ïîëó÷èì ~f1 =

�
0;

3

5
;
4

5

�
.

Âåêòîð ~f1 ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì âåêòîðîì íîâîãî áàçèñà.

Ïðè íàõîæäåíèè äðóãèõ âåêòîðîâ ~f2 è ~f3 íîâîãî áàçèñà ìîæíî ïîñòóïèòü
êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, òî åñòü èñïîëüçîâàòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
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ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ, íî ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì çäåñü äðóãîé ïóòü.

Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé (A� 0 �E).

(A� 0 �E) =

0
@0 0 0

0 9 12

0 12 16

1
A ()

�
0 3 4

0 3 4

�
() �

0 3 4

�
:

Âûáèðàåì y çà ãëàâíîå, à x è z çà ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå. Âûðàçèì ãëàâíîå

íåèçâåñòíîå ÷åðåç ñâîáîäíûå: y = �4

3
z. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé

ðàâíà 2. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîñòîèò èç äâóõ âåêòîðîâ ~c2, ~c3.
Ïîëîæèì ñíà÷àëà x = 0, z = 3, à çàòåì x = 1, z = 0 è òîãäà ~c2 = (0;�4; 3),
~c3 = (1; 0; 0). Âåêòîðû ~c2 è ~c3 ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îðòîãîíàëüíû, ïîýòî-

ìó äëÿ íàõîæäåíèÿ íîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ äîñòàòî÷íî íîðìèðîâàòü ýòè

âåêòîðû. Åñëè âåêòîðû, îáðàçóþùèå ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé,

ïîëó÷èëèñü íå îðòîãîíàëüíû, òî íåîáõîäèìî ê íèì ïðèìåíèòü ïðîöåññ îð-

òîãîíàëèçàöèè (ñì. íàïðèìåð, [4], V.17.3), ëèáî ìîæíî âçÿòü ~c3 = (1; 0; 0), à

~c2 = [~c3; ~f1]. Òàê êàê j~c2j = 5 è j~c3j = 1, òî ~f2 =

�
0;�4

5
;
3

5

�
è ~f3 = (1; 0; 0).

Çàïèøåì êîîðäèíàòû ~f1, ~f2, ~f3 â ñòîëáöû ìàòðèöû C è ïîëó÷èì ìà-

òðèöó ïåðåõîäà îò èñõîäíîãî áàçèñà ê áàçèñó ~f1, ~f2, ~f3. Çàïèøåì ôîðìóëû

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò0
B@
x

y

z

1
CA = C

0
B@
x0

y0

z0

1
CA =

0
B@

0 0 1

3

5
� 4

5
0

4

5

3

5
0

1
CA
0
B@
x0

y0

z0

1
CA ;

òîãäà

CtAC =

0
@25 0 0

0 0 0

0 0 0

1
A :

Íàøà ïîâåðõíîñòü â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä:

(x0;y0;z0)

0
B@
25 0 0

0 0 0

0 0 0

1
CA
0
B@
x0

y0

z0

1
CA+(5;10;5)

0
B@

0 0 1

3

5
�4

5
0

4

5

3

5
0

1
CA
0
B@
x0

y0

z0

1
CA+11=0;

èëè 25x02+10x0� 5y0+5z0+11 = 0. Âûïîëíèì ïåðåíîñ. Äëÿ ýòîãî âûäåëèì

ïîëíûé êâàäðàò:

25x0
2
+10x0�5y0+5z0+11=25

�
x0

2
+
10

25
x0+

1

25

�
�1�5y0+5z0+11=

= 25

�
x0 +

1

5

�2

� 5y0 + 5z0 + 10 = 25

�
x0 +

1

5

�2

� 5(y0 � 2) + 5z0:

Ïîëîæèì

x00 = x0 +
1

5
; y00 = y0 � 2; z00 = z0;
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òîãäà

x0 = x00 � 1

5
; y0 = y00 + 2; z0 = z00;

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå 0
B@
x0

y0

z0

1
CA =

0
B@
x00

y00

z00

1
CA+

0
B@
� 1

5

2

0

1
CA ;

è òîãäà óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè â ñèñòåìå êîîðäèíàò O1x
00y00z00 âûãëÿäèò

òàê:

25x00
2 � 5y00 + 5z00 = 0:

Ñîêðàòèì åãî íà 5 è ïîëó÷èì

5x00
2 � y00 + z00 = 0; (26)

ïðè÷åì

�
�1

5
; 2; 0

�
� êîîðäèíàòû íîâîãî íà÷àëà O1 â ñèñòåìå êîîðäèíàò

O~f1 ~f2 ~f3. Èìååì ñëó÷àé III èç òåîðåìû 2. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (12) è

âûïîëíèì ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò O1x
00y00z00 âîêðóã îñè O1x

00:

x000 = x00; y000 =
�y00 + z00p

2
; z000 =

y00 + z00p
2

:

Òîãäà

x00 = x000; y00 = �
p
2

2
y000 +

p
2

2
z000; z00 =

p
2

2
y000 +

p
2

2
z000:

Ýòî æå ïðåîáðàçîâàíèå â ìàòðè÷íîì âèäå

0
B@
x00

y00

z00

1
CA =

0
B@

1 0 0

0 �
p
2

2

p
2

2

0

p
2

2

p
2

2

1
CA
0
B@
x000

y000

z000

1
CA :

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè (26) âìåñòî x00, y00, z00 âûðàæåíèÿ ýòèõ

ïåðåìåííûõ ÷åðåç x000, y000, z000 è ïîëó÷èì: 5x0002 +
p
2y000 = 0. Îòñþäà x0002 =

�
p
2

5
y000: Ïîìåíÿåì íàïðàâëåíèå îñè îðäèíàò íà ïðîòèâîïîëîæíîå: X = x000,

Y = �y000, Z = z000 è ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî

öèëèíäðà

X2
=

p
2

5
Y:

Âû÷èñëèì êîîðäèíàòû áàçèñà íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé äàííàÿ
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â óñëîâèè çàäà÷è ïîâåðõíîñòü èìååò âèä X2
=

p
2

5
Y . Èìååì

0
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x

y

z

1
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0
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1
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0 �
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1
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5
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5
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1
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1
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5
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3
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1
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0
B@
X

Y

Z

1
CA+

0
B@

0

� 43

25

26

25

1
CA :

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì áàçèñíûå âåêòîðû

~g1 =

�
0;

3

5
;
4

5

�
;

~g2 =

 
�
p
2

2
;�2

p
2

5
;
3

p
2

10

!
;

~g3 =

 p
2

2
;�2

p
2

5
;
3

p
2

10

!

è íà÷àëî íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò O1

�
0;�43

25
;
26

25

�
.

3 Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

Íàõîæäåíèå êàíîíè÷åñêîãî âèäà ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïî-

ðÿäêà òðåáóåò ìíîãèõ çíàíèé è óìåíèé. Äëÿ óñïåøíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ íåîá-

õîäèìî ïîâòîðèòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû èç êóðñà àëãåáðû:

1. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïðè ðåøåíèè ñè-

ñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ìåòîä Ãàóññà) [3] I.1.3.

2. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Âû÷èñëåíèå ðàç-

ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé. Íàõîæäåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ñè-

ñòåìû ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé [3] II.4.1.

3. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé. Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé [3]

III.3.2.
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4. Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà [4] V.17.3.

5. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ [4] III.11.4.

Çàäà÷è

Ïîâåðõíîñòü çàäàíà â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèåì. Íàé-

òè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè è ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòî-

ðîé óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè áóäåò èìåòü êàíîíè÷åñêèé âèä, îïðåäåëèòü òèï

ïîâåðõíîñòè.

1) 4y2 � 3z2 + 4xy � 4xz + 8yz = 0;

2) x2 + y2 + z2 � xy + xz + yz + 3x+ 3y � 3z = 0;

3) x2 � 3z2 � 4yz � 4y + 2z + 5 = 0;

4) x2 + y2 + z2 � 2xy � 4x+ 4y + 3 = 0;

5) y2 + 2xz + 2x+ 2z + 1 = 0;

6) x2 + 2y2 + 5z2 + 4yz + 20y + 20z � 10 = 0;

7) �x2 + 5y2 + 5z2 + 8yz + 2x+ 12y + 24z + 36 = 0;

8) 2x2 + 5y2 + 5z2 + 6yz + 4x+ 16y + 16z + 10 = 0;

9) 4x2 + 4y2 � 4xy � 12x� 12y � 5z + 1 = 0;

10) x2 + y2 + z2 + 2xy � 12x+ 4y + 6z � 3 = 0;

11) 4x2 + 9y2 � 12xy + 2x+ 10y + 1 = 0;

12) �8y2 � z2 + 6xy + 60y + 2z + 89 = 0;

13) 5x2 + 8y2 + 4xy + 2x+ 44y � 36z + 65 = 0;

14) �x2 + y2 + z2 � 2yz + 2x+ 3y � 5z + 1 = 0;

15) 16x2 + 9y2 � z2 � 24xy � 9x� 12y + 4z + 71 = 0;

16) 2x2 + 2y2 + z2 � 10xy + 20x� 8y + 29 = 0;

17) �x2 + 7y2 � 24yz + 2x+ 120y = 0;

18) x2 � 4y2 � 4z2 + 10yz + 2x+ 2y + 2z + 3 = 0;

19) 3x2 + 4xy + 8x+ 8y � 4z = 0;

20) �x2 � 9y2 + 6xy + 50x� 50y � 15z � 100 = 0.
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