


Предисловие

Очень часто комбинаторика изучается в рамках
курса «Теория вероятности» и носит преимуществен-
но вычислительный характер. В то же время комби-
наторика, как отдельная дисциплина, имеет довольно
глубокое содержание. Оно, к сожалению, очень часто
проходит мимо даже при обучении студентов на ма-
тематических специальностях. Это и стало основным
побудительным мотивом для написания данного ме-
тодического пособия.

Пособие представляет собой конспект лекций. Его
содержание близко к тому, что изучается в Челябин-
ском государственном университете студентами всех
специальностей второго курса математического фа-
культета в рамках дисциплины «Дискретная матема-
тика». Все теоремы имеют доказательства. Определе-
ния в тексте сопровождаются примерами. Их цель —
создать правильные мотивировки, побудить читате-
ля к размышлению над обсуждаемыми понятиями и
методами. Наряду с теоретическими знаниями при-
водятся строго обоснованные решения задач. Настоя-
щее пособие имеет целью помочь читателям овладеть
техникой решения некоторых задач комбинаторного
характера.

Пособие прежде всего ориентировано на студен-
тов математических специальностей, но может быть
полезно и студентам других специальностей, изуча-
ющих высшую математику и теорию вероятностей.
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Изучение комбинаторики также будет полезно любо-
му заинтересованному читателю для развития само-
стоятельных навыков, для решения задач в области
дискретной математики и применения методов дис-
кретного анализа в своей профессиональной деятель-
ности.
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1. Множества

1.1. Операции над множествами

Определение (Объединение, пересечение и раз-
ность множеств).

Пусть X, Y — два множества. Положим

1. X ∪ Y = {x|x ∈ X или x ∈ Y },

2. X ∩ Y = {x|x ∈ X и x ∈ Y },

3. X \ Y = {x|x ∈ X и x ̸∈ Y }.

Тогда X ∪ Y называется объединением множеств
X и Y , X ∩ Y называется пересечением множеств X
и Y , X \ Y называется разностью множеств X и Y .
Если Y ⊆ X, то Y = X \ Y называется дополнением
множества Y в множестве X.

Определение (Характеристическая функция).
Пусть X – множество, Y ⊆ X. Характеристиче-

ской функцией подмножества Y называется функция
χY : X → {0, 1}, заданная правилом:

χY (x) =

{
1, если x ∈ Y

0, если x ̸∈ Y
.

Теорема (Об основных операциях над множества-
ми).

Операции ∪, ∩ и \ обладают следующими свой-
ствами:
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1. X ∪ Y = Y ∪X и X ∩ Y = Y ∩X;

2. (X ∪ Y ) ∪ Z = X ∪ (Y ∪ Z) и (X ∩ Y ) ∩ Z =
X ∩ (Y ∩ Z);

3. (X∪Y )∩Z = (X∩Z)∪(Y ∩Z) и (X∩Y )∪Z =
(X ∪ Z) ∩ (Y ∪ Z);

4. X ∩ Y = X ∪ Y и X ∪ Y = X ∩ Y ;

5. X ∪X = X и X ∩X = X;

6. X = X.

Доказательство. Докажем третье свойство

(X ∪ Y ) ∩ Z = (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z).

Для доказательства равенства двух множеств надо
показать, что множество из левой части равенства со-
держится в множестве из правой части равенства, и
наоборот, множество из правой части равенства со-
держится в множестве из левой части равенства.

1. Пусть x ∈ (X ∪ Y ) ∩ Z. Тогда x ∈ X ∪ Y и
x ∈ Z. Так как x ∈ X∪Y , то либо x ∈ X, либо x ∈ Y .
Рассмотрим каждый из этих случаев отдельно.

1.1. Пусть x ∈ X. Тогда, так как x ∈ Z, то x ∈
X ∩ Z. Следовательно x ∈ (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z). Таким
образом в этом случае, если x ∈ (X ∪ Y ) ∩ Z, то x ∈
(X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z). Это означает, что (X ∪ Y ) ∩ Z ⊆
(X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z).
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1.2. Пусть x ∈ Y . Тогда, аналогично предыдущему
случаю, так как x ∈ Z, то x ∈ Y ∩ Z. Следовательно
x ∈ (X ∩Z)∪ (Y ∩Z). Снова получаем, что (X ∪Y )∩
Z ⊆ (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z).

2. Пусть теперь x ∈ (X∩Z)∪(Y ∩Z). Это означает,
что либо x ∈ X∩Z, либо x ∈ Y ∩Z. Снова рассмотрим
каждый из этих случаев по-отдельности.

2.1. Пусть x ∈ X∩Z. Тогда x ∈ X и x ∈ Z. Так как
x ∈ X, то x ∈ X ∪Y . Следовательно x ∈ (X ∪Y )∩Z.
Получаем, что (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z) ⊆ (X ∪ Y ) ∩ Z.

2.2. Пусть x ∈ Y ∩ Z. Тогда x ∈ Y и x ∈ Z.
Снова, так как x ∈ Y , то x ∈ X ∪ Y . Следовательно
x ∈ (X ∪ Y ) ∩ Z. Получаем, что (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z) ⊆
(X ∪ Y ) ∩ Z.

Таким образом мы получили, что (X ∪ Y ) ∩ Z ⊆
(X ∩Z)∪ (Y ∩Z) и (X ∩Z)∪ (Y ∩Z) ⊆ (X ∪Y )∩Z.
Следовательно (X ∪ Y ) ∩ Z = (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z).

Доказательство оставшихся свойств из формули-
ровки теоремы оставляется в качестве упражнения.
□

Определение (Мощность множества).
Мощностью конечного множества X называется

число элементов в множестве X и обозначается |X|.

Теорема (Свойства характеристической функции).

Пусть A, B — подмножества множества X. Тогда
справедливы следующий равенства:

1. χA∩B(x) = χA(x)χB(x);
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2. χA(x) = 1− χA(x);

3. χA∪B(x) = χA(x) + χB(x)− χA(x)χB(x);

4.
∑
x∈X

χA(x) = |A|.

Доказательство. Докажем третье равенство

χA∪B(x) = χA(x) + χB(x)− χA(x)χB(x).

Пусть x ∈ X. Возможны четыре случая: x ∈ A\B,
x ∈ B \ A, x ∈ A ∩ B и x ∈ X \ (A ∪ B). Покажем,
что равенство справедливо во всех четырех случаях.

1. Пусть x ∈ A\B. Тогда x ∈ A∪B, x ∈ A и x /∈ B.
Следовательно χA∪B(x) = 1, χA(x) = 1 и χB(x) = 0.
Тогда

χA∪B(x) = χA(x) + χB(x)− χA(x)χB(x).

2. Аналогичным образом равенство справедливо в
случае, когда x ∈ B \ A.

3. Пусть x ∈ A ∩ B. Тогда x ∈ A и x ∈ B. Следо-
вательно

χA∪B(x) = χA(x) = χB(x) = 1.

Отсюда следует, что

χA∪B(x) = χA(x) + χB(x)− χA(x)χB(x).

4. Пусть, наконец, x ∈ X \ (A∪B). Тогда x /∈ A и
x /∈ B. Следовательно χA∪B(x) = χA(x) = χB(x) = 0.
Отсюда следует, что

χA∪B(x) = χA(x) + χB(x)− χA(x)χB(x).
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Доказательство оставшихся трех равенств из фор-
мулировки теоремы оставляется в качестве упражне-
ния. □

1.2. Правила суммы и произведения

Определение (Покрытие множества).
Пусть для каждого i ∈ I множество Xi является

подмножеством множества X. Если X =
⋃
i∈I

Xi, то

совокупность {Xi|i ∈ I} подмножеств множества X
называется покрытием множества X.

Определение (Разбиение множества).
Покрытие {Xi|i ∈ I} множества X называется

разбиением, если

1. Xi ∩Xj = ∅, при i ̸= j;

2. |Xi| > 0 для любого i ∈ I.

Пример.
Пусть X = N. Рассмотрим множества
X0 = {x ∈ X|x ≡ 0(3)}, т. е. X0 = {3, 6, 9, . . .},
X1 = {x ∈ X|x ≡ 1(3)}, т. е. X1 = {1, 4, 7, 10, . . .},
X2 = {x ∈ X|x ≡ 2(3)}, т. е. X2 = {2, 5, 8, 11, . . .}.
Тогда {X0, X1, X2} является разбиением множе-

ства X.
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Пример.
Пусть X = (0; 1) ⊂ R. Рассмотрим бесконечное

семейство подмножеств{
Xn =

(
1

n
; 1

)
⊂ X|n ⩾ 2

}
=

=

{
X2 =

(
1

2
; 1

)
, X3 =

(
1

3
; 1

)
, . . .

}
.

Тогда {X2, X3, X4, . . .} является бесконечным по-
крытием множества X.

Теорема (Правило суммы).
Если {Xi|i = 1, 2, . . . , n} — разбиение множества

X, и для каждого i = 1, . . . , n мощность |Xi| конечна,
то

|X| =
n∑

j=1

|Xj|.

Доказательство. Доказательство проведем индук-
цией по числу элементов n в разбиении множества X.

База индукции. Пусть n = 1. Тогда X = X1. Сле-
довательно |X| = |X1|. Пусть теперь n = 2. Тогда
X = X1 ∪X2 и X1 ∩X2 = ∅. Рассмотрим характери-
стическую функцию χX . С одной стороны∑

x∈X

χX(x) = |X|.

С другой стороны
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∑
x∈X

χX(x) =
∑
x∈X

χX1∪X2
(x) =

=
∑
x∈X

(χX1
(x) + χX2

(x)− χX1∩X2
(x)) =

=
∑
x∈X

χX1
(x) +

∑
x∈X

χX2
(x) = |X1|+ |X2|.

Предположение индукции. Пусть при всех k < n
утверждение теоремы справедливо.

Шаг индукции. Пусть X =
n⋃

j=1

Xj. Рассмотрим

множество X ′ =
n−1⋃
j=1

Xj. Если {X1, . . . , Xn} является

разбиением множества X, то {X1, . . . , Xn−1} является
разбиением множества X ′. Теперь по предположению

индукции имеем |X ′| =
n−1∑
j=1

|Xj|.

Далее, {X ′, Xn} является разбиением множества
X. В частности, X ′ ∩Xn = ∅. Тогда получаем

|X| = |X ′|+ |Xn| =
n−1∑
j=1

|Xj|+ |Xn| =
n∑

j=1

|Xj|.

□

Определение (Булеан множества).
Пусть X — множество. Множество всех подмно-

жеств множества X называется булеаном и обознача-
ется 2X .
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Теорема (О числе всех подмножеств).
Пусть X — конечное множество. Тогда

|2X | = 2|X|.

Доказательство. Докажем индукцией по числу
элементов в множестве X.

База индукции. Пусть |X| = 0. Тогда X = ∅ и
2∅ = {∅}. Следовательно |2∅| = |{∅}| = 1 = 20.

Предположение индукции: пусть утверждение тео-
ремы верно при |X| < n.

Шаг индукции: пусть |X| = n > 0. Зафиксируем
элемент a ∈ X и положим C0 = {Y ∈ 2X |a ̸∈ Y } и
C1 = {Y ∈ 2X |a ∈ Y }. Тогда

C0 ∩ C1 = ∅ и 2X = C0 ∪ C1.

Следовательно {C0, C1} является разбиением мно-
жества 2X . По правилу суммы имеем

∣∣2X∣∣ = |C0| +
|C1|. Заметим, что мощности множеств C0 и C1 сов-
падают, и равны мощности множества всех подмно-
жеств множества X \ {a}. Имеем∣∣2X∣∣ = 2|C0| = 2 ·

∣∣∣2X\{a}∣∣∣ = 2|X|.

□

Определение (Прямое произведение).
Пусть X1, X2, . . . , Xn — множества. Множество

{(x1, . . . , xn)|xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n}

называется прямым произведением множеств X1, X2,
. . ., Xn и обозначается X1 × . . .×Xn.
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Теорема (Правило произведения).
Для любых конечных множеств X1, X2, . . . , Xn спра-

ведливо равенство

|X1 ×X2 × . . .×Xn| = |X1| · |X2| · . . . · |Xn|.

Доказательство. Докажем индукцией по числу
сомножителей n в прямом произведении.

База индукции. Пусть n = 2. Заметим, что X1 ×

X2 =
|X1|⋃
i=1

{ui} ×X2, где X1 = {u1, u2, . . . , u|X1|}. Более

того, для любых i, j = 1, 2, . . . , |X1| при i ̸= j:

({ui}×X2)∩({uj}×X2) = ∅, и |{ui}×X2| = |X2| ≠ 0.

Следовательно совокупность

{{u1} ×X2, . . . , {u|X1|} ×X2}

является разбиением множества X1 × X2. Теперь по
правилу суммы получаем

|X1 ×X2| =
|X1|∑
i=1

|{ui} ×X2| =
|X1|∑
i=1

|X2| = |X1| · |X2|.

Предположение индукции. Пусть утверждение тео-
ремы справедливо для прямого произведения k < n
сомножителей.

Шаг индукции. Рассмотрим множество

X ′ = X1 × . . .×Xn−1.
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Тогда
X1 × . . .×Xn = X ′ ×Xn.

Следовательно

|X1 × . . .×Xn| = |X ′ ×Xn| = |X ′| · |Xn| =
= |X1| · . . . · |Xn−1| · |Xn|.

□
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2. Комбинаторные числа и их ре-
куррентные соотношения

2.1. Число сочетаний

Определение (Число сочетаний).
Пусть X — множество мощности n > 0, и k ⩾ 0.

Число различных подмножеств мощности k в множе-
стве X называется числом сочетаний из n по k и
обозначается Ck

n. По определению C0
0 = 1.

Пример.
Рассмотрим X = {1, 2, 3} и k = 2. Тогда суще-

ствует ровно три различных подмножества мощности
2: {1, 2}, {2, 3} и {1, 3}. Следовательно C2

3 = 3.

Теорема (О рекуррентном соотношении для чис-
ла сочетаний).

Имеют место следующие соотношения:

1. C0
n = Cn

n = 1,

2. Ck
n = 0 при k > n,

3. Ck
n = Ck−1

n−1 + Ck
n−1.

Доказательство. 1. Справедливость равенств

C0
n = 1 и Cn

n = 1

следует из того, что единственное подмножество мощ-
ности 0 — пустое множество ∅, а единственное подмно-
жество мощности n — все множество X.
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2. Ck
n = 0 при k > n так как не существует подмно-

жеств мощности k > n в множестве из n элементов.
3. Пусть n, k > 0 и C = {Y ⊆ X||Y | = k}. Отме-

тим, что |C| = Ck
n. Зафиксируем некоторый элемент

a ∈ X и рассмотрим два множества

C0 = {Y ⊆ X||Y | = k и a ̸∈ Y },

C1 = {Y ⊆ X||Y | = k и a ∈ Y }.
Так как C = C0∪C1 и C0∩C1 = ∅, то совокупность

{C0, C1} является разбиением множества C. Заметим,
что

1. Элемент a не принадлежит ни одному множе-
ству из C0, и поэтому |C0| = Ck

n−1,

2. Любое множество из C1 получается из некото-
рого подмножества Y ′ ⊆ X \ {a} мощности k −
1 присоединением элемента a, и поэтому |C1| =
Ck−1

n−1.

По правилу суммы имеем: Ck
n = Ck−1

n−1 + Ck
n−1. □

2.2. Число Каталана

Определение (Правильная скобочная структу-
ра).

Пусть n ∈ N. Правильной скобочной структурой
порядка n называется такая последовательность дли-
ны 2n, состоящая из n символов «(» и n символов «)»,
что для любого k ∈ {1, 2, . . . , 2n} среди её первых k
знаков символов «(» не меньше, чем символов «)».
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Пример.
Примерами правильных скобочных структур по-

рядка 3 являются следующие последовательности:

( ) ( ) ( ), ( ) ( ( ) ), ( ( ( ) ) ).

Последовательность (()))( не является правильной
скобочной структурой, так как среди её первых пяти
символов закрывающих скобок больше, чем открыва-
ющих.

Определение (Число Каталана).
Числом Каталана Qn при n ⩾ 1 называется число

правильных скобочных структур порядка n. По опре-
делению Q0 = 1.

Пример. Существует всего одна правильная ско-
бочная структура порядка 1: ( ). Следовательно Q1 =
1.

Существует ровно две различные правильные ско-
бочные структуре порядка 2: ( ) ( ) и ( ( ) ). Следова-
тельно Q2 = 2.

Легко выписать все правильные скобочные струк-
туры порядка 3:

( ) ( ) ( ), ( ) ( ( ) ), ( ( ) ) ( ), ( ( ) ( ) ), ( ( ( ) ) ).

Их всего 5, следовательно Q3 = 5.
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Теорема (О рекуррентном соотношении для чис-
ла Каталана).

Qn =
n−1∑
k=0

Qk ·Qn−1−k при n ⩾ 1.

Доказательство. Пусть a1a2 . . . a2n — правильная
скобочная структура порядка n. В ней ai ∈ {(, )} при
всех i ∈ {1, . . . , 2n}. Отметим, что a1 = (.

Пусть k — такое наименьшее число, что подпосле-
довательность a2a3 . . . ak−1 тоже является правильной
скобочной структурой. В частности это означает, что,
во-первых, ak =), и, во-вторых, подпоследовательность
ak+1ak+2 . . . a2n тоже является правильной скобочной
структурой.

По определению числа Каталана, число правиль-
ных скобочных структур a2 . . . ak−1 равно Qk−2

2
, а чис-

ло правильных скобочных структур ak+1 . . . a2n равно
Q 2n−k

2
. Тогда по правилам суммы и произведения по-

лучаем, что

Qn =
∑

k∈{2,4,...,2n}

Qk−2
2
·Q 2n−k

2
.

Сделаем в этой сумме замену индекса l = k
2 , полу-

чим

Qn =
n∑
l=1

Ql−1 ·Qn−l.
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Далее сделаем замену индекса i = l − 1, получим

Qn =
n−1∑
i=0

Qi ·Qn−1−i.

□

2.3. Число Стирлинга 2-го рода

Определение (Число Стирлинга 2-го рода).
Пусть X — множество мощности n, и k ⩾ 0. Число

неупорядоченных разбиений множества X на k под-
множеств называется числом Стирлинга второго ро-
да и обозначается Sk

n. По определению S0
0 = 1.

Пример.
Рассмотрим X = {1, 2, 3} и k = 2. Существует

ровно три различных разбиения множества X на два
подмножества:

{{1}, {2, 3}}, {{2}, {1, 3}}, {{3}, {1, 2}}.

Следовательно S2
3 = 3.

Теорема (О рекуррентном соотношении для чис-
ла Стирлинга второго рода).

Справедливы следующие соотношения:

1. S1
n = Sn

n = 1,

2. Sk
n = 0 при k > n,
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3. Sk
n = Sk−1

n−1 + k · Sk
n−1.

Доказательство. 1. Заметим, что Sk
n = 0 при k >

n, так как не существует разбиений множества из n
элементов на k > n непустых подмножеств. В част-
ности S1

0 = 0.
2. Пусть X — множество мощности n > 0. За-

фиксируем некоторый элемент a ∈ X. Чтобы полу-
чить разбиение множества X на k подмножеств, мож-
но разбить множество X \ {a} на k подмножеств и
поместить элемент a ∈ X в любой из них k · Sk

n−1
способами или образовать отдельное одноэлементное
подмножество разбиения {a} и разбить X \ {a} на
k − 1 подмножество Sk−1

n−1 способами. Отсюда по пра-
вилу суммы Sk

n = Sk−1
n−1 + k · Sk

n−1. □

Теорема (О числах S2
n).

S2
n = 2n−1 − 1 при n ⩾ 2.

Доказательство. Отметим, что по рекуррентному
соотношению для числа Стирлинга второго рода для
k = 2 имеем:

S2
n = S1

n−1 + 2 · S2
n−1.

Также отметим, что S1
n = 1 при n ⩾ 1, так как суще-

ствует только одно разбиение множества из n элемен-
тов на одно подмножество.

Докажем,что S2
n = 2n−1 − 1, индукцией по числу

элементов n в множестве.
База индукции. Пусть n = 2. Тогда S2

2 = S1
1 + 2 ·

S2
1 = 1 + 2 · 0 = 1 = 22−1 − 1.
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Предположение индукции. Пусть утверждение вер-
но при любом k < n.

Шаг индукции. S2
n = S1

n−1+2 ·S2
n−1 = 1+2 ·(2n−2−

1) = 2n−1 − 1. □

Определение (Число Белла).
Пусть n ⩾ 0. Число всех неупорядоченных разбие-

ний множества мощности n называется числом Белла

и обозначается Bn, т.е. Bn =
n∑

k=0

Sk
n и B0 = 1.

Теорема (О рекуррентном соотношении для чис-
ла Белла).

Пусть n ⩾ 1. Тогда Bn =
n−1∑
k=0

Bk · Ck
n−1.

Доказательство. Пусть X — множество мощно-
сти n ⩾ 1. Зафиксируем некоторый элемент a ∈ X.
Пусть Y — элемент разбиения множества X, содер-
жащий элемент a, и пусть |Y \ {a}| = k. Тогда 0 ⩽
k ⩽ n− 1.

Множество X \ Y можно разбить Bn−k−1 способа-
ми. Число способов выбрать подмножество Y в мно-
жестве X равно Ck

n−1, так как один элемент a за-
ведомо лежит в множестве Y . Следовательно число
способов разбить множество X так, чтобы элемент
a принадлежал подмножеству мощности k + 1 равно
Ck

n−1 · Bn−k−1. Теперь утверждение теоремы следует
из правила суммы. □
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3. Свойства комбинаторных чисел

3.1. Свойства чисел сочетаний

Определение (Число размещений).
Число упорядоченных подмножеств мощности k в

множестве из n элементов называется числом разме-
щений из n по k и обозначается через Ak

n.

Теорема (О числе размещений).

Ak
n =

n!

(n− k)!
= n(n− 1) . . . (n− k + 1).

Доказательство. Справедливость теоремы следу-
ет из правила произведения. Пусть (x1, x2, . . . , xk) —
упорядоченная последовательность. Её построение осу-
ществляется за k шагов: 1-ым шагом выбираем эле-
мент x1 различными n способами. Второй элемент x2
выбираем n − 1 способами, и так далее. Последний
элемент xk можно выбрать n−k+1 различными спо-
собами. □

Теорема (О числе биекций).
Пусть X — множество мощности n. Тогда число

различных биекций f : X → X равно n!.

Доказательство. Пусть x1, x2, . . . , xn — элементы
множества X. Каждая биекция f : X → X задается
соответствием:

x1 x2 . . . xn
↕ ↕ . . . ↕

f(x1) f(x2) . . . f(xn)
,
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в котором все элементы f(x1), . . . , f(xn) различны.
Тогда каждая биекция однозначно определяется упо-
рядоченной последовательностью

(f(x1), f(x2), . . . , f(xn)).

Всего таких различных последовательностей по преды-
дущей теореме ровно An

n = n! штук. □

Замечание.
Задание биекции на множестве X мощности n эк-

вивалентно упорядочиванию элементов множества X.
Тогда число всевозможных упорядоченных множеств
мощности n равно n!.

Теорема (О числе сочетаний).

Ck
n =

n!

k! · (n− k)!
.

Доказательство. По определению Ck
n равно числу

подмножеств мощности k в множестве из n элементов.
Каждому из этих подмножеств соответствует k! упо-
рядоченных подмножеств. Следовательно , по прави-
лу произведения число упорядоченных подмножеств
мощности k в множестве из n элементов равно Ck

n ·k!.
С другой стороны эта величина равна Ak

n = n!
(n−k)! .

Отсюда получаем, что

Ck
n =

n!

k! · (n− k)!
.

□
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Теорема (Биномиальная формула).

(1 + t)n =
n∑

k=0

Ck
n · tk.

Доказательство. Докажем индукцией по числу n.
База индукции. Пусть n = 1. Тогда (1 + t)1 =

C0
1 + t · C1

1 .
Предположений индукции. Пусть утверждение тео-

ремы верно для любого k < n.
Шаг индукции.

(1 + t)n = (1 + t)n−1 · (1 + t) =

= (1 + C1
n−1t+ C2

n−1t
2 + . . .+ Cn−1

n−1 t
n−1) · (1 + t) =

= (1 + C1
n−1t+ C2

n−1t
2 + . . .+ Cn−1

n−1 t
n−1)+

+ (t+ C1
n−1t

2 + C2
n−1t

3 + . . .+ Cn−1
n−1 t

n) =

= 1+ t(C1
n−1+C0

n−1)+ t2(C2
n−1+C1

n−1)+ . . .+ tnCn−1
n−1

Используя рекуррентное соотношение для числа
сочетаний

Ck
n−1 + Ck−1

n−1 = Ck
n

и равенство
Cn−1

n−1 = 1 = Cn
n ,

получаем требуемое в условии теоремы соотношение.
□

Замечание.
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В общем случае

(a+ b)n = an
(
1 +

b

a

)n

=

= an ·
n∑

k=0

Ck
n ·
(
b

a

)k

=
n∑

k=0

Ck
n · an−k · bk.

Теорема (Свойства числа сочетаний).
Имеют место следующие соотношения:

1. Ck
n = Cn−k

n ,

2.
n∑

k=0

Ck
n = 2n,

3.
n∑

k=0

(−1)kCk
n = 0,

4. (Свёртка Вандермонда) Ck
n+m =

k∑
s=0

Cs
nC

k−s
m , m ⩾

k, n ⩾ k.

Доказательство. 1. Справедливость этого равен-
ства следует из теоремы 3.1 о числе сочетаний Ck

n.
2. Справедливость этого равенства следует из би-

номиальной формулы (теорема 3.1). В самом деле:

2n = (1 + 1)n =
n∑

k=0

Ck
n · 1k.

3. Справедливость этого равенства также следует
из биномиальной формулы аналогично предыдущему
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случаю. В самом деле:

0 = (1− 1)n =
n∑

k=0

Ck
n · (−1)k.

4. Для доказательства этого равенства вычислим
значение (1 + t)n+m двумя разными способами. С од-
ной стороны, по биномиальной формуле

(1 + t)n+m =
n+m∑
k=0

Ck
n+mt

k.

С другой стороны:

(1 + t)n+m = (1 + t)n · (1 + t)m =

=
n∑
l=0

C l
nt

l ·
m∑
s=0

Cs
mt

s = (1 + C1
nt+ C2

nt
2 + . . .+ Cn

n t
n)·

· (1 + C1
mt+ C2

mt
2 + . . .+ Cm

m tm)

Коэффициент при слагаемом tk после раскрытия
скобок равен сумме произведений вида C i

n · Cj
m, для

которых i+ j = k. Следовательно, коэффициент при

tk равен
k∑

s=0
Cs

n ·Ck−s
m . Сравнивая полученную величи-

ну с коэффициентом при tk в биномиальной формуле,
получаем требуемое равенство. □
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3.2. Свойства чисел Каталан

Определение (Путь Дика).
Путём Дика порядка n ∈ N называется непре-

рывный путь на координатной плоскости R2, начи-
нающийся в точке (0, 0), заканчивающийся в точке
(2n, 0), не опускающийся ниже прямой y = 0 и состо-
ящий из векторов (1, 1) и (1,−1).

Пример.
Ниже изображены примеры двух путей Дика по-

рядка 2 и одного пути Дика порядка 3.

0 1 2 3 4

1
2

0 1 2 3 4

1

0 1 2 3 4 5 6

1
2

Замечание.
Число различных путей Дика порядка n совпадает

с числом правильных скобочных структур порядка n.
В самом деле, существует естественная биекция меж-
ду путями Дика и правильными скобочными струк-
турами одинакового порядка. Эта биекция состоит в
сопоставлении участку (1, 1) пути Дика символа «(»
в правильной скобочной структуре, а участку (1,−1)
— символа «)».

Теорема (О числе Каталана).

Qn =
1

n+ 1
· Cn

2n.
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Доказательство. Найдём число различных путей
Дика порядка n. Отметим, что общее число путей
на координатной плоскости, начинающихся в (0, 0),
заканчивающихся в (2n, 0) и состоящих из векторов
(1, 1) и (1,−1), равно Cn

2n. Это следует из того, что
каждый такой путь составлен из 2n векторов, из ко-
торых ровно n являются векторами (1, 1), а оставши-
еся n — векторами (1,−1). Однако в общем случае
эти пути не являются путями Дика, так как могут
опускаться ниже прямой y = 0.

Найдём число «плохих» путей, то есть таких, ко-
торые пересекаются с прямой y = −1. Пусть γ — один
из таких «плохих» путей. Пусть A ∈ γ — точка пере-
сечения пути γ с прямой y = −1, имеющая наимень-
шую абсциссу (то есть координату по оси OX). Эта
точка A разбивает весь путь γ на два подпути: γ′, ко-
торый начинается в (0, 0) и заканчивается в A, и γ′′,
который начинается в A и заканчивается в (2n, 0).

Выполним преобразование пути γ, которое состо-
ит в том, что участок γ′′ отображается симметрично
относительно прямой y = −1. В результате такого
преобразования получим новый путь γ, который на-
чинается в (0, 0) и заканчивается в (2n,−2).

0 2n
A−1

γ′

γ′′

7→
0 2n

A−2

Заметим, что число всех возможных путей из (0, 0)
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в (2n,−2) совпадает с числом «плохих» путей из (0, 0)
в (2n, 0). Это следует из того, что описанное преобра-
зование γ 7→ γ является биекцией между этими путя-
ми.

Число путей из (0, 0) в (2n,−2) равно Cn+1
2n , так

как каждый такой путь составляется из n+1 вектора
(1,−1) и n−1 вектора (1, 1). Окончательно получаем,
что

Qn = Cn
2n − Cn+1

2n =
(2n)!

n! · n!
− (2n)!

(n+ 1)! · (n− 1)!
=

= Cn
2n · (1−

n

n+ 1
) =

1

n+ 1
· Cn

2n.

□

3.3. Мультимножества

Определение (Мультимножество).
Пусть X — множество мощности n, ν : X → N ∪

{0} и
∑
x∈X

ν(x) = k. Пара (X, ν) называется мульти-

множеством мощности k над множеством X. Зна-
чение ν(x) называется кратностью вхождения эле-
мента x в мультимножество (X, ν).

Пример.
Пусть X = {a1, a2, a3}. Мультимножеством мощ-

ности 3 является, например, набор элементов {a1, a1, a1},
при этом ν(a1) = 3, ν(a2) = 0 и ν(a3) = 0.
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Примером мультимножества мощности 6 служит
набор элементов

{a1, a2, a2, a3, a3, a3},

при этом ν(a1) = 1, ν(a2) = 2 и ν(a3) = 3.
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Замечание.
Можно рассматривать упорядоченные мультимно-

жества, которые характеризуются не только кратно-
стью вхождения элементов множества X, но и по-
рядком, в котором эти элементы образуют множе-
ство. Примерами различных упорядоченных мульти-
множеств мощности 5 над множеством {0, 1} являют-
ся наборы

(0, 0, 1, 1, 1) и (0, 1, 0, 1, 1).

Эти наборы совпадают, как мультимножества, но раз-
личаются, как упорядоченные мультимножества.

Обозначение.
Пусть X — множество мощности n. Через Mk

n бу-
дем обозначать число различных мультимножеств мощ-
ности k над множеством X.

Теорема (О числе мультимножеств).

Mk
n = Ck

n+k−1.

Доказательство. Пусть X = {x1, x2, . . . , xn}. На-
бор из таких n чисел

k1 = ν(x1), k2 = ν(x2), . . . , kn = ν(xn),

что
n∑

i=1

ki = k, однозначно задаёт мультимножество

мощности k. Следовательно число Ck
n равно числу

различных неотрицательных решений уравнения

k1 + k2 + . . .+ kn = k.
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Рассмотрим прямое произведение множеств Z2 =
{0, 1}, а именно

Zn+k−1
2 = Z2 × Z2 × . . .× Z2︸ ︷︷ ︸

n+k−1 раз

.

Сопоставим каждому решению (k1, k2, . . . , kn) урав-

нения
n∑

i=1

ki = k элемент из множества Zn+k−1
2 следу-

ющим образом:

(k1, k2, . . . , kn)←→
←→ (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k1

, 0, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k2

, 0, . . . , 0, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
kn

).

Тогда число решений уравнения совпадает с чис-
лом наборов длины n + k − 1, содержащих ровно k
единиц (и ровно n − 1 ноль). Каждый такой набор
можно построить, если выбрать k мест из n + k − 1,
на которые ставим единицы, а остальные места за-
полнить нулями. Значит число таких наборов равно
Ck

n+k−1. □

Замечание.
Число Mk

n совпадает с числом способов разложить
k одинаковых шаров по n различным ящикам. В са-
мом деле, каждое разложение шаров по ящикам за-
даётся такой последовательностью из n чисел k1, k2,

. . ., kn, что
n∑

i=1

ki = k. Число ki показывает, сколько
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шаров лежит в i-ом ящике. Из доказательства теоре-
мы следует, что число таких последовательностей в
точности равно Mk

n .

3.4. Полиномиальный коэффициент

Определение (Полиномиальный коэффици-
ент).

Пусть X — множество мощности n. Число упо-
рядоченных разбиений множества X на m подмно-
жеств мощностей k1, . . . , km называется полиномиаль-
ным коэффициентом и обозначается P k1,...,km

n .

Пример.
Пусть m = n, и пусть k1 = k2 = . . . = km = 1. То-

гда упорядоченное разбиение множества X мощности
n на столько же подмножеств мощности 1 — это упо-
рядочивание множества X. Следовательно P 1,...,1

n =
n!.

Пример.
Пусть X = {x1, . . . , xn}, и пусть m = 2. Тогда

любое упорядоченное разбиение множества X на два
подмножества однозначно определяется выбором пер-
вого подмножества разбиение. Второе подмножество
разбиения сдержит все оставшиеся элементы множе-
ства X. Следовательно P k1,k2

n = P k1,n−k1
n = Ck1

n .

Замечание.
Полиномиальный коэффициент P k1,...,km

n совпада-
ет с числом способов разложить n различных шаров
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(элементов множества X) по m различным ящикам
(упорядоченным подмножествам разбиения) так, что-
бы в i-ом ящике лежало ровно ki шаров.

Теорема (О числе упорядоченных мультимно-
жеств).

Пусть X = {x1, . . . , xn} — множество мощности n,
и пусть (X, ν) — такое мультимножество мощности k
над множеством X, что ν(xi) = ki. Тогда число таких
упорядоченных мультимножеств равно P k1,...,kn

k .

Доказательство. Рассмотрим n различных ящи-
ков, помеченных элементами множества X. Тогда каж-
дое упорядоченное мультимножество мощности k над
множеством X задает разложение k различных ша-
ров (помеченных числами 1, 2, . . . , k) по этим ящи-
кам. При этом, если элемент xi ∈ X стоит на j-ом
месте в упорядоченном мультимножестве, то шар с
номером j лежит в ящике с номером xi. Наоборот,
каждому разложению шаров по ящикам можно со-
поставить упорядоченное мультимножество. Следова-
тельно, число таких упорядоченных мультимножеств
совпадает с числом способов разложить k различных
шаров по n ящикам, то есть с величиной P k1,...,kn

k . □

Теорема (О полиномиальных коэффициентах).

P k1,...,km
n =

n!

k1! · . . . · km!
.

Доказательство. Построение упорядоченного раз-
биения множества мощности n на m подмножеств A1,
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. . ., Am мощностей k1, . . . , km соответственно осуществ-
ляется за m шагов.

1-ый шаг. Множество A1 мощности k1 можно вы-
брать Ck1

n различными способами.
2-ой шаг. Множество A2 мощности k2 можно вы-

брать из оставшихся элементов множества X \A1 раз-
личными Ck2

n−k1 способами.
...
m-ый шаг. Последнее множество Am мощности km

можно выбрать

Ckm
n−k1−k2−...−km−1

= Ckm
km

= 1

способом.
По правилу произведения получаем, что

P k1,...,km
n = Ck1

n ·C
k2
n−k1·. . .·C

km−1

n−k1−...−km−2
·Ckm

n−k1−...−km−1
=

=
n!

k1!(n− k1)!
· (n− k1)!

k2!(n− k1 − k2)!
· . . . ·

· (n− k1 − . . .− km−1)!

km!0!
=

n!

k1! . . . km!
.

□

Теорема (О сумме полиномиальных коэффици-
ентов). ∑

k1+...+km=n

P k1,...,km
n = mn,

где суммирование ведётся по всем целым неотрица-
тельным k1, . . . , km.
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Доказательство. В самом деле, величина P k1,...,km
n

совпадает с числом способов разложить n различных
шаров по m различным ящикам так, чтобы в них ле-
жало k1, . . . , km шаров соответственно. С другой сто-
роны, по правилу произведения, число mn совпадает с
общим числом способов разложить n различных ша-
ров по m различным ящикам. Теперь искомая фор-
мула следует из правила суммы. □

Теорема (Полиномиальная формула).

(x1 + . . .+ xm)
n =

∑
k1+...+km=n

P k1,...,km
n · xk11 . . . xkmm ,

где суммирование ведётся по всем целым неотрица-
тельным k1, . . . , km.

Доказательство. Коэффициент при xk11 . . . xkmm в
выражении (x1+ . . .+ xm)

n равен числу способов вы-
брать слагаемое x1 ровно k1 раз, слагаемое x2 ровно
k2 раз и так далее. Таким образом этот коэффици-
ент равен числу упорядоченных разбиений множества
из n множителей на m подмножеств, то есть числу
Ck1,...,km

n . □
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4. Принцип включения-исключе-
ния

Теорема (Формула включения-исключения).
Пусть X1, . . . , Xn — подмножества множества X.

Тогда ∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Xi

∣∣∣∣∣ = ∑
{i1,...,ik}⊆{1,...,n}

(−1)k+1

∣∣∣∣∣
k⋂

j=1

Xij

∣∣∣∣∣ ,
где суммирование берётся по всем k = 1, 2, . . . , n и
всем возможным непустым подмножествам мощности
k множества {1, . . . , n}.

Замечание.
В развёрнутом виде формула включения-исклю-

чения имеет вид:

|X1 ∪X2 ∪ . . . ∪Xn| =
n∑

i=1

|Xi| −
∑

1⩽i<j⩽n

|Xi ∩Xj|+

+
∑

1⩽i<j<k⩽n

|Xi ∩Xj ∩Xk| − . . .+

+ (−1)n+1|X1 ∩X2 ∩ . . . ∩Xn|.

Доказательство. Заметим, что:

1.
n∏

i=1

(1 − ai) = (1 − a1)(1 − a2) . . . (1 − an) = 1 +∑
{i1,...,ik}⊆{1,...,n}

(−1)kai1 . . . aik . Последнее равенство здесь
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получается раскрытием скобок и приведением подоб-
ных.

2. Если Y =
n⋂

i=1

Xi, то χY (x) =
n∏

i=1

χXi
(x) по тео-

реме 1.1 (пункт 1) о свойствах характеристической
функции.

3.
∑
x∈X

χX(x) = |X| по теореме 1.1 (пункт 4) о свой-

ствах характеристической функции.

4. Так как
n⋃

i=1

Xi =
n⋂

i=1

Xi, то
n⋃

i=1

Xi =
n⋂

i=1

Xi.

Пусть X̂ =
n⋃

i=1

Xi. Вычислим функцию χX̂(x):

χX̂(x) = χ n⋂
i=1

Xi

(x) = 1− χ n⋂
i=1

Xi

(x) =

= 1−
n∏

i=1

χXi
(x) = 1−

n∏
i=1

(1− χXi
(x)) =

= 1− (1+
∑

{i1,...,ik}⊆{1,...,n}

(−1)k ·χXi1
(x) · . . . ·χXik

(x)) =

=
∑

{i1,...,ik}⊆{1,...,n}

(−1)k+1 · χXi1
(x) · . . . · χXik

(x) =

=
∑

{i1,...,ik}⊆{1,...,n}

(−1)k+1 · χXi1
∩...∩Xik

(x).

Тогда
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|X̂| =
∑
x∈X

χX̂(x) =

=
∑
x∈X

∑
{i1,...,ik}⊆{1,...,n}

(−1)k+1 · χXi1
∩...∩Xik

(x) =

=
∑

{i1,...,ik}⊆{1,...,n}

(−1)k+1
∑
x∈X

χXi1
∩...∩Xik

(x) =

=
∑

{i1,...,ik}⊆{1,...,n}

(−1)k+1

∣∣∣∣∣
k⋂

j=1

Xij

∣∣∣∣∣ .
□

Определение (Беспорядок).
Перестановка σ ∈ Sn называется беспорядком, ес-

ли для ∀i ∈ {1, 2, . . . , n} выполняется σ(i) ̸= i.

Пример. Перестановка
(

1 2 3 4
2 1 4 3

)
является бес-

порядком, а перестановка
(

1 2 3 4
2 3 1 4

)
— нет.

Теорема (О числе беспорядков).

Число беспорядков dn в Sn равно n! ·
n∑

k=0

(−1)k
k! .

Доказательство. Для каждого i = 1, . . . , n поло-
жим

Xi = {σ ∈ Sn|σ(i) = i} ⊆ Sn.
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Тогда число беспорядков

dn = |Sn| −

∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Xi

∣∣∣∣∣ = n!−

∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Xi

∣∣∣∣∣ =
= n!−

 ∑
{i1,...,ik}⊆{1,...,n}

(−1)k+1

∣∣∣∣∣
k⋂

j=1

Xij

∣∣∣∣∣
 .

Заметим, что

k⋂
j=1

Xij = {σ ∈ Sn|σ(ij) = ij,∀j = 1, . . . , k}.

Следовательно∣∣∣∣∣
k⋂

j=1

Xij

∣∣∣∣∣ = (n− k)!

Тогда

∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Xi

∣∣∣∣∣ = ∑
{i1,...,ik}⊆{1,...,n}

(−1)k+1 · (n− k)! =

=
n∑

k=1

(−1)k+1 · Ck
n · (n− k)!

Следовательно
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dn = n!−
n∑

k=1

(−1)k+1 · Ck
n · (n− k)! =

= n!−
n∑

k=1

(−1)k+1 · n!

k!(n− k)!
· (n− k)! =

= n! ·

(
1−

n∑
k=1

(−1)k+1 · 1
k!

)
= n! ·

n∑
k=0

(−1)k

k!
.

□

Определение (Число Стирлинга 1-го рода).
Числом Стирлинга 1-го рода Dk

n называется чис-
ло различных сюръективных отображений из множе-
ства мощности n в множество мощности k.

Теорема (О числах Стирлинга первого рода).

Dk
n =

k∑
i=0

(−1)i · (k − i)n · C i
k.

Доказательство. Число различных сюръекций из
множества мощности n в множество мощности k сов-
падает с числом разложений n различных шаров по k
различным ящикам так, чтобы ни один ящик не был
пустым. Обозначим F — множество всех разложений
n различных шаров по k ящикам, и Fi — множество
всех разложений, при которых i-ый ящик пуст. Тогда
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искомое число сюръекций равно

|F | −

∣∣∣∣∣
k⋃

i=1

Fi

∣∣∣∣∣ .
По формуле включения-исключения∣∣∣∣∣

k⋃
i=1

Fi

∣∣∣∣∣ = ∑
{i1,...,im}⊆{1,...,k}

(−1)m+1

∣∣∣∣∣
m⋂
j=1

Fij

∣∣∣∣∣ .
Множество

m⋂
j=1

Fij состоит из таких разложений

шаров, при которых ящики с номерами i1, . . . , im пу-
сты, а остальные разложены произвольным образом.
Получаем ∣∣∣∣∣

m⋂
j=1

Fij

∣∣∣∣∣ = (k −m)n.

Тогда

|F |−

∣∣∣∣∣
k⋃

i=1

Fi

∣∣∣∣∣ = kn−
∑

{i1,...,im}⊆{1,...,k}

(−1)m+1·(k−m)n =

= kn−
k∑

i=1

(−1)i+1·C i
k ·(k−i)n =

k∑
i=0

(−1)i·(k−i)n·C i
k.

□
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Теорема (О числах Стирлинга второго рода).

Sk
n =

1

k!

k∑
i=0

(−1)i · (k − i)n · C i
k.

Доказательство. Число сюръекций из множества
мощности n в множество мощности k совпадает с чис-
лом способов разложить n различных шаров по k раз-
личным ящикам так, чтобы ни один ящик не был пу-
стым. По определению число Стирлинга второго рода
Sk
n равно числу разбиений множества мощности n на

k непустых подмножеств, то есть числу разложений n
различных шаров по k одинаковым ящикам. Искомая
формула следует и того, что Sk

n · k! = Dk
n. □
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5. Линейные рекуррентные соот-
ношения с постоянными коэф-
фициентами

Определение (Линейное рекуррентное соотноше-
ние).

Линейны рекуррентным соотношением порядка
k называется соотношение вида

an+k = c1 · an+k−1 + c2 · an+k−2 + . . .+ ck · an,

где ci ∈ C.

Определение (Решение линейного рекуррентно-
го соотношения).

Решением линейного рекуррентного соотношения

an+k =
k∑

i=1

ci · an+k−i

называется последовательность {a0, a1, a2, . . .}, ai ∈
C, все элементы которой удовлетворяют линейному
рекуррентному соотношению для любого n ∈ N∪{0}.

Пример.
Рассмотрим линейное рекуррентное соотношение

порядка 2
an+2 = 3an+1 − 2an.
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Его решением является следующая бесконечная
последовательность

{1, 2, 4, 8, 16, . . . , 2n, . . .}.

В самом деле, если an = 2n, то an+1 = 2n+1 и
an+2 = 2n+2. Тогда

2n+2 = an+2 = 3an+1 − 2an =

= 3 · 2n+1 − 2 · 2n = (6− 2) · 2n = 2n+2.

Получаем верное равенство для каждого n ⩾ 0.

Теорема (О линейности решений линейного ре-
куррентного соотношения).

Пусть последовательности {xs}∞s=0, {ys}∞s=0 явля-
ются решениями линейного рекуррентного соотноше-
ния

an+k =
k∑

i=1

ck · an+k−i.

тогда для любых α, β ∈ C последовательность {α ·
xs + β · ys}∞s=0 тоже является решением этого рекур-
рентного соотношения.

Доказательство. Так как {xs}∞s=0 является реше-
нием, то

xn+k −
k∑

i=1

ci · xn+k−i = 0,
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и так как {ys}∞s=0 является решением, то

yn+k −
k∑

i=1

ci · yn+k−i = 0.

Тогда

α · xn+k + β · yn+k −
k∑

i=1

ci · (α · xn+k−i + β · yn+k−i) =

= α·xn+k−
k∑

i=1

ci·α·xn+k−i+β ·yn+k−
k∑

i=1

ci·β ·yn+k−i =

= α ·

(
xn+k −

k∑
i=1

ci · xn+k−i

)
+

+ β ·

(
yn+k −

k∑
i=1

ci · yn+k−i

)
= α · 0 + β · 0 = 0.

□

Определение (Характеристический многочлен).

Характеристическим многочленом линейного ре-
куррентного соотношения

an+k =
k∑

i=1

ci · an+k−i

называется многочлен

F(λ) = λk − c1λ
k−1 − . . .− ck−1λ− ck.
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Теорема (О решениях линейного рекуррентного
соотношения кратности 1).

Пусть ρ — корень характеристического многочле-
на F(λ) линейного рекуррентного соотношения

an+k =
k∑

i=1

ci · an+k−i,

то есть F(ρ) = 0. Тогда последовательность

{1, ρ, ρ2, . . . , ρn, . . .} = {ρs}∞s=0

является решением этого рекуррентного соотношения.

Доказательство. В самом деле,

ρn+k −
k∑

i=1

ci · ρn+k−i = ρn ·

(
ρk −

k∑
i=1

ci · ρk−i
)

=

= ρn · F(ρ) = ρn · 0 = 0.

□

Теорема (О решениях линейного рекуррентного
соотношения).

Пусть ρ — корень кратности r ⩾ 0 характери-
стического многочлена F(λ) линейного рекуррентно-
го соотношения

an+k =
k∑

i=1

ci · an+k−i.
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Тогда для любого m ∈ {0, 1, . . . , r−1} последователь-
ность {sm ·ρs}∞s=0 является решением этого рекуррент-
ного соотношения.

Доказательство. Вычислим разность

(n+ k)m · ρn+k −
k∑

i=1

ci · (n+ k − i)m · ρn+k−i.

Положим c0 = −1, тогда эту разность можно за-
писать в виде

−ρn ·

(
k∑

i=0

ci · (n+ k − i)m · ρk−i
)
.

Воспользуемся биномиальной формулой

(n+ k − i)m =
m∑
j=0

Cj
m · (k − i)j · nm−j.

Тогда разность примет вид

− ρn ·

(
k∑

i=0

ci · ρk−i ·
m∑
j=0

Cj
m · nm−j · (k − i)k

)
=

= −ρn ·

(
m∑
j=0

Cj
m · nm−j ·

k∑
i=0

ci · (k − i)j · ρk−i
)

=

= ρn · nm ·

(
m∑
j=0

Cj
m · n−j · Pj(ρ)

)
,
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где

Pj(λ) = −
k∑

i=0

ci · (k − i)j · λk−i.

Заметим, что

P0(λ) = −
k∑

i=0

ci · λk−i = λk −
k∑

i=1

ci · λk−i = F(λ).

Так как ρ является корнем кратности r, то P0(λ) =
(λ− ρ)r ·Q0(λ) для некоторого многочлена Q0(λ).

Далее заметим, что Pj(λ) = λ · (Pj−1(λ))
′. Сле-

довательно Pj(λ) = (λ − ρ)r−j · Qj(λ) для некоторо-
го многочлена Qj(λ). Но тогда Pj(ρ) = 0 для всех
j ∈ {0, 1, . . . , r−1}. Следовательно исходная разность
равна 0 для любого m ∈ {0, 1, . . . , r − 1}. □

Теорема (Об общем виде решений линейного ре-
куррентного соотношения).

Пусть ρ1, . . . , ρk — различные корни характери-
стического многочлена F(λ) линейного рекуррентно-
го соотношения

an+k =
k∑

i=1

ci · an+k−i.

Тогда любое решение этого рекуррентного соотноше-
ния имеет вид

{α1 · ρs1 + . . .+ αk · ρsk}∞s=0,

при подходящих α1, . . . , αk ∈ C.
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Доказательство. Так как каждая из последова-
тельностей {ρsl }∞s=0, l = 1, . . . , k, является решением,
то и их линейная комбинация {α1 ·ρs1+ . . .+αk ·ρsk}∞s=0

тоже является решением.
Пусть есть решение {xs}∞s=0 = {x0, x1, . . .}. Пока-

жем, что тогда найдутся такие α1, . . . , αk ∈ C, что
xs = α1 · ρs1+ . . .+αk · ρsk. Для этого достаточно дока-
зать, что найдутся такие α1, . . . , αk, что

α1 + . . .+ αk = x0

α1 · ρ1 + . . .+ αk · ρk = x1
...
α1 · ρk−11 + . . .+ αk · ρk−1k = xk−1.

Хорошо известно, что

det


1 . . . 1
ρ1 . . . ρk
... ...

ρk−11 . . . ρk−1k

 =
∏

1⩽q<p⩽k

(ρp − ρq) ̸= 0.

Этот определитель называется определителем Ван-
дермонда. Следовательно система уравнений имеет
единственное решение. □

Замечание.
Если характеристический многочлен F(λ) имеет

корни ρ1, . . . , ρl кратностей r1, . . . , rl соответственно,
r1 + . . .+ rl = k, то любое решение линейного рекур-
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рентного соотношения порядка k имеет вид{
l∑

i=1

ri−1∑
m=0

ci,m · sm · ρsi

}∞
s=0

,

где ci,m ∈ C.

Пример.
Найдем решение рекуррентного соотношения

an+2 = an+1 + an,

задающего последовательность чисел Фибоначчи

{1, 1, 2, 3, 5, 8, . . .}.

Характеристический многочлен этого рекуррент-
ного соотношения имеет вид

F(λ) = λ2 − λ− 1.

Находим, что

ρ1 =
1 +
√
5

2
и ρ2 =

1−
√
5

2

являются его корнями.
Тогда общее решение рекуррентного соотношения

представляется в следующем виде:

xn = α ·

(
1 +
√
5

2

)n

+ β ·

(
1−
√
5

2

)n
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Неизвестные коэффициенты α, β найдем из усло-
вия: x0 = 1 и x1 = 1. Для этого запишем систему{

α + β = 1

α · 1+
√
5

2 + β · 1−
√
5

2 = 1
.

Решим её и получим числа

α =

√
5 + 1

2
√
5

, β =

√
5− 1

2
√
5

.

Подставим найденные числа α и β в общее реше-
ние рекуррентного соотношения и получим, что

xn =
1√
5

(1 +
√
5

2

)n+1

+

(
1−
√
5

2

)n+1
 .
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6. Производящие функции

6.1. Операции над производящими
функциями

Определение (Производящая функция).
Пусть {ai}∞i=0 — бесконечная числовая последова-

тельность. Производящей функцией для неё называ-
ется функция

A(s) = a0+a1 ·s+a2 ·s2+ . . .+an ·sn+ . . . =
∞∑
i=0

ai ·si.

Замечание.
Производящая функция является формальным сте-

пенным рядом. Значение A(s) при конкретном s как
правило не имеет смысла. Исключение составляет зна-
чение A(0), которое совпадает с первым элементом a0
исходной числовой последовательности.

Определение (Сумма и произведение производя-
щих функций).

Пусть A(s) =
∞∑
i=0

ai · si и B(s) =
∞∑
i=0

bi · si — две

производящие функции. Их суммой называется про-
изводящая функция

C(s) = A(s) +B(s) =
∞∑
i=0

(ai + bi) · si.
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Их произведением называется функция

D(s) = A(s) ·B(s) =
∞∑
i=0

(
i∑

j=0

aj · bi−j

)
· si.

Замечание.
Развёрнуто результат произведения двух произво-

дящих функций имеет вид:

A(s) ·B(s) = a0 · b0 + (a0 · b1 + a1 · b0) · s+
+ (a0 · b2 + a1 · b1 + a2 · b0) · s2 + . . . .

Теорема (Об обратной производящей функции
для произведения).

Пусть A(s) =
∞∑
i=0

ai · si — производящая функция,

a0 ̸= 0. Тогда существует единственная такая произ-

водящая функция B(s) =
∞∑
i=0

bi ·si, что A(s)·B(s) = 1.

Доказательство. Элементы числовой последова-
тельности {bi}∞i=0, задающей функцию B(s), строят-
ся однозначно по любой последовательности {ai}∞i=0,
удовлетворяющей условию теоремы. В самом деле,
коэффициент при s0 находится из условия

a0 · b0 = 1,

то есть b0 =
1
a0

.
Далее коэффициент при s1 находится из условия

a0 · b1 + a1 · b0 = 0,
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то есть b1 = −a1·b0
a0

. И так далее.
В общем случае коэффициент при sn находится из

условия

a0 · bn + a1 · bn−1 + . . .+ an−1 · b1 + an · b0 = 0,

то есть
bn = −a1 · bn−1 + . . .+ an · b0

a0
.

□

Определение (Подстановка производящей функ-
ции).

Пусть A(s) =
∞∑
i=0

ai · si и B(t) =
∞∑
t=0

bi · ti — две

производящие функции, причём b0 = 0. Тогда резуль-
татом подстановки функции B(t) в A(s) называется
производящая функция

C(t) = A(B(t)) =

= a0 +
∞∑
i=1

 i∑
j=1

aj ·

 ∑
k1+...+kj=i

bk1 · . . . bkj

 · ti.
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Замечание.
Развёрнуто результат подстановки имеет вид

A(B(t)) = a0 + a1 · (b1 · t+ b2 · t2 + . . .)+

+a2 ·(b1 ·t+b2 ·t2+ . . .)2+a3 ·(b1 ·t+b2 ·t2+ . . .)3+ . . . =

= a0 + t · (a1 · b1) + t2 · (a1 · b2 + a2 · b21)+
+ t3 · (a1 · b3 + a2 · (b1 · b2 + b2 · b1) + a3 · b31)+
+ t4 · (a1 · b4 + a2 · (a1 · b3 + b2 · b2 + b3 · b1)+

+ a3 · (b1 · b1 · b2+ b1 · b2 · b1+ b2 · b1 · b1) + a4 · b41) + . . .

Теорема (Об обратной производящей функции
для подстановки).

Пусть B(t) =
∞∑
i=0

bi · ti — производящая функция,

причём b0 = 0 и b1 ̸= 0. Тогда существуют единствен-

ные такие производящие функции A(s) =
∞∑
i=0

ai · si,

a0 = 0, и C(u) =
∞∑
i=0

ci · ui, c0 = 0, что A(B(t)) = t и

B(C(u)) = u.

Доказательство. Докажем, что элементы число-
вой последовательности {ai}∞i=0, задающей произво-
дящую функцию A(s), определены однозначно. По
условию a0 = 0.

Элемент a1 находится из условия

a1 · b1 = 1,

то есть a1 =
1
b1

.
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Элемент a2 находится из условия

a1 · b2 + a2 · b21 = 0,

то есть a2 = −a1·b2
b21

. И так далее.
Элемент an находится из условия

a1 · bn + . . .+ an · bn1 = 0,

то есть an = −a1·bn+...
bn1

, где на месте многоточия сто-
ит какая-то комбинация данных по условию теоремы
элементов b1, . . . , bn и уже найденных a2, . . . , an−1.

Доказательство существования и единственности
функции C(u) аналогично. □

6.2. Построение производящих функ-
ций

Пример.
Рассмотрим числовую последовательность

{1, 1, 1, . . .}

и соответствующую ей производящую функцию

G(s) = 1 + s+ s2 + s3 + . . . .

Заметим, что

G(s) · s = s+ s2 + s3 + s4 + . . . = G(s)− 1.
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Поэтому можно записать, что G(s) · (1 − s) = 1.
Следовательно

G(s) =
1

1− s
.

Здесь запись 1
1−s надо понимать как обозначение

производящей функции, которая обратна (относитель-
но операции произведения) функции G(s).

В справедливости равенства G(s)·(1−s) = 1 мож-
но убедиться непосредственно. В самом деле

G(s) · (1− s) = (1 + s+ s2 + s3 + . . .) · (1− s) =

= 1 + s · (1− 1) + s2 · (1− 1) + . . . = 1.

Теорема (О производящей функции для чисел
Фибоначчи).

Пусть {fi}∞i=0 — последовательность чисел Фибо-
наччи, то есть такая последовательность, что f0 =
f1 = 1 и fn+2 = fn+1 + fn для всех n ⩾ 0, и пусть

Φ(s) =
∞∑
i=0

fi · si — соответствующая производящая

функция. Тогда

Φ(s) =
1

1− s− s2
.

Доказательство. По определению

Φ(s) = 1 + s+ 2s2 + 3s3 + 5s4 + . . . .
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Тогда

Φ(s) · (s+ s2) = (s+ s2) + (s2 + s3) + (2s3 + 2s4)+

+ (3s4 + 3s5) + (5s5 + 5s6) + . . . =

= s+ 2s2 + 3s3 + 5s4 + 8s5 + . . . = Φ(s)− 1.

Получаем, что (s + s2) · Φ(s) = Φ(s) − 1. Отсюда
находим, что

Φ(s) =
1

1− s− s2
.

□

Определение (Производная и интеграл произво-
дящей функции).

Пусть A(s) =
∞∑
i=0

ai · si — производящая функция.

Её производной называется производящая функция

A′(s) =
∞∑
i=0

(i+ 1) · ai+1 · si.

Её интегралом называется производящая функ-
ция ∫

A(s) =
∞∑
i=1

ai−1
i
· si.

Замечание. Определения производной и интегра-
ла производящей функции естественны. В самом де-
ле, если

A(s) = a0 + a1 · s+ a2 · s2 + a3 · s3 + . . . ,
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то
A′(s) = a1 + 2 · a2 · s+ 3 · a3 · s2 + . . . ,∫

A(s) = a0 · s+
a1
2
· s2 + a2

3
· s3 + . . .

Замечание.
Справедливо

(∫
A
)′
(s) = A(s), но

(∫
A′
)
(s) ̸=

A(s). В последнем неравенстве слева стоит произво-
дящая функция, у которой по определению коэффи-
циент при s0 равен нулю, а справа это коэффициент
равен a0. Все остальные слагаемые у них совпадают.

Определение (Рациональная производящая функ-
ция).

Производящая функция A(s) называется рацио-
нальной, если существуют два таких многочлена P (s)
и Q(s), что

A(s) =
P (s)

Q(s)
.

Замечание.
Запись A(s) = P (s)

Q(s) означает, что A(s) · Q(s) =

P (s).

Теорема (О производящей функции для линей-
ных рекуррентных соотношений).

Пусть числовая последовательность {ai}∞i=0 явля-
ется решением линейного рекуррентного соотноше-
ния

an+k =
k∑

i=1

ci · an+k−i.
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Тогда производящая функция

A(s) =
∞∑
i=0

ai · si

для этой числовой последовательности рациональна.
Более того,

A(s) =
P (s)

Q(s)
,

где degQ(s) = k и degP (s) ⩽ k − 1.

Доказательство.

A(s) · (c1 · s+ c2 · s2 + . . .+ ck · sk) =
= (a0+a1 ·s+a2 ·s2+. . .)·(c1 ·s+c2 ·s2+. . .+ck ·sk) =

= c1a0s +c1a1s
2 + c1a2s

3 + . . . +c1ak−1s
k + . . .+

+c2a0s
2 + c2a1s

3 + . . . +c2ak−2s
k + . . .+

+ c3a0s
3 + . . . +c3ak−3s

k + . . .+
...

+cka0s
k + . . . =

= P (s) + A(s), где

P (s) = . . .− a0 − a1 · s− . . .− ak−1 · sk−1.

В частности, degP (s) ⩽ k − 1. Тогда

A(s) =
P (s)

−1 + c1 · s+ . . .+ ck · sk
.
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Выберем Q(s) = −1 + c1 · s + . . . + cl · sk, получим
degQ(s) = k. □

Замечание. Если производящая функция A(s) =
∞∑
i=0

ai ·si рациональна, A(s) = P (s)
Q(s) , и многочлены P (s)

и Q(s) взаимнопросты, то начиная с некоторого номе-
ра n элементы последовательности {ai}∞i=0 удовлетво-
ряют линейному рекуррентному соотношению

an+k = c1 · an+k−1 + . . .+ ck · an,

где k = degQ(s).

Теорема (О производящей функции для чисел
Каталана). Пусть C(s) — производящая функция для
чисел Каталана, то есть

C(s) =
∞∑
i=0

Qi · si.

Тогда

C(s) =
∞∑
i=0

1

i+ 1
· C i

2i · si.

Доказательство. Так как

C(s) = Q0 +Q1 · s+Q2 · s2 + . . . ,

то

C2(s) = Q2
0 + (Q0 ·Q1 +Q1 ·Q0) · s+

+ (Q0 ·Q2 +Q1 ·Q1 +Q2 ·Q0) · s2 + . . . =

= 1 +Q2 · s+Q3 · s2 + . . .
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Тогда

s · C2(s) = s+Q2 · s2 +Q3 · s3 + . . . = C(s)− 1.

Получаем, что

s · C2(s)− C(s) + 1 = 0.

Находим, что тогда

C(s) =
1−
√
1− 4 · s
2 · s

.

Необходимо разложить функцию C(s) по степе-
ням s. Для этого сначала разложим функцию f(x) =√
1 + x в ряд Тейлора в окрестности x = 0

f(x) = f(0) + f ′(0) · x+
f ′′(0)

2
· x+

f ′′′(0)

6
· x3 + . . . .

Непосредственно вычисляем, что f(0) = 1, f ′(0) =
1
2 , f

′′(0) = −1
4 , f

′′′(0) = 3
8 и так далее. В общем случае

f (n)(0) = (−1)n+1 · (2n− 3)!!

2n
.

Тогда

√
1 + x = 1 +

x

2
+
∞∑
i=2

1

i!
· (−1)i+1 · (2i− 3)!!

2i
· xi.

63



Далее

−
√
1− 4 · s = −1− −4 · s

2
−

−
∞∑
i=2

(−1)i+1 · (2i− 3)!!

i! · 2i
· (−4 · s)i =

= −1 + 2 · s+
∞∑
i=2

2i · (2i− 3)!!

i!
· si.

Тогда

C(s) = 1 +
∞∑
i=2

2i−1 · (2i− 3)!!

i!
· si−1 =

= 1 +
∞∑
i=1

2i · (2i− 1)!!

(i+ 1)!
· si.

Заметим, что

2i · (2i− 1)!!

(i+ 1)!
=

2i · (2i− 1)!! · i!
(i+ 1)! · i!

=

=
(2i)!

i! · i! · (i+ 1)
= C i

2i ·
1

i+ 1
.

Окончательно получаем

C(s) = 1 +
∞∑
i=1

1

i+ 1
· C i

2i · si =
∞∑
i=0

1

i+ 1
· C i

2i · si.

□
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7. Разбиения и диаграммы Юнга

Обозначение.
pn — число неупорядоченных разбиений числа n

на натуральные слагаемые.
pkn — число разбиений числа n на слагаемые, каж-

дое из которых не превосходит k.
p=k
n — число разбиений числа n на слагаемые, каж-

дое из которых равно k.

Замечание.
Величина pn совпадает с числом диаграмм Юнга

порядка n. Фактически, диаграммы Юнга представ-
ляют собой способ графического изображения неупо-
рядоченных разбиений натуральных чисел. Ниже при-
ведён пример диаграммы Юнга порядка 9, соответ-
ствующей разбиению 9 = 4 + 3 + 1 + 1.

Пример.
Выпишем начальный фрагмент таблицы значений

величины pn для n ∈ {0, . . . , 6}.

n 0 1 2 3 4 5 6
pn 1 1 2 3 5 7 11
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Нарисовать все возможные диаграммы Юнга для каж-
дого из перечисленных значений n читателю предла-
гается самостоятельно.

Теорема (О числе разбиений на не более, чем k
слагаемых). Число неупорядоченных разбиений чис-
ла n на не более, чем k слагаемых равно pkn.

Доказательство. Обозначим p̃kn число разбиений
числа n на не более, чем k слагаемых. Геометрически
величина p̃kn совпадает с числом различных диаграмм
Юнга порядка n, состоящих из не более, чем k строк.
Величина pkn совпадает с числом различных диаграмм
Юнга порядка n, каждая строка которых имеет длину
не более, чем k.

Существует естественная биекция между диаграм-
мами Юнга первого типа (содержащих не более k строк)
и диаграммами Юнга второго типа (в которых каж-
дая строка не длиннее k). Эта биекция состоит в диа-
гональной симметрии.

7−→

Следовательно p̃kn = pkn. □

Замечание.
Из предыдущей теоремы следует, что число раз-

личных разложений n одинаковых шаров по k одина-
ковым ящикам совпадает с величиной pkn.
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Обозначение.
P (s) =

∞∑
i=0

pn · sn — производящая функция для

последовательности {pn}∞n=0.

Pk(s) =
∞∑
i=0

pkn · sn — производящая функция для

последовательности {pkn}∞n=0.

P=k(s) =
∞∑
i=0

p=k
n ·sn — производящая функция для

последовательности {p=k
n }∞n=0.

Теорема (О производящей функции P=k(s)).

P=k(s) =
1

1− sk
.

Доказательство. Заметим, что

p=k
n =

{
1, если k|n
0, иначе

.

Следовательно

P=k(s) = 1 + sk + s2k + s3k + . . . .

Но

1 + s+ s2 + s3 + s4 + . . . =
1

1− s
.

Следовательно

P=k(s) =
1

1− sk
.

□
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Теорема (О производящей функции Pk(s)).

Pk(s) = P=1(s) · P=2(s) . . . · P=k(s) =
k∏

n=1

1

1− sn
.

Доказательство.

P=1(s) · P=2(s) . . . · P=k(s) =

=
1

1− s
· 1

1− s2
· . . . · 1

1− sk
=

= (1+s+s2+. . .)·(1+s2+s4+. . .)·. . .·(1+sk+s2k+. . .).

После раскрытия скобок каждое слагаемое полу-
ченной суммы имеет вид sa1 · s2a2 · . . . · skak . Поэто-
му после приведения подобных коэффициент перед
sn равен числу способов представить число n в виде

n = a1 + 2a2 + 3a3 + . . .+ kak =

= 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
a1

+2 + . . .+ 2︸ ︷︷ ︸
a2

+ . . .+ k + . . .+ k︸ ︷︷ ︸
ak

.

Это в точности число диаграмм Юнга порядка n,
каждая строка которых не превосходит k. □

Теорема (О производящей функции P (s)).

P (s) =
∞∏
k=1

1

1− sk
.

Доказательство. Очевидно. □
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Обозначение.
pon — число разбиений числа n на нечётные слага-

емые (o — odd).
pdn — число разбиений числа n на различные сла-

гаемые (d — distinct).

Пример. Прямым перебором вычислим po7 = 5:

7 = 7

= 5 + 1 + 1

= 3 + 3 + 1

= 3 + 1 + 1 + 1 + 1

= 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

Аналогичным образом вычислим pd7 = 5:

7 = 7

= 6 + 1

= 5 + 2

= 4 + 3

= 4 + 2 + 1

Теорема (О числах pon и pdn).

pon = pdn для всех n ∈ N.

Доказательство. Пусть Po(s) =
∞∑
n=0

pon · sn — про-

изводящая функция для последовательности {pon}∞n=0,
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и пусть Pd(s) =
∞∑
n=0

pdn · sn — производящая функция

для последовательности {pdn}∞n=0. Заметим, что

Po(s) =
1

1− s
· 1

1− s3
· 1

1− s5
· . . . ,

Pd(s) = (1 + s) · (1 + s2) · (1 + s3) · (1 + s4) · . . . .
Тогда

Po(s) =
1

1− s
· 1

1− s3
· 1

1− s5
· . . . =

=
1

1− s
· 1− s2

1− s2
· 1

1− s3
· 1− s4

1− s4
· 1

1− s5
· 1− s6

1− s6
· . . . =

=
(1− s2) · (1− s4) · (1− s6) · . . .
(1− s) · (1− s2) · (1− s3) · . . .

=

= (1 + s) · (1 + s2) · (1 + s3) · . . . = Pd(s).

□

Замечание.
Существует геометрическая биекция между мно-

жеством разбиений числа n на нечётные слагаемые
и множеством разбиений этого числа на различные
слагаемые. Эта биекция называется «биекцией Силь-
вестра». Опишем её на примере. Пусть зафиксировано
разбиение числа 23 на нечётные слагаемые

23 = 7 + 5 + 5 + 3 + 1 + 1 + 1.

Изобразим диаграмму Юнга, соответствующую это-
му разбиению, но выровненную не по левому краю
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(как мы рисовали ранее), а по центру (см. рисунок
слева). Это можно сделать из-за нечётности слагае-
мых, использующихся в разбиении.

7−→

Построим новую диаграмму Юнга, образовав стро-
ки из участков, покрашенных одним цветом (см. ри-
сунок справа). В результате получим разбиение

23 = 10 + 6 + 4 + 2 + 1,

состоящее из различных слагаемых.

Теорема (Пентагональная теорема Эйлера).

∞∏
k=1

(1− sk) = 1 +
∞∑
k=1

(−1)k · (s
k(3k−1)

2 + s
k(3k+1)

2 ).

Доказательство. Заметим, что

(1− s) · (1− s2) · (1− s3) · (1− s4) · . . . =
= 1−s−s2+s5+s7−s12−s15+s22+s26−s35−s40+. . . ,

при этом коэффициент перед sn равен числу разби-
ений числа n на различные слагаемые, посчитанных
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с учётом знака: разбиение берётся со знаком «+», ес-
ли число слагаемых разбиения чётно, и со знаком «-»,
если нечётно.

Построим отображение между множеством разби-
ений на чётное и на нечётное число различных сла-
гаемых. Пусть зафиксировано некоторое разбиение,
и пусть y — соответствующая ему диаграмма Юнга.
Сопоставим этой диаграмме три числа: d(y) — мак-
симальная длина диагонали, образованной концами
строк диаграммы y, h(y) — высота диаграммы y, то
есть число слагаемых в разбиении, l(y) — длина мини-
мальной (самой последней) строки диаграммы y. На
рисунке слева изображён пример диаграммы Юнга,
для которой d(y) = 3 (элементы, образующие диаго-
наль закрашены), h(y) = 4 и l(y) = 4.

Отображение устроено следующим образом. Если
для диаграммы Юнга y выполняется d(y) < l(y), то
отрезаем диагональ длины d(y) и приставляем её к
диаграмме снизу. На рисунке справа изображён ре-
зультат для предыдущего примера. В результате по-
лучим новую диаграмму Юнга y′, для которой d(y′) ⩾
d(y), h(y′) = h(y) + 1 и l(y′) = d(y) < l(y). Ес-
ли же для исходной диаграммы Юнга y выполняется
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d(y) > l(y), то выполняем обратное преобразование,
которое состоит в отрезании нижней строки и добав-
лении по одному элементу к каждой из строк, начи-
ная сверху. В результате получим новую диаграмму
Юнга y′, для которой d(y′) = d(y), h(y′) = h(y)− 1 и
l(y′) > l(y).

Таким образом определена инволюция (отображе-
ние порядка 2) на множестве диаграмм, к которым
применимо описанное преобразование. Причём эта ин-
волюция каждому разбиению на нечётное число сла-
гаемых сопоставляет разбиение на чётное число сла-
гаемых, и наоборот. Вклад этих разбиений в коэффи-
циент при sn сокращается.

Получается, что коэффициент при sn равен чис-
лу диаграмм Юнга порядка n, к которым описанное
выше преобразование не применимо, то есть числу
таких диаграмм y, для которых h(y) = d(y) и либо
l(y) = d(y), либо l(y) = d(y) + 1. Ниже на рисунке
изображены примеры двух таких диаграмм.

Диаграммы первого типа (для которых l(y) = d(y))
содержат h2 + h·(h−1)

2 элементов, то есть задают раз-
биение числа h·(3h−1)

2 . Диаграммы второго типа (для
которых l(y) = d(y)+1) содержат h2+ h·(h+1)

2 элемен-
тов, то есть задают разбиение числа h·(3h+1)

2 . Таким
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образом, коэффициент при sn в выписанном в самом
начале разложении вычисляется следующим образом:
он равен (−1)k, если n = k(3k±1)

2 , а во всех остальных
случаях он равен нулю. □

Теорема (О рекуррентной формуле для числа раз-
биений).

pn =
∞∑
k=1

(−1)k+1 · (p
n−k(3k−1)

2
+ p

n−k(3k+1)
2

),

где pn = 0 при всех n < 0.

Доказательство. Пусть P (s) =
∞∑
n=0

pn · sn — про-

изводящая функция для последовательности {pn}∞n=0.
Ранее доказали, что, во-первых,

P (s) =
1

∞∏
k=1

(1− sk)
,

и, во-вторых,

∞∏
k=1

(1− sk) = 1 +
∞∑
k=1

(−1)k · (s
k(3k+1)

2 + s
k(3k−1)

2 ).

Тогда( ∞∑
n=0

pn · sn
)
·

(
1 +

∞∑
n=1

(−1)k · (s
k(3k+1)

2 + s
k(3k−1)

2 )

)
= 1.
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Следовательно

pn +
∞∑
k=1

(−1)k · (p
n−k(3k−1)

2
+ p

n−k(3k+1)
2

) = 0.

□

Пример. Выпишем несколько первых пар чисел,
задающих соседние степени в пентагональной теореме
Эйлера:

(1, 2), (5, 7), (12, 15), (22, 26), . . .

Считая, что значения p0 = 1, p1 = 1, p2 = 2, p3 =
3, p4 = 5, p5 = 7 известны, вычислим несколько сле-
дующих значений:

p6 = p5 + p4 − p1 = 7− 5− 1 = 11,
p7 = p6 + p5 − p2 − p0 = 11 + 7− 2− 1 = 15,
p8 = p7 + p6 − p3 − p1 = 15 + 11− 3− 1 = 22,
p9 = p8 + p7 − p4 − p2 = 22 + 15− 5− 2 = 30.
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8. Практикум

Этот раздел посвящён решениям задач. Все за-
дачи, рассматриваемые здесь, обладают одной общей
темой — они связаны с разложениями шаров по ящи-
кам.

Задача 1.
Сколькими способами можно разложить 12 оди-

наковых шаров по 4 различным ящикам?

Решение. То, что шары одинаковые означает, что
при разложении важно количество шаров в каждом
ящике, но какие именно шары для этого используют-
ся — не важно. Расположим все 12 шаров в ряд. То-
гда достаточно вставить три перегородки между ни-
ми. Изобразим это на рисунке так:

При этом самая левая группа из трёх шаров по-
мещается в первый ящик, вторая группа из четырёх
шаров — во второй, третья группа из четырёх ша-
ров — в третий, а последняя (самая правая) группа
из одного шара помещается в четвёртый ящик. Если
две перегородки поставить рядом, то соответствую-
щий ящик считается пустым. Такую расстановку пе-
регородк между шарами удобно записывать в виде
последовательности длины 15, состоящей из 12 нулей
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(шаров) и 3 единиц (перегородок). Например, после-
довательность, соответствующая рисунку, выглядит
следующим образом:

(0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0).

Задача о нахождении числа способов разложить
12 одинаковых шаров по 4 различным ящикам сводит-
ся к задаче нахождения числа последовательностей
длины 15, состоящих ровно из 12 нулей и 3 единиц.
Чтобы построить одну такую последовательность до-
статочно выбрать 3 места из 15, на которые поместить
по единице, а все остальные места последовательно-
сти заполнить нулями. Число таких последовательно-
стей совпадает с количеством способов выбрать под-
множество мощности 3 в множестве из 15 элементов.
Это в точности число сочетаний

C3
15 =

15!

3! · 12!
= 455.

Ответ. 455.

Задачу 1 можно решить иначе. Из замечания по-
сле теоремы о числе мультимножеств на стр. 32 сле-
дует, что число способов разложить k одинаковых ша-
ров по n различным ящикам совпадает с числом раз-
личных мультимножеств мощности k над множеством
мощности n. Поэтому число способов разложить 12
одинаковых шаров по 4 различным ящикам равно

M 12
4 = C12

12+4−1 = C3
15 = 455.
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Задача 2.
Сколькими способами можно разложить 8 одина-

ковых шаров по 4 одинаковым ящикам?

Решение. Исходные данные задачи невелики, по-
этому правильный ответ можно получить прямым пе-
ребором. Однако гораздо более полезным будет про-
демонстрировать общий подход, который можно ис-
пользовать при решении задач такого типа. Чем боль-
ше число ящиков, тем более трудоёмким является ре-
ализация этого подхода, но, по крайней мере, это все-
гда можно сделать.

Как следует из замечания после теоремы о числе
разбиений на не более, чем k слагаемых на стр. 66,
требуется вычислить значение p48. Это число является
коэффициентом перед s8 в производящей функции

P4(s) =
1

(1− s) · (1− s2) · (1− s3) · (1− s4)
.

Наша цель состоит в том, чтобы построить рекур-
рентную формулу для вычисления чисел p4n, то есть
коэффициентов производящей функции P4(s). Снача-
ла вычислим

(1− s) · (1− s2) · (1− s3) · (1− s4) =

= (1− s− s2 + s3) · (1− s3 − s4 + s7) =

= 1− s− s2 + 2s5 − s8 − s9 + s10.

Тогда, так как

P4(s) · (1− s) · (1− s2) · (1− s3) · (1− s4) = 1,
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то

(1 + p41 · s+ p42 · s2 + p43 · s3 + . . .)·
· (1− s− s2 + 2s5 − s8 − s9 + s10) = 1.

Раскрывая скобки в левой части этого равенства и
приводя подобные, находим, что коэффициент перед
sn имеет вид

p4n − p4n−1 − p4n−2 + 2p4n−5 − p4n−8 − p4n−9 + p4n−10.

Так как справа стоит 1, то значит этот коэффици-
ент равен 0 при n ⩾ 1. Это даёт нам искомое рекур-
рентное соотношение

p4n = p4n−1 + p4n−2 − 2p4n−5 + p4n−8 + p4n−9 − p4n−10.

Начальные условия: p40 = 1 и p4k = 0 при k < 0.
Теперь, используя полученное рекуррентное соот-

ношение, вычислим последовательно все значения p41,
p42, . . ., p48:

p41 = 1,
p42 = p41 + 1 = 2,
p43 = p42 + p41 = 2 + 1 = 3,
p44 = p43 + p42 = 3 + 2 = 5,
p45 = p44 + p43 − 2 = 5 + 3− 2 = 6,
p46 = p45 + p44 − 2 · p41 = 6 + 5− 2 = 9,
p47 = p46 + p45 − 2 · p42 = 9 + 6− 4 = 11,
p48 = p47 + p46 − 2 · p43 + 1 = 11 + 9− 6 + 1 = 15.

Ответ. 15.
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Задача 3.
Сколькими способами можно разложить 6 различ-

ных шаров по 3 одинаковым ящикам?

Решение. Так как шары считаются различными,
то для удобства будем считать, что все они прону-
мерованы числами от 1 до 6. Все ящики одинаковы,
поэтому требуется найти число способов разбить это
множество чисел на 3 подмножества (возможно пу-
стых). Число способов разбить множество мощности
n = 6 на k непустых подмножеств — это в точно-
сти число Стирлинга второго рода Sk

6 . Поэтому общее
число способов разложить 6 различных шаров по 3
одинаковым ящикам совпадает с суммой

S1
6 + S2

6 + S3
6 .

Из определения числа Стирлинга второго рода на
стр. 19 следует, что S1

6 = 1, а из теоремы о числах S2
n

на стр. 20, что

S2
6 = 26−1 − 1 = 25 − 1 = 32− 1 = 31.

С помощью рекуррентного соотношения для чис-
ла Стирлинга второго рода находим, что

S3
6 = S2

5 + 3 · S3
5 =

= 25−1 − 1 + 3 · (S2
4 + 3 · S3

4) =

= 15 + 3 · (24−1 − 1) + 9 · (S2
3 + 3 · S3

3) =

= 15 + 3 · 7 + 9 · (23−1 − 1) + 27 · 1 = 90.
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Таким образом, число способов разложить 6 различ-
ных шаров по 3 одинаковым ящикам равно 1 + 31 +
90 = 122.

Ответ. 122.

Задача 4.
Сколькими способами можно разложить 12 раз-

личных шаров по 4 различным ящикам?

Решение. Для каждого из 12 шаров существует ров-
но 4 разных способа положить его в ящик. Один шар
можно положить либо в первый, либо во второй, либо
в третий, либо в четвёртый ящик. Все шары различ-
ны, следовательно по правилу произведения получа-
ем, что общее число способов разложить 12 различ-
ных шаров по 4 различным ящикам равна

412 = 16 777 216.

Ответ. 16 777 216.

Задача 5.
Сколькими способами можно разложить 6 белых

и 8 чёрных шара по 6 различным ящикам?

Решение. Сначала найдём отдельно число спосо-
бов разложить 6 белых шаров по 6 различным ящи-
кам, и число способов разложить 8 чёрных шаров по
6 различным ящикам.
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Шары одного цвета считаются одинаковыми. Ис-
пользуем решение задачи 1. Находим число способов
вставить 5 перегородок между 6 шарами, и поэтому
число способов разложить 6 белых шаров по 6 ящи-
кам равно N1 = C5

11. Аналогично, чтобы разложить
8 чёрных шаров по 6 ящикам, найдём число способов
вставить 5 перегородок между 8 шарами, и получим
N2 = C5

13.
Разложения белых и чёрных шаров по ящикам

независимы. Следовательно, по правилу произведе-
ния, число способов разложить 6 белых и 8 чёрных
шаров по 6 различным ящикам равно

N1 ·N2 = C5
11 · C5

13 =
11!

5! · 6!
· 13!

5! · 8!
= 84 942.

Ответ. 84 942.

Задача 6.
Сколькими способами можно разложить 6 белых

и 8 чёрных шара по 13 различным ящикам так, чтобы
ни один ящик не оказался пустым?

Решение. Заметим, что общее число шаров 6 + 8
на 1 больше числа ящиков. Поэтому, если все шары
разложены так, что ни один ящик не пуст, то во всех
ящиках, кроме одного, лежит по одному шару, а в
одном ящике — два шара. Рассмотрим три случая в
зависимости от того, какие цвета имеют эти два шара.

Случай 1. В ящике лежат два белых шара. Тогда
во всех остальных 12-ти ящиках лежат 4 белых шара
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и 8 чёрных шаров. Так как каждое такое разложе-
ние однозначно задаётся выбором четырёх ящиков, в
которые кладутся белые шары (а во все остальные
ящики — чёрные), то число таких разложений сов-
падает с числом сочетаний C4

12. Так как в качестве
ящика, в который положены два белых шара, можно
выбрать один из 13-ти различных ящиков, то общее
число способов разложить 6 белых и 8 чёрных шара
по 13 различным ящикам так, чтобы ни один ящик не
оказался пустым и в одном из них лежали два белых
шара равно 13 · C4

12.
Случай 2. В ящике лежат два чёрных шара. Ана-

логично предыдущему случаю, оставшиеся шары мож-
но разложить по 12-ти различным ящикам ровно C6

12

способами (так как достаточно разложить 6 белых
шаров, а во все остальные ящики положить чёрные).
Тогда, общее число способов разложить 6 белых и 8
чёрных шара по 13 различным ящикам так, чтобы
ни один ящик не оказался пустым и в одном из них
лежали два чёрных шара равно 13 · C6

12.
Случай 3. В ящике лежит один белый и один чёр-

ный шар. Аналогично предыдущим двум случаям, чис-
ло способов разложить оставшиеся шары по 12-ти раз-
личным ящикам равно C5

12 (так как достаточно раз-
ложить 5 белых шаров по 12 различным ящикам, а
во все остальные положить по одному чёрному ша-
ру). Тогда, общее число способов разложить 6 белых
и 8 чёрных шара по 13 различным ящикам так, чтобы
ни один ящик не оказался пустым и в одном из них
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лежали чёрный и белый шар равно 13 · C5
12.

Заметим, что среди разложений шаров во всех трёх
случаях нет одинаковых. Следовательно, по правилу
суммы, число способов разложить 6 белых и 8 чёрных
шаров по 13 различным ящикам так, чтобы ни один
ящик не оказался пустым, равно

13 · C4
12 + 13 · C6

12 + 13 · C5
12 = 28 743.

Ответ. 28 743.

Задача 7.
Сколькими способами можно разложить 25 оди-

наковых шаров по 6 различным ящикам так, чтобы в
каждом ящике оказалось не менее двух шаров?

Решение. Положим в каждый ящик по два шара.
После этого останется 13 одинаковых шаров, кото-
рые можно произвольным образом раскладывать по
6 ящикам. Тогда число способов разложить 25 оди-
наковых шаров по 6 различным ящикам так, чтобы
в каждом ящике оказалось не менее двух шаров, сов-
падает с числом способов разложить 13 одинаковых
шаров по 6 ящикам. Аналогично решению задачи 1,
это число совпадает с числом различных последова-
тельностей длины 18, состоящих из 5 единиц (пере-
городок) и 13 нулей (шаров). Число таких последова-
тельностей совпадает с числом сочетаний

C5
18 =

18!

5! · 13!
= 8 568.
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Ответ. 8 568.

Задача 8.
Сколькими способами можно разложить 25 оди-

наковых шаров по 6 различным ящикам так, чтобы в
каждом ящике оказалось не более пяти шаров?

Решение. Положим в каждый ящик по 5 шаров
(максимальное возможное количество). Для этого по-
требуется 30 шаров. По условию задачи даны лишь 25
шаров, поэтому искомое число разложений совпада-
ет с числом способов вынуть 5 шаров из 6 ящиков.
Так как в каждом ящике уже лежит по 5 шаров, то
вынимать мы их можем произвольным образом.

Отметим, что число способов вынуть 5 шаров из
6 ящиков совпадает с числом способов разложить 5
шаров по 6 ящикам (вынимание шара — это добавле-
ние шара, уничтожающего один из лежащих в ящи-
ке). Поэтому число способов разложить 25 одинако-
вых шаров по 6 различным ящикам так, чтобы в каж-
дом ящике оказалось не более пяти шаров совпадает
с числом способов разложить 5 одинаковых шаров по
6 различным ящикам. Аналогично решению задачи
1, это число совпадает с числом последовательностей
длины 10, состоящих из 5 нулей (шаров) и 5 единиц
(перегородок). Число таких последовательностей —
это в точности число сочетаний

C5
10 =

10!

5! · 5!
= 252.
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Ответ. 252.

Задача 9.
Сколькими способами можно разложить 25 оди-

наковых шаров по 6 различным ящикам так, чтобы
оказалось не более двух пустых ящиков?

Решение. Рассмотрим три случая в зависимости
от того, сколько остаётся пустых ящиков после раз-
ложения всех шаров.

Случай 1. Пустых ящиков не остаётся. Найдём
число способов разложить 25 одинаковых шаров по
6 различным ящикам так, чтобы в каждом из них
был хотя бы один шар. Аналогично решению задачи
7, поместим в каждый ящик по одному шару. После
этого останется 19 шаров, которые по 6 ящикам мож-
но раскладывать произвольным образом. Аналогич-
но решению задачи 1, число способов разложить 19
одинаковых шаров по 6 различным ящикам совпадает
с числом различных последовательностей длины 24,
состоящих из 19 нулей (шаров) и 5 единиц (перего-
родок). Число таких последовательностей совпадает
с числом сочетаний C5

24. Получаем, что число спосо-
бов разложить 25 одинаковых шаров по 6 различным
ящикам так, чтобы в каждом из них был хотя бы один
шар, равно C5

24.
Случай 2. Остаётся ровно один пустой ящик. Сна-

чала будем считать, что пустым остаётся первый ящик.
Найдём число способов разложить 25 одинаковых ша-
ров по 5 различным ящикам (по всем, кроме первого)
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так, чтобы в каждом из них был хотя бы один шар.
Аналогично случаю 1, кладём по одному шару в каж-
дый ящик, а оставшиеся 20 шаров раскладываем по 5
ящикам произвольным образом. Число способов сде-
лать это равно C4

24.
В качестве пустого ящика можно выбрать один из

6, следовательно по правилу произведения (теорема
1.2), число способов разложить 25 одинаковых ша-
ров по 6 различным ящикам так, чтобы остался ровно
один пустой ящик, равно 6 · C4

24.
Случай 3. Остаётся ровно два пустых ящика. Сна-

чала будем считать, что пустыми остаются первый и
второй ящики. Найдём число способов разложить 25
шаров по 4 ящикам так, чтобы в каждом из них был
хотя бы один шар. Аналогично случаям 1 и 2, кла-
дём по одному шару в каждый ящик, а оставшийся
21 шар раскладываем по 4 ящикам произвольным об-
разом. Число способов сделать это равно C3

24.
В качестве пустых ящиков можно выбрать любые

2 ящика из 6. Число способов выбрать два этих ящика
в точности равно числу сочетаний C2

6 . Следовательно
по правилу произведения, число способов разложить
25 одинаковых шаров по 6 различным ящикам так,
чтобы осталось ровно два пустых ящика, равно C2

6 ·
C3

24.
Заметим, что среди разложений во всех трёх слу-

чаях нет одинаковых. Следовательно по правилу сум-
мы (теорема 1.2), общее число способов разложить 25
одинаковых шаров по 6 различным ящикам так, что-
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бы оказалось не более двух пустых ящиков, равно

C5
24 + 6 · C4

24 + C2
6 · C3

24 = 136 620.

Ответ. 136 620.

Задача 10.
Найти коэффициент при x50 в многочлене

(1 + x+ x2 + . . .+ x100)4.

Решение. Перемножим многочлен 1+x+x2+ . . .+
x100 сам с собой четыре раза без приведения подоб-
ных. Каждое слагаемое при этом получается в ре-
зультате произведения четырёх одночленов, взятых
по одному из каждого множителя. Так как все ко-
эффициенты при одночленах в исходном многочлене
равны единице, то коэффициент при x50 в многочлене
(1 + x+ x2 + . . .+ x100)4 совпадает с числом способов
выбрать из каждой скобки (1 + x + x2 + . . . + x100)
по одному одночлену так, чтобы их сумма степеней
равнялась 50. Это совпадает с числом способов разло-
жить 50 одинаковых шаров (степеней одночлена x50)
по 4 различным ящикам (множителям).

Аналогично решению задачи 1, число способов раз-
ложить 50 одинаковых шаров по 4 различным ящи-
кам совпадает с числом различных последовательно-
стей длины 53, состоящих из 50 нулей (шаров) и 3
единиц (перегородок). Число таких последовательно-
стей — это в точности число сочетаний

C3
53 =

53!

3! · 50!
= 23 426.
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Ответ. 23 426.

Задача 11.
Найти коэффициент при x320 в многочлене

(1 + x+ x2 + . . .+ x100)4.

Решение. Способ решения этой задачи аналогичен
решению задачи 10. Искомый коэффициент при x320

связан с числом способов разложить 320 одинаковых
шаров (степеней одночлена) по 4 различным ящикам
(множителям). Но, так как максимальная степень од-
ночлена в каждой скобке 100, то в каждый ящик мож-
но положить не более 100 шаров. В этом состоит прин-
ципиальное отличие этой задачи от предыдущей.

Как и при решении задачи 8, положим в каждый
ящик по 100 шаров, при этом будут использованы
лишние 80 шаров. Найдём число способов вынуть 80
шаров из 4 ящиков. Это число совпадает с числом
способов разложить 80 одинаковых шаров по 4 раз-
личным ящикам (так как вынимание шара из ящика
эквивалентно опусканию шара, уничтожающего один
из лежащих в ящике). Эта величина равна

C3
83 =

83!

3! · 80!
= 91 881.

Ответ. 91 881.
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