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Ââåäåíèå

Ïîñîáèå ïîñâÿùåíî òðåì áàçîâûì ðàçäåëàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,

êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ äàëüíåøåéãî îñâîåíèÿ ïðîãðàììû ïî ìíîãèì äèñ-

öèïëèíàì åñòåñòâåííîíàó÷íîãî öèêëà. Öåëü ïîñîáèÿ � êðàòêî îïèñàòü îñ-

íîâíîé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïî ðàçäåëàì ¾Ïðåäåëû¿, ¾Äèôôåðåíöèðî-

âàíèå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé¿ è ¾Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë¿; ïîÿñ-

íèòü íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ïðè ðåøåíèè ïðèìåðîâ ïî äàííûì ðàçäåëàì.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, êîòîðûé ïîäõîäèò

äëÿ äèñöèïëèí ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Äèô-

ôåðåíöèàëüíûå è ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ¿ è áóäåò ïîëåçíî ñòóäåíòàì ïåðâî-

ãî êóðñà äëÿ ïîäêðåïëåíèÿ ëåêöèîííîãî ìàòåðèàëà, à òàêæå äëÿ ãðàìîòíîãî

âûïîëíåíèÿ òèïîâûõ ðàñ÷åòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ïðåïîäàâàòå-

ëÿ. Òàêæå ïîñîáèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äîïîëíèòåëüíàÿ ëèòåðàòóðà

äëÿ ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé.

Ïîñîáèå ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ: ïåðâûé ïîñâÿùåí òåîðèè ïðåäåëà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðåäåëà ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, âòîðîé � äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, òðåòèé � íåîïðåäå-

ëåííîìó èíòåãðàëó. Ïîñëå êàæäîãî ïàðàãðàôà äëÿ ñàìîïðîâåðêè óñâîåíèÿ

çíàíèé ñòóäåíòó ïðåäëàãàåòñÿ âûïîëíèòü ðÿä óïðàæíåíèé. Ïðè ïîäãîòîâêå

òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà àâòîð îïèðàëñÿ íà ðÿä ðàáîò [1�3].
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Ïðåäåëû

1. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

1.1. Ïðîèñõîæäåíèå è çíà÷åíèå ìàòåìàòèêè

×òî æå òàêîå ìàòåìàòèêà? Ìíîãèå ó÷åíûå óìû ïûòàëèñü äàòü óíèâåð-

ñàëüíîå îïðåäåëåíèå ìàòåìàòèêè, íî ìàòåìàòèêà ðàçâèâàëàñü è ðàçâèâàåò-

ñÿ, ìåíÿþòñÿ åå ðîëè è çíà÷åíèå â æèçíè ÷åëîâåêà. Ìû ñ âàìè îñòàíîâèìñÿ

íà ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè, êîòîðîå äàë ðóññêèé ìàòåìàòèê À. Í. Êîëìî-

ãîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìàòåìàòèêà (ãðå÷. ���������� îò ������ çíà÷åíèå,

íàóêà) � íàóêà î êîëè÷åñòâåííûõ îòíîøåíèÿõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ ôîð-

ìàõ äåéñòâèòåëüíîãî ìèðà.

Â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü ÷åòûðå îñíîâíûõ ïåðè-

îäà ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè [3].

Íà÷àëüíûé ïåðèîä (ãëóáîêàÿ äðåâíîñòü) � ïåðèîä äîíàó÷íîé ìàòåìà-

òèêè. Ñþäà îòíîñÿò ìàòåìàòèêó Äðåâíåãî Åãèïòà, Âàâèëîíà, Êèòàÿ, Èíäèè.

Ïåðèîä ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè � ïåðèîä íàó÷íîé ìàòåìàòèêè,

è íàó÷íîñòü ñâÿçàíà ñ âîçíèêíîâåíèåì ïîíÿòèÿ äîêàçàòåëüñòâà. Ìàòåìà-

òè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî âîçíèêëî â Äðåâíåé Ãðåöèè, è ÷åëîâåêîì, ñ ÷üèì

èìåíåì ñâÿçûâàþò ïåðâûå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, áûë Ôàëåñ Ìèëåòñêèé

(îê. 625 � 548 äî í. ý.). Â íåêîòîðîì ñìûñëå åãî ìîæíî äàæå ñ÷èòàòü

ïåðâûì ìàòåìàòèêîì, èìÿ êîòîðîãî íàì èçâåñòíî. Ïåðèîä ýëåìåíòàðíîé

ìàòåìàòèêè ïðîäîëæàëñÿ äî ñåðåäèíû XVII âåêà. Â ýòîò ïåðèîä ìàòåìàòè-

÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ áàçèðîâàëèñü íà äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå

ïîíÿòèé, âîçíèêøèõ â ñâÿçè ñ ñàìûìè ïðîñòûìè çàïðîñàìè õîçÿéñòâåííîé

æèçíè. Íà îñíîâå àðèôìåòèêè çàðîæäàåòñÿ òåîðèÿ ÷èñåë, àëãåáðà êàê áóê-

âåííîå èñ÷èñëåíèå. Òðàêòàò Åâêëèäà ¾Íà÷àëà¿ îêàçàë íè ñ ÷åì íå ñðàâ-

íèìîå âîçäåéñòâèå íå òîëüêî íà ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ è ìàòåìà-

òè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, íî, ïîæàëóé, è íà âñþ ÷åëîâå÷åñêóþ êóëüòóðó. Åùå

îòíîñèòåëüíî íåäàâíî ýòà êíèãà çàíèìàëà â Åâðîïå âòîðîå ìåñòî ïî êîëè÷å-

ñòâó ïå÷àòíûõ èçäàíèé (ïîñëå Áèáëèè). Êàê ó÷åáíèê ¾Íà÷àëà¿ âî ìíîãèõ

îòíîøåíèÿõ (íàïðèìåð, â òîé ÷àñòè, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê ãåîìåòðèè) ôàê-

òè÷åñêè íå èìåëè äîñòîéíûõ êîíêóðåíòîâ âïëîòü äî êîíöà XVIII âåêà è

îêîí÷àòåëüíî áûëè ïðåâçîéäåíû òîëüêî â XIX èëè äàæå â XX âåêå.
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Ïåðèîä ìàòåìàòèêè ïåðåìåííûõ âåëè÷èí íà÷èíàåòñÿ ñ íà÷àëà

XVII âåêà, êîãäà çàïðîñû åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ

ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ìàòåìàòè÷åñêè èçó÷àòü äâèæåíèå, ïðîöåññû èçìåíå-

íèÿ âåëè÷èí, ïðåîáðàçîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð. Ñ óïîòðåáëåíèÿ ïåðå-

ìåííûõ âåëè÷èí â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ñîçäàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèé íà÷èíàåòñÿ ïåðèîä ìàòåìàòèêè ïåðåìåííûõ

âåëè÷èí. Íà ïåðâûé ïëàí âûäâèãàåòñÿ ïîíÿòèå ôóíêöèè, èçó÷åíèå êîòîðîé

ïðèâåëî ê ôîðìóëèðîâàíèþ îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

À ìåòîä êîîðäèíàò Ðåíå Äåêàðòà íå òîëüêî óñòàíîâèë òåñíóþ ñâÿçü ìåæäó

àëãåáðîé è ãåîìåòðèåé, ñ÷èòàâøèìèñÿ ðàíåå ðàçëè÷íûìè äèñöèïëèíàìè,

íî è ñîäåðæàë â ñâîåé îñíîâå ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè, áûñò-

ðî ñòàâøåå åäâà ëè íå öåíòðàëüíûì âî âñåé ìàòåìàòèêå. Áåç ýòîãî ïîíÿòèÿ

îêàçàëîñü áû íåâîçìîæíûì ñîçäàíèå Íüþòîíîì è Ëåéáíèöåì îñíîâ ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àíàëèçà (äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèé). Ìà-

òåìàòè÷åñêèé àíàëèç (íàçûâàåìûé åùå âûñøåé ìàòåìàòèêîé) áûñòðî ñòàë

ãëàâíûì ðàçäåëîì âñåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ è îñíîâíûì íàïðàâëåíè-

åì èññëåäîâàíèé áîëüøèíñòâà âåäóùèõ ìàòåìàòèêîâ âñåãî ìèðà. Â íåìàëîé

ñòåïåíè ýòî áûëî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñ ñàìîãî ìîìåíòà ñîçäàíèÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî àíàëèçà áûëà ÿñíî âèäíà ïåðñïåêòèâà ïðèëîæåíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà ê èçó÷åíèþ ôèçè÷åñêèõ (ïðåæäå âñåãî ìåõàíè÷åñêèõ) ïðîöåññîâ,

ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷íûìè ôîðìàìè äâèæåíèÿ è èçìåíåíèÿ. Äàëüíåéøåå ðàç-

âèòèå ìàòåìàòèêè ïðèâåëî â íà÷àëå XIX âåêà ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è èçó÷åíèÿ

âîçìîæíûõ òèïîâ êîëè÷åñòâåííûõ îòíîøåíèé è ïðîñòðàíñòâåííûõ ôîðì ñ

äîñòàòî÷íî îáùåé òî÷êè çðåíèÿ. Íîâûå òåîðèè âîçíèêàþò íå òîëüêî â ðå-

çóëüòàòå çàïðîñîâ åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè, íî è âñëåäñòâèå âíóòðåííèõ

ïîòðåáíîñòåé ñàìîé ìàòåìàòèêè.

Ïåðèîä ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè ñâÿçàí ñ îòêðûòèåì Í. È. Ëîáà-

÷åâñêèì (1792�1856) ïåðâîãî ïðèìåðà ¾âîîáðàæàåìîé¿ íååâêëèäîâîé ãåî-

ìåòðèè (1826). Êðîìå ñîçäàíèÿ íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé êðóïíåéøèå ìà-

òåìàòè÷åñêèå ñîáûòèÿ XIX âåêà òàêîâû: ñòðîãîå ëîãè÷åñêîå îáîñíîâàíèå

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà (ïðåæäå âñåãî â ðàáîòàõ Îãþñòåíà Ëóè Êîøè

(1789�1857) è Êàðëà Âåéåðøòðàññà (1815�1897)), ñîçäàíèå ñèìâîëè÷åñêîé

ëîãèêè (Äæîðäæ Áóëü (1815�1864), Îãàñòåñ äå Ìîðãàí (1806�1871), Ãîòëîá

Ôðåãå (1848�1925)), ñîçäàíèå òåîðèè ìíîæåñòâ (Ãåîðã Êàíòîð, 1845�1918).

Ýòî áûë âåê áóðíîãî ðàçâèòèÿ âñåõ ïðåæíèõ íàïðàâëåíèé ìàòåìàòèêè è

ïîÿâëåíèÿ ìíîãèõ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ïîíÿòèé è íàïðàâëåíèé.
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Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû
Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ëåæèò àêñèîìàòè÷åñêèé

ìåòîä, ïðè êîòîðîì â ôóíäàìåíò òåîðèè çàêëàäûâàþòñÿ íåêîòîðûå èñõîä-

íûå ïîëîæåíèÿ, íàçûâàåìûå àêñèîìàìè òåîðèè, à âñå îñòàëüíûå ïðåäïî-

ëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè àêñèîì.

Îñíîâíûì ìåòîäîì â ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ÿâëÿþòñÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà � ñòðîãèå ëîãè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ. Íî äëÿ

ïðàâèëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, îöåíêè åå äàííûõ, âûáîðà ñïîñîáà ðåøåíèÿ

òàêæå íåîáõîäèìà ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ.

Â ìàòåìàòèêå èñïîëüçóåòñÿ äâà âèäà óìîçàêëþ÷åíèé: äåäóêöèÿ è èíäóê-

öèÿ, ïîçâîëÿþùèå ñäåëàòü âûâîäû íà îñíîâàíèè îáùèõ çíàíèé äëÿ êîí-

êðåòíîãî ñëó÷àÿ è, íàîáîðîò, íà îñíîâàíèè ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ � îá îáùèõ

óòâåðæäåíèÿõ.

×òî æå òàêîå âåëè÷èíà?

Îïðåäåëåíèå 2. Âåëè÷èíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñîáûå ñâîéñòâà îêðó-

æàþùèõ íàñ ïðåäìåòîâ è ÿâëåíèé, ïîÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû ïðè ñðàâíåíèè

ïðåäìåòîâ è ÿâëåíèé ïî ýòîìó ñâîéñòâó.

Ñâîéñòâà âåëè÷èí

1. Ëþáûå âåëè÷èíû îäíîãî ðîäà ñðàâíèìû: a > b, b > a, a = b.

2. Âåëè÷èíû îäíîãî ðîäà ìîæíî ñêëàäûâàòü, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âå-

ëè÷èíó òîãî æå ðîäà.

3. Âåëè÷èíû îäíîãî ðîäà ìîæíî âû÷èòàòü.

4. Âåëè÷èíó óìíîæàþò íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ïîëó÷àÿ â ðåçóëüòàòå

âåëè÷èíó òîãî æå ðîäà.

1.2. Ìíîæåñòâà

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà îòíîñèòñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòàì, äëÿ êîòî-

ðûõ íåò ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü îïðåäåëåíèåì ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî � ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ, ðàññìàòðèâàå-

ìûõ êàê îäíî öåëîå.
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Ìíîæåñòâà ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ïðîïèñíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè: A,

B , M , R.

Îïðåäåëåíèå 4. Îáúåêòû ëþáîé ïðèðîäû (ëþäè, äîìà, êíèãè, ÷èñëà è

òàê äàëåå), ñîñòàâëÿþùèå ìíîæåñòâî, íàçûâàþò ýëåìåíòàìè ìíîæå-

ñòâà.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà îáîçíà÷àþò ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè: a, b,

m, r .

Åñëè ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó, ýòî îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: a 2 A, à åñëè íå ïðèíàäëåæèò � b =2 A.

Äëÿ ñòðîãîñòè îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè ââåëè ïîíÿòèå ïóñòîãî ìíî-

æåñòâà, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ?. ×òî òàêîå ïóñòîå ìíîæåñòâî â

îáû÷íîé æèçíè? Ïðåäñòàâüòå, ó âàñ â ðþêçàêå áûëî 5 ÿáëîê, è ìû âîñïðè-

íèìàåì âàø ðþêçàê êàê ìíîæåñòâî ÿáëîê. Ïî äîðîãå ê áàáóøêå âû ñúåëè

âñå ýòè ÿáëîêè, òàêèì îáðàçîì, ó âàñ îñòàëñÿ ïóñòîé ðþêçàê, êîòîðûé è

åñòü ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî À ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå Ð, åñëè
êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà À ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Ð: A � P .

Ìíîæåñòâà À è Ð áóäåì íàçûâàòü ðàâíûìè, åñëè êàæäûé ýëåìåíò îä-

íîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì äðóãîãî ìíîæåñòâà: A = P .

Ñïîñîáû çàäàíèÿ ìíîæåñòâ

1. Ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, A =

fa; b; c; kg, M = f1; 80; 101g.
2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî: P (x) áóäåì ÷èòàòü êàê ¾x îáëàäà-

åò ñâîéñòâîì P ¿. M = fx j P (x)g, ò. å. ìíîæåñòâî M ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ

x, êîòîðûå îáëàäàþò íåêîòîðûì ñâîéñòâîì P .

Íàïðèìåð,

MF = fx j x� ñòóäåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòàg.

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

1. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A \ B , ñî-

ñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíî-

æåñòâà A è ìíîæåñòâà B :

A \B = fx j x 2 A è x 2 Bg:
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç ñòóäåíòîâ ãðóïïû ÌÒ-101,

êîòîðûå èçó÷àþò Python, à ìíîæåñòâî B ñîñòîèò èç ñòóäåíòîâ ýòîé æå

ãðóïïû, êîòîðûå èçó÷àþò Java. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B áóäåò ìíî-

æåñòâî, êîòîðîå ñîñòîèò èç ñòóäåíòîâ, èçó÷àþùèõ Python è Java îäíîâðå-

ìåííî. Îôîðìëÿòü ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ìû áóäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A = f ñòóäåíòû, êîòîðûå èçó÷àþò ÿçûê Pythong,
B = f ñòóäåíòû, êîòîðûå èçó÷àþò ÿçûê Javag,
òîãäà A \B={ñòóäåíòû, èçó÷àþùèå ÿçûêè è Python, è Java}.

Íàãëÿäíîå ñðåäñòâî äëÿ ðàáîòû ñî ìíîæåñòâàìè � äèàãðàììû Ýéëåðà�

Âåííà (êðóãè Ýéëåðà, äèàãðàììû Ýéëåðà). Íà ýòèõ äèàãðàììàõ èçîáðà-

æàþòñÿ âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ. Êàæäîå ìíîæå-

ñòâî îáîçíà÷àþò ëèáî êðóãîì, ëèáî ëþáîé äðóãîé ôèãóðîé (êâàäðàò, ÷àñòü

êðóãà, òðåóãîëüíèê è ò. ï.). Ðàññìîòðèì ðåøåíèå Ïðèìåðà 1 ïðè ïîìîùè

äèàãðàìì Ýéëåðà � Âåííà (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B (çàøòðèõîâàíî)

2. Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A [ B , ñî-

ñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè èëè
ìíîæåñòâà A, èëè ìíîæåñòâà B :

A [B = fx j x 2 A èëè x 2 Bg:

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç ñòóäåíòîâ ãðóïïû ÌÊ-101,

êîòîðûå èçó÷àþò ÿçûê Python, à ìíîæåñòâî B ñîñòîèò èç ñòóäåíòîâ ýòîé

æå ãðóïïû, êîòîðûå èçó÷àþò ÿçûê Java. Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B

áóäåò ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîñòîèò èç ñòóäåíòîâ, èçó÷àþùèõ èëè Python,

èëè Java, èëè îáà ÿçûêà îäíîâðåìåííî. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå Ïðèìåðà 2

ïðè ïîìîùè äèàãðàìì Ýéëåðà � Âåííà (ðèñ. 2).
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Ðèñ. 2. Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B (çàøòðèõîâàíî)

Îïðåäåëåíèå 5. Óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî (óíèâåðñóì) U (â êîíòåê-

ñòå çàäà÷è) � ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è: ýëåìåíòû âñåõ ìíîæåñòâ çàäà÷è è ýëåìåíòû, íå âõîäÿùèå â íèõ.

3. Äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A, êîòîðîå ñîäåð-

æèò òå è òîëüêî òå ýëåìåíòû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà

A:

A = fx 2 U j x =2 Ag:
Ïðèìåð 3. Ïóñòü U � ìíîæåñòâî ëþäåé, íàõîäÿùèõñÿ â ó÷åáíîé

àóäèòîðèè ãëàâíîãî êîðïóñà ×åëÃÓ, à ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç äåâóøåê

(íàõîäÿùèõñÿ â ýòîé àóäèòîðèè), ó êîòîðûõ äåíü ðîæäåíèÿ îñåíüþ. Òîãäà

äîïîëíåíèåì ê ìíîæåñòâó A áóäåò ìíîæåñòâî ëþäåé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ

â ýòîé àóäèòîðèè, íî íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå

Ïðèìåðà 3 ïðè ïîìîùè äèàãðàìì Ýéëåðà � Âåííà (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3. Äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó A (çàøòðèõîâàíî)
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4. Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A n B , êîòîðîå

ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A

è ÍÅ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B :

A nB = fx 2 U j x 2 A è x =2 Bg:

Ïðèìåð 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç ñòóäåíòîâ ãðóïïû ÏðÈ-101,

êîòîðûå èçó÷àþò ÿçûê Python, à ìíîæåñòâî B ñîñòîèò èç ñòóäåíòîâ ýòîé

æå ãðóïïû, êîòîðûå èçó÷àþò ÿçûê Java. Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B áóäåò

ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîñòîèò èç ñòóäåíòîâ ýòîé ãðóïïû, èçó÷àþùèõ òîëü-

êî ÿçûê Python. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå Ïðèìåðà 4 ïðè ïîìîùè äèàãðàìì

Ýéëåðà � Âåííà (ðèñ. 4).

Ðèñ. 4. Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B (çàøòðèõîâàíà)

Ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè:

1) åñëè A � B è B � C , òî A � C (òðàíçèòèâíîñòü);

2) åñëè A � B è B � A, òî A = B ;

3) A [ A = A;

4) A [? = A;

5) A \ A = A;

6) A \? = ?;

7) A n A = ?;

8) A [B = B [ A (êîììóòàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ);

9) A \B = B \ A (êîììóòàòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ);
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10) ÍÎ A nB 6= B n A;
11) (A [B) [ C = A [ (B [ C) (àññîöèàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ);

12) (A \B) \ C = A \ (B \ C) (àññîöèàòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ);

13) A\ (B [C) = (A\B)[ (A\C) (äèñòðèáóòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ îòíî-

ñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ);

14) A [ (B \ C) = (A [ B) \ (A [ C) (äèñòðèáóòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ);

15) A\ (B nC) = (A\B) n (A\C) (äèñòðèáóòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ îòíî-

ñèòåëüíî âû÷èòàíèÿ).

1.3. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ àëåãáðàè÷åñêèì ïîëåì,
åñëè

(1) îïðåäåëåíî àääèòèâíîå îòîáðàæåíèå (îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ) + : X �
X ! X ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� 8a; b 2 X a+ b = b+ a (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

� 8a; b; c 2 X a+(b+c) = (a+b)+c (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

� 8a 2 X 9!0 2 X a + 0 = a (ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëå-

ìåíòà � íóëÿ);

� 8a 2 X 9!(�a) 2 mathcalX a + (�a) = 0 (ñóùåñòâîâàíèå ïðî-

òèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà);

(2) îïðåäåëåíî ìóëüòèïëèêàòèâíîå îòîáðàæåíèå (îïåðàöèÿ óìíîæå-

íèÿ) � : X � X ! X ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� 8a; b 2 X a � b = b � a (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);

� 8a; b; c 2 X a � (b � c) = (a � b) � c (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);

� 8a 2 X 9!1 2 X a � 1 = a (ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåí-

òà � åäèíèöû);

� 8a 2 X ; a 6= 0 9!1a 2 X a � 1
a = 1 (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî

ýëåìåíòà);
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(3) óïîìÿíóòûå îïåðàöèè ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� 0 6= 1;

� 8a; b; c 2 X (a + b)c = ac + bc (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ).

Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì,
åñëè

(1) íà íåì îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà (�);

(2) ïðè ëþáûõ a; b 2 X ñïðàâåäëèâî ëèáî a � b, ëèáî b � a.

Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì
àëåãáðàè÷åñêèì ïîëåì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî àëãåáðàè÷å-

ñêèì ïîëåì è ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, ïðè÷åì

(1) 8a; b 2 X a � 0 è b � 0) a � b � 0;

(2) 8a; b; c 2 X a � b) a+ c � b+ c.

Îïðåäåëåíèå 9. Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ïîë-
íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ X1 è X2 , òàêèõ,

÷òî

8x1 2 X1 8x2 2 X2 x1 � x2;

íàéäåòñÿ ýëåìåíò y 2 X , òàêîé, ÷òî

x1 � y � x2:

Îïðåäåëåíèå 10. Ïîëíîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîëå íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è îáîçíà÷àåòñÿ ñèì-

âîëîì R.

Â íà÷àëå ñ÷åòà âîçíèêàåò íàòóðàëüíûé ðÿä ÷èñåë, êîòîðûé ïðèíÿòî îáî-

çíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: N = f1; 2; 3; : : : ; n; : : :g. Ñëîæåíèå è óìíî-

æåíèå âîçìîæíû âñåãäà, à äåëåíèå è âû÷èòàíèå � íåò. Äëÿ âûïîëíå-

íèÿ îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ ââîäÿò ÷èñëà, ïðîòèâîïîëîæíûå íàòóðàëüíûì ïî

çíàêó, è ââîäÿò íóëü. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë:

Z = f: : : ;�n; : : : ;�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; : : : ; n; : : :g.
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×òîáû áûëà âîçìîæíà îïåðàöèÿ äåëåíèÿ ÷èñåë, ââîäÿò ðàöèîíàëüíûå

÷èñëà, òî åñòü ìíîæåñòâî

Q =

�
p

q
; p 2 Z; q 2 Z n f0g

�
:

Óæå â äðåâíîñòè ìàòåìàòèêè îïðåäåëèëè ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë, êîòîðûå

íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, òàêèå ÷èñëà âîçíè-

êàþò ïðè íàëè÷èè êîðíåé ðàçëè÷íîé ñòåïåíè, ëîãàðèôìîâ è ò. ä. Èððàöè-

îíàëüíîå ÷èñëî (I) � ýòî áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ íåïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü.

Ñàìîå èçâåñòíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî � � � 3; 14159265359 : : :. Ñîîò-

âåòñòâåííî, îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

äàåò ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

R = I+Q:

N � Z � Q � R:

Äîïîëíèì ìíîæåñòâî R ýëåìåíòàìè +1 è �1, ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì, ÷òî

�1 < +1.

Îïðåäåëåíèå 11. Ìíîæåñòâî R, äîïîëíåííîå +1 è �1, íàçûâàåòñÿ

ðàñøèðåííûì ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.

Îïðåäåëåíèå 12. Åñëè a � b, a 2 R, b 2 R, òî ìíîæåñòâî

fx : a � x � bg íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì [a; b]. Åñëè a = b, òî îòðåçîê ñî-

ñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 13. Åñëè a < b, a 2 R, b 2 R, òî ìíîæåñòâî

fx : a < x < bg íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì (a; b).

Îïðåäåëåíèå 14. Èíòåðâàë (a; b) íàçûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ îòðåçêà
[a; b].

Îïðåäåëåíèå 15. Ìíîæåñòâà [a; b) = fx : a � x < bg è (a; b] =

fx : a < x � bg íàçûâàþòñÿ ïîëóèíòåðâàëàìè.

Âñå ýòè ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ïðîìåæóòêàìè, ãäå a è b � êîíöû

ïðîìåæóòêà, à âñå òî÷êè x : a < x < b íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè.
Åñëè a è b êîíå÷íû, òî (b � a) � äëèíà ïðîìåæóòêà. Åñëè a èëè b

áåñêîíå÷íû, òî è ïðîìåæóòîê áåñêîíå÷íûé.
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Îïðåäåëåíèå 16. Åñëè a 2 R, 8" > 0 (äëÿ ëþáîãî ýïñèëîí) "-
îêðåñòíîñòüþ O(a; ") ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë (a� "; a+ ").

U(a; ") = O"(a) = (a� "; a+ "):

Ëåììà 1. Ó ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ðàñøèðåííîãî ìíîæåñòâà äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ñóùåñòâóþò èõ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 17. Åñëè äëÿ ïîäìíîæåñòâà E ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî b, ÷òî îíî íå ìåíüøå êàæäîãî ÷èñëà

x 2 E , òî åñòü 8x 2 E : x � b, òî ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì ñâåðõó, à b � ÷èñëî, îãðàíè÷èâàþùåå ñâåðõó ìíîæåñòâî E .

Ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè-

÷åííûì ñâåðõó ìíîæåñòâîì.

Ñèìâîëüíî:

E � R îãðàíè÷åíî ñâåðõó, (9b 2 R)(8x 2 E) : x � b;

E � R íåîãðàíè÷åíîå ñâåðõó, (8b 2 R)(9x 2 E) : x > b:

Åñëè âî ìíîæåñòâå E èìååòñÿ ÷èñëî b: b 2 E , x � b, òî b íàçûâàåòñÿ

ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ìíîæåñòâà E . Îíî è åñòü îãðàíè÷èâàþùåå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 18. Åñëè äëÿ ïîäìíîæåñòâà E ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî a, ÷òî îíî íå áîëüøå êàæäîãî ÷èñëà

x 2 E , òî åñòü 8x 2 E : x � a, òî ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì ñíèçó.

Ñèìâîëüíî:

E � R îãðàíè÷åíî ñíèçó, (9a 2 R)(8x 2 E) : x � a:

Îïðåäåëåíèå 19. Ìíîæåñòâî, îãðàíè÷åííîå è ñâåðõó, è ñíèçó, íàçûâà-

åòñÿ ïðîñòî îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Ñèìâîëüíî:

E � R îãðàíè÷åíî, (9a 2 R; 9b 2 R)(8x 2 E) : a � x � b:

Îïðåäåëåíèå 20. Íàèìåíüøåå ñðåäè âñåõ ÷èñåë, îãðàíè÷èâàþùèõ ñâåðõó

ìíîæåñòâî E � R; íàçûâàåòñÿ åãî òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ è îáîçíà-

÷àåòñÿ

supE = sup
x2E

fxg:
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Îïðåäåëåíèå 21. Íàèáîëüøåå ñðåäè âñåõ ÷èñåë, îãðàíè÷èâàþùèõ ñíèçó

ìíîæåñòâî E � R; íàçûâàåòñÿ åãî òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ è îáîçíà-

÷àåòñÿ

inf E = inf
x2E

fxg:

� = supE; åñëè

1) 8x 2 E : x � � ,

2) (8�0 < �) (9x 2 E): x > �0 .

� = inf E; åñëè

1) 8x 2 E : x � �,

2) (8�0 > �) (9x 2 E): x < �0 .

Òåîðåìà 1. Âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó íåïóñòîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî

èìååò âåðõíþþ ãðàíü, à âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ñíèçó íåïóñòîå ÷èñëîâîå

ìíîæåñòâî èìååò íèæíþþ ãðàíü.

Òåîðåìà 2 (Àêñèîìà Àðõèìåäà). Êàêîâî áû íè áûëî ÷èñëî a 2 R; ñó-
ùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n 2 N, ÷òî n > a, òî åñòü

(8a 2 R)(9n 2 N) : n > a:

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: 9a 2 R, ÷òî 8n 2 N: n � a.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî a îãðàíè÷èâàåò ñâåðõó ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë N. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå

èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü � = supN.

Òàê êàê � � 1 < � , òî ïî ñâîéñòâó 2 òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè 9n 2 N, ÷òî
n > � � 1. Íî òîãäà n+1 > � , ïðè÷åì (n+1) 2 N. Íåðàâåíñòâî n+1 > �

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî � = supN. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò

òåîðåìó. 2

Ñëåäñòâèå 1. Êàêîâû áû íè áûëè ÷èñëà a è b, 0 < a < b, ñóùåñòâóåò

òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n 2 N, ÷òî na > b.
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2. ×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

2.1. Ïîíÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè êàæäîìó ÷èñëó n 2 N íàòóðàëüíîãî ðÿäà ÷èñåë

1; 2; : : : ; n; : : : ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó íåêî-

òîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî xn 2 R, òî ìíîæåñòâî çàíóìåðîâàííûõ âåùå-

ñòâåííûõ ÷èñåë

x1; x2; : : : ; xn; : : :

áóäåì íàçûâàòü ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ fxng, xn � ýëåìåíòû

èëè ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåð 1. �
1

n

�
: 1;

1

2
;
1

3
; : : : :

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè:
Ñóììà fxn + yng : x1 + y1;x2 + y2; : : :.

Ðàçíîñòü fxn � yng : x1 � y1;x2 � y2; : : :.

Ïðîèçâåäåíèå fxn � yng : x1 � y1;x2 � y2; : : :.
×àñòíîå

�
xn
yn

�
:
x1
y1

;
x2
y2

; : : :, ïðè óñëîâèè, ÷òî yn íå ðàâíû íóëþ èëè, åñëè

ðàâíû íóëþ êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, ÷àñòíîå íà÷èíàåòñÿ ñ íîìåðà íåíóëå-

âîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fyng.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fxng íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé
ñâåðõó (ñíèçó), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M 2 R (m 2 R), ÷òî

êàæäûé ýëåìåíò xn ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fxng óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

xn �M (xn � m). M � âåðõíÿÿ ãðàíü, m � íèæíÿÿ ãðàíü.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fxng íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé,
åñëè îíà îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ñíèçó, òî åñòü

9m 2 R;M 2 R : 8xn 2 fxng : m � xn �M:

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, òî âñå åå ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþò

íåðàâåíñòâó

jxnj � A; A = max fjM j; jmjg :
Ïðèìåð 2.

à) �1;�4; : : : ;�n2; : : : � îãðàíè÷åíà ñâåðõó, íå îãðàíè÷åíà ñíèçó;

á) 1; 1=2; : : : ; 1=n; : : : � îãðàíè÷åíà.
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2.2. Áåñêîíå÷íî áîëüøèå è ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fxng íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî
áîëüøîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà A (ñêîëü óãîäíî áîëü-

øîãî) ìîæíî óêàçàòü òàêîé íîìåð N , ÷òî ïðè n � N âñå ýëåìåíòû xn
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó jxnj > A.

Ëþáàÿ áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå îãðàíè÷åíà, îäíàêî

íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-

øîé.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fang íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìà-
ëîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà " (ñêîëü óãîäíî ìàëîãî)

ìîæíî óêàçàòü òàêîé íîìåð N , ÷òî ïðè n � N âñå ýëåìåíòû an ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó janj < ".

Ïðèìåð 3.
�
1

n

�
: n � N ) 1

n
� 1

N
. Ïóñòü

1

N
< ") N = [1="] + 1:

Òåîðåìà 1. Ñóììà äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü áåñ-
êîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 2. Ðàçíîñòü äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü

áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 3. Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 4. Ïðîèçâåäåíèå îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà áåñêîíå÷-
íî ìàëóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íî ìàëóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü.

3. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

3.1. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fxng íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî a, ÷òî äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî ìàëîãî) ïî-

ëîæèòåëüíîãî ÷èñëà " ìîæíî óêàçàòü íîìåð N òàêîé, ÷òî ïðè íîìåðàõ

n � N âñå ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-

ñòâó jxn � aj < ". Ïðè ýòîì ÷èñëî a íàçûâàþò ïðåäåëîì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè fxng:

lim
n!1

xn = a, (8" > 0) (9N(")) (8n > N ) jxn � aj < ") : (3.1.1)
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Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

íîìåðà n, íàõîäÿòñÿ â "-îêðåñòíîñòè ÷èñëà a.

Äàííîå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ è îäíèì èç áàçîâûõ

îïðåäåëåíèé, íà êîòîðûõ ñòðîèòñÿ êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ïðèìåð 1. Äîêàçàòü, ÷òî

lim
n!1

n

n+ 1
= 1:

lim
n!1

n

n+ 1
= 1, (8" > 0) (9N("))

�
8n > N )

���� n

n+ 1
� 1

���� < "

�
;����n� n� 1

n+ 1

���� < ") 1

n+ 1
< ") n+ 1 >

1

"
) n >

1

"
� 1)

N =

�
1

"
� 1

�
+ 1:

3.2. Ñâîéñòâà ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Òåîðåìà 1. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò òîëüêî îäèí ïðåäåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ó ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäåëà: a è b � ïðåäåëû fxng, ñëåäîâàòåëüíî,
jxn � aj < " è jxn � bj < "0 . Âûðàçèì xn â îáîèõ âûðàæåíèÿõ è äàëåå

íàéäåì èõ ðàçíîñòü:

xn = a+ ";

xn = b+ "0;

0 = a� b+ "� "0 ) "� "0 = b� a:

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ " è "0 (ñêîëü óãîäíî ìàëûõ)
èõ ðàçíîñòü " � "0 ðàâíà îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó b � a, à ýòî âîçìîæíî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b� a = 0, òî åñòü b = a. 2

Òåîðåìà 2. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

Îáðàòíîå íå âñåãäà âåðíî, òî åñòü îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìî-

æåò áûòü è íåñõîäÿùåéñÿ.

Ïðèìåð 2. f�1; 1;�1; 1; : : :g � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íî

íå ñõîäÿùàÿñÿ.

jxn � xn+1j = j1� (�1)j = 2 � íå áåñêîíå÷íî ìàëîå ÷èñëî.
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Òåîðåìà 3. Ñóììà (ðàçíîñòü) ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé � ñõî-

äÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

lim
n!1

xn = a; lim
n!1

yn = b) lim
n!1

(xn � yn) = a� b:

Òåîðåìà 4. Ïðîèçâåäåíèå ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü ñõîäÿ-

ùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäåë êîòîðîé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðåäåëîâ:

lim
n!1

fxn � yng = a � b:
Òåîðåìà 5. ×àñòíîå äâóõ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé fxng è fyng,
ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðåäåë fyng îòëè÷åí îò íóëÿ, åñòü ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü, ïðåäåë êîòîðîé ðàâåí ÷àñòíîìó ïðåäåëîâ:

lim
n!1

�
xn
yn

�
=

a

b
:

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé fxng è fyng âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî xn � yn , 8n � N , òî

lim
n!1

xn � lim
n!1

yn:

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà è a � xn � b, òî

a � lim
n!1

xn � b:

Òåîðåìà 6 (î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ). Ïóñòü fxng è fzng � ñõîäÿùèå-

ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùèå îáùèé ïðåäåë, ðàâíûé a. Ïóñòü êðîìå

òîãî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fyng
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì xn � yn � zn , ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü fyng ñõîäèòñÿ è èìååò ïðåäåë, ðàâíûé a.

lim
n!1

xn = lim
n!1

zn = a; xn � yn � zn ) lim
n!1

yn = a:

Âèäû íåîïðåäåëåííîñòåé

1
1 ;

0

1 ;
1
0
;
0

0
; 1�1; 11; 0 � 1

Ïðàâèëî ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè
1
1 äëÿ îòíîøåíèÿ ìíî-

ãî÷ëåíà íà ìíîãî÷ëåí

lim
n!1

anp + a1n
p�1 + : : :+ am

bnk + b1nk�1 + : : :+ bt
=

8><
>:

0; åñëè p < k;

1; åñëè p > k;
a

b
; åñëè p = k:
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Äàííîå ïðàâèëî ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè
1
1 íèêîãäà íå ïðåäëàãàþ

çàïîìèíàòü â òàêîì âèäå. Åãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëîâàìè, ÷òî ïðåäåë

îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ìíîãî÷ëåí ðàâåí îòíîøåíèþ êîýôôèöèåíòîâ

ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè, åñëè ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ ñîâïàäàþò; ðàâåí íóëþ,

åñëè ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ ìåíüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ; ðàâåí áåñêîíå÷-

íîñòè, åñëè ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ áîëüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ. Íà ñàìîì

äåëå íóæíî ïðîñòî ðàçîáðàòüñÿ ñ ìåòîäîì ðåøåíèÿ òàêèõ ïðåäåëîâ � âûíå-

ñåíèå ñòàðøåé ñòåïåíè çà ñêîáêè. Ïðîèëëþñòðèðóþ âûâîä äàííîãî ïðàâèëà

íà ñëåäóþùèõ òðåõ ïðèìåðàõ. Îáû÷íî ñòóäåíòû óæå ïîñëå ïåðâîãî ïðàê-

òè÷åñêîãî çàíÿòèÿ ïî ýòîé òåìå òàêèå ïðèìåðû ðåøàþò óñòíî.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
n!1

2n2 + 7n+ 5000

7n3 + 1
:

Åñëè â äàííîì ïðåäåëå âìåñòî n ïîäñòàâèòü áåñêîíå÷íîñòü, òî âûõîäèò

íåîïðåäåëåííîñòü âèäà
1
1 . Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå

âûíåñåì çà ñêîáêè ñòàðøóþ ñòåïåíü: â ÷èñëèòåëå âûíåñåì n2 , â çíàìåíàòå-

ëå � n3 .

lim
n!1

2n2 + 7n+ 5000

7n3 + 1
= lim

n!1
n2
�
2 + 7

n + 5000
n2

�
n3
�
7 + 1

n3

� :

Òåïåðü, âî-ïåðâûõ, ìîæíî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ñîêðàòèòü íà n2 , âî-

âòîðûõ, ñìîòðèì âíèìàòåëüíî íà ñîäåðæèìîå ñêîáîê: âíóòðè åñòü òðè äðî-

áè âèäà ÷èñëî ðàçäåëèòü íà áåñêîíå÷íîñòü, ÷òî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ. Îòáðîñèâ ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ äðîáè è ñîêðàòèâ íà îáùèé

ìíîæèòåëü, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

lim
n!1

n2
�
2 + 7

n + 5000
n2

�
n3
�
7 + 1

n3

� = lim
n!1

2

7n
:

Ïîñëå ïðîâåäåííûõ ñîêðàùåíèé è ïðåîáðàçîâàíèé ñíîâà ïðîâåðÿåì íà

íåîïðåäåëåííîñòü: îòíîøåíèå êîíñòàíòû ê áåñêîíå÷íîñòè òàêîâîé íå ÿâ-

ëÿåòñÿ, ïîýòîìó çàïèñûâàåì îòâåò

lim
n!1

2

7n
= 0:

Èòàê, ýòî áûë ïåðâûé ñëó÷àé îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåí íà ìíîãî÷ëåí, êîãäà

ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ áûëà ìåíüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ. Îòâåò ïîëó÷àåì: 0.
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Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
n!1

7n3 + 1

2n2 + 7n+ 5000
:

Åñëè â äàííîì ïðåäåëå âìåñòî n ïîäñòàâèòü áåñêîíå÷íîñòü, òî âûõîäèò

íåîïðåäåëåííîñòü âèäà
1
1 . Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå

âûíåñåì çà ñêîáêè ñòàðøóþ ñòåïåíü: â ÷èñëèòåëå âûíåñåì n3 , â çíàìåíàòå-

ëå � n2 .

lim
n!1

7n3 + 1

2n2 + 7n+ 5000
= lim

n!1
n3
�
7 + 1

n3

�
n2
�
2 + 7

n + 5000
n2

� :
Òåïåðü, âî-ïåðâûõ, ìîæíî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ñîêðàòèòü íà n2 , âî-

âòîðûõ, ñìîòðèì âíèìàòåëüíî íà ñîäåðæèìîå ñêîáîê: âíóòðè åñòü òðè äðî-

áè âèäà ÷èñëî ðàçäåëèòü íà áåñêîíå÷íîñòü, ÷òî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ. Îòáðîñèâ ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ äðîáè è ñîêðàòèâ íà îáùèé

ìíîæèòåëü, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

lim
n!1

n3
�
7 + 1

n3

�
n2
�
2 + 7

n + 5000
n2

� = lim
n!1

7n

2
:

Ïîñëå ïðîâåäåííûõ ñîêðàùåíèé è ïðåîáðàçîâàíèé ñíîâà ïðîâåðÿåì íà

íåîïðåäåëåííîñòü: îòíîøåíèå êîíñòàíòû ê áåñêîíå÷íîñòè òàêîâîé íå ÿâ-

ëÿåòñÿ, ïîýòîìó çàïèñûâàåì îòâåò

lim
n!1

7n

2
=1:

Èòàê, ýòî áûë âòîðîé ñëó÷àé îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåí íà ìíîãî÷ëåí, êîãäà

ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ áûëà áîëüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ. Îòâåò ïîëó÷àåì: áåñ-

êîíå÷íîñòü.

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
n!1

7n3 + 1

2n3 + 7n2 + 5000n1=2
:

Åñëè â äàííîì ïðåäåëå âìåñòî n ïîäñòàâèòü áåñêîíå÷íîñòü, òî âûõîäèò

íåîïðåäåëåííîñòü âèäà
1
1 . Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå

âûíåñåì çà ñêîáêè ñòàðøóþ ñòåïåíü n3 :

lim
n!1

7n3 + 1

2n3 + 7n2 + 5000n1=2
= lim

n!1
n3
�
7 + 1

n3

�
n3
�
2 + 7

n + 5000
n5=2

� :
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Òåïåðü, âî-ïåðâûõ, ìîæíî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ñîêðàòèòü íà n3 , âî-

âòîðûõ, ñìîòðèì âíèìàòåëüíî íà ñîäåðæèìîå ñêîáîê: âíóòðè åñòü òðè äðî-

áè âèäà ÷èñëî ðàçäåëèòü íà áåñêîíå÷íîñòü, ÷òî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ. Îòáðîñèâ ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ äðîáè è ñîêðàòèâ íà îáùèé

ìíîæèòåëü, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

lim
n!1

n3
�
7 + 1

n3

�
n3
�
2 + 7

n + 5000
n5=2

� = lim
n!1

7

2
:

Ïîñëå ïðîâåäåííûõ ñîêðàùåíèé è ïðåîáðàçîâàíèé ñíîâà ïðîâåðÿåì íà

íåîïðåäåëåííîñòü: îòíîøåíèå êîíñòàíòû ê êîíñòàíòå òàêîâîé íå ÿâëÿåòñÿ,

ïîýòîìó çàïèñûâàåì îòâåò

lim
n!1

7

2
= 3; 5:

Èòàê, ýòî áûë òðåòèé ñëó÷àé îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåí íà ìíîãî÷ëåí, êîãäà

ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ ðàâíà ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ. Îòâåò ïîëó÷àåì: îòíîøåíèå

êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè.

3.3. Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fang íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé
(óáûâàþùåé), åñëè an � an+1 (an � an+1), 8n 2 N.
Îïðåäåëåíèå 3. Âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçû-
âàþò ìîíîòîííûìè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fang íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âîçðàñ-
òàþùåé (ñòðîãî óáûâàþùåé), åñëè an < an+1 (an > an+1), 8n 2 N.

Âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò íåóáûâàþùèìè, à óáûâà-

þùèå � íåâîçðàñòàþùèìè.

Òåîðåìà 7. Âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fang èìååò ïðå-

äåë â R lim
n!1

an = supfang, è ýòîò ïðåäåë êîíå÷åí, åñëè fang îãðàíè÷åíà

ñâåðõó, è ïðåäåë ðàâåí +1, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå îãðàíè÷åíà.

Ïðèìåð 1. f1; 1; 1
2
; 1
2
; : : : ; 1n ;

1
n ; : : :g � íåâîçðàñòàþùàÿ. Îãðàíè÷åíà

ñâåðõó 1, à ñíèçó � 0.

Ïðèìåð 2. f1; 1; 2; 2; : : : ; n; n; : : :g � íåóáûâàþùàÿ. Îãðàíè÷åíà ñíèçó

1, à ñâåðõó � íå îãðàíè÷åíà.
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Ïðèìåð 3. f1
2
; 2
3
; 3
4
; : : : ; n

n+1
; : : :g � âîçðàñòàþùàÿ. Îãðàíè÷åíà ñíèçó 1

2
,

à ñâåðõó � 1.

Íåâîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îãðàíè÷åíû ñâåðõó ïåðâûì ýëåìåí-

òîì, à íåóáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îãðàíè÷åíû ñíèçó ïåðâûì ýëåìåí-

òîì.

Òåîðåìà 8. Åñëè íåóáûâàþùàÿ (íåâîçðàñòàþùàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fxng îãðàíè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó), òî îíà ñõîäèòñÿ.

Óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå åå ñõîäèìîñòè.

Ëåììà 1. Î âëîæåííûõ îòðåçêàõ. Ïóñòü äàíà áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà

ñåãìåíòîâ [a1; b1], [a2; b2], [a3; b3], : : :, [an; bn], : : :, êàæäûé ïîñëåäóþùèé

èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â ïðåäûäóùåì (an�1 � an � bn � bn�1), è ïóñòü

ðàçíîñòü bn � an ! 0 ïðè n!1 (ñòÿãèâàþùàÿñÿ ñèñòåìà ñåãìåíòîâ).

Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì ñåãìåí-

òàì ýòîé ñèñòåìû.

3.4. ×èñëî å

e = lim
n!1

�
1 +

1

n

�n

e � 2; 7182 : : :

Ïðèìåð 1.

lim
n!1

�
n+ 1

n� 1

�n

= [11] = lim
n!1

�
1 +

2

n� 1

�n

=

= lim
n!1

�
1 +

2

n� 1

�n�1
2
� 2

n�1 �n
= e

lim
n!1

2n
n�1 = e2:

Ïðèìåð 2.

lim
n!1

�
n+ 3

n� 2

�2n+4

= [11] = lim
n!1

�
1 +

5

n� 2

�2n+4

=

= lim
n!1

�
1 +

5

n� 2

�n�2
5
� 5

n�2 �(2n+4)

= lim
n!1

e
10n+20

n�2 = e10:

25



3.5. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ïîíÿòèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü fxng � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ðàñ-

ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë

k1; k2; : : : ; kn; : : :. Âûáåðåì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fxng ýëåìåíòû ñ íîìå-

ðàìè k1; k2; : : : ; kn è ðàñïîëîæèì èõ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

xk1; xk2; xk3; : : : ; xkn; : : : ;

ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåì íàçûâàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fxng.
Ñâîéñòâî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fxng

ñõîäèòñÿ è èìååò ñâîèì ïðåäåëîì ÷èñëî a, òî è ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòñÿ è èìååò ñâîèì ïðåäåëîì ÷èñëî a.

Òåîðåìà 9. Òåîðåìà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà. Èç ëþáîé îãðàíè-

÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü.

Çàìå÷àíèå. Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü
ìîíîòîííóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fxng íàçûâàåòñÿôóíäàìåíòàëü-
íîé, åñëè äëÿ íåå âûïîëíåíî óñëîâèå Êîøè:

8" 9N(") : jxn � xmj < "; 8n;m � N: (3.5.1)

Òåîðåìà 10. Êðèòåðèé Êîøè. Äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ôóíäàìåíòàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fang ñõîäèòñÿ è ïðåäåë åå ðà-

âåí a: lim
n!1

an = a. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ " > 0. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì

9N(")) jan � aj < "

2
; 8n > N("):

Åñëè n;m > N ), òî îöåíèì ðàçíîñòü ìåæäó ýëåìåíòàìè ñ íîìåðàìè n;m:

jan�amj = jan�a+a�amj � jan�aj+ja�amj = jan�aj+jam�aj � "

2
+
"

2
= ":
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Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êîøè (3.5.1). ×òî è òðåáîâàëîñü äî-

êàçàòü.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fang ôóíäàìåíòàëüíà, òî

åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.5.1). Ïîêàæåì, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ.

1. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà. Ïóñòü " = 1, òîãäà èç

(3.5.1) )
9N1 2 N : jan � aN1

j < 1; 8n � N1

jan � aN1
j < janj+ jaN1

j; janj < 1 + jaN1
j )

janj < jan � aN1
j+ jaN1

j < 1 + jaN1
j ) fang � îãð.

2. Âûäåëèì èç fang ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fankg. Ïóñòü

lim
k!1

ank = a.

3. Ïîêàæåì, ÷òî è lim
n!1

an = a. Ïóñòü " > 0, â ñèëó (3.5.1):

9n("); k(") : jan � ankj <
"

2
; 8n � n("); 8k � k(")

ïðè k !1)
jan � aj � "

2
< ";8n � n("):

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà " ñëåäóåò, ÷òî lim
n!1

an = a. 2

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîïðîâåðêè

Óïðàæíåíèå 1. Âû÷èñëèòü ïðåäåëû ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

1. lim
n!1

3n3�2n+1
2n3+n2 .

2. lim
n!1

3n2+n�1
n4+2n .

3. lim
n!1

2n4�n+3
n3�8n+5

.

4. lim
n!1

(n�2)(4n+3)
(n�1)(n+5)

.

5. lim
n!1

3
p
n3+2n�1
n+2

.

6. lim
n!1

2n4�3n3+5
3n4�5n2+1

.

7. lim
n!1

n2�2n+3
n3+7n�1 .

8. lim
n!1

n5�7n+3
100n3�n+25

.

9. lim
n!1

(2n�1)(5n+3)
(7n�1)(n�5) .

10. lim
n!1

3
p
n2�2n+1� 4

p
n4+1p

n6+n3+2n2�5+ 3
p
n2�3n+6

.
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4. Ïðåäåë ôóíêöèè

4.1. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = f(x), îïðåäåëåííóþ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå

D(f), è òî÷êó x0 , âîçìîæíî, íå ïðèíàäëåæàùóþ ìíîæåñòâó D(f), íî îá-

ëàäàþùóþ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî â ëþáîé � -îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 èìåþòñÿ

òî÷êè ìíîæåñòâà D(f), îòëè÷íûå îò x0 .

Îïðåäåëåíèå 1 (ïî Ãåéíå). Òî÷êà y0 2 R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè

y = f(x) â òî÷êå x0 , åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fxng � D(f),

ñõîäÿùåéñÿ ê x0 , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè ff(xn)g ñõîäèò-
ñÿ ê y0 .

lim
x!x0

f(x) = y0 , 8n 2 N; fxng 2 D(f); xn 6= x0;

lim
n!1

xn = x0 ) lim
n!1

f(xn) = y0: (4.1.1)

Îïðåäåëåíèå 2 (ïî Êîøè). Òî÷êà y0 2 R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè

y = f(x) â òî÷êå x0 , åñëè äëÿ ëþáîãî " > 0 ñóùåñòâóåò � > 0 òàêîå, ÷òî

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ jx � x0j < � ,

âåðíî íåðàâåíñòâî jf(x)� y0j < ".

lim
x!x0

f(x) = y0 , 8" > 0 9�(") : 8x 2 D(f); jx� x0j < � ) jf(x)� y0j < ":

(4.1.2)

Òåîðåìà 1. Îïðåäåëåíèÿ ïî Êîøè è ïî Ãåéíå ðàâíîñèëüíû.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x!1

3x = [3 � 1] = 3:

Äîêàæåì ïî îïðåäåëåíèþ (ïî Êîøè):

8" > 0 9�(") : 8x 2 D(f); jx� 1j < � ) j3x� 3j < ":

Ïóñòü � =
"

3
:

jx� 1j < "

3
) 3 � jx� 1j < 3 � "

3
) j3x� 3j < ":

Ïðèìåð 2. Ôóíêöèÿ f(x) = c èìååò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå â êàæäîé

òî÷êå áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé lim
x!a

f(x) = c.

Ïðèìåð 3.Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = x â ëþáîé òî÷êå a 2 R
ðàâíî a: lim

x!a
f(x) = a. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé àðãó-

ìåíòà è çíà÷åíèé ôóíêöèé òîæäåñòâåííû fxng ! a è ff(xn)g ! a.
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4.2. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè ïðåäåë

Òåîðåìà 2 (Îñíîâíàÿ (àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè)). Ïóñòü çàäàííûå íà

îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå O(x0) ôóíêöèè f(x) è g(x) èìåþò â òî÷êå

x0 ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ b è c ñîîòâåòñòâåííî: lim
x!x0

f(x) = b, lim
x!x0

g(x) =

c. Òîãäà ôóíêöèè f(x) + g(x), f(x) � g(x), f(x) � g(x) è f(x)

g(x)
, g(x0) 6= 0

èìåþò â òî÷êå x0 ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ, ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî b + c,

b� c, b � c, b
c
(åñëè c 6= 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1 , x2 , x3 , . . . , xn , . . . (xn 6= x0) � ïðîèç-

âîëüíàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê x0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé àðãóìåíòà ôóíê-

öèé f(x) è g(x). Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèé

f(x1), f(x2), f(x3), . . . , f(xn), : : : è g(x1), g(x2), g(x3), . . . , g(xn), . . .

èìåþò ïðåäåëû b è c.

Òîãäà ïî ñâîéñòâàì ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ff(x)+g(x)g, ff(x)�g(x)g, ff(x) �g(x)g,
�
f(x)

g(x)

�
èìåþò ïðåäåëû, ðàâíûå

ñîîòâåòñòâåííî: b+ c, b� c, b � c, b
c
(åñëè c 6= 0).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fxng ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

lim
x!x0

(f(x) + g(x)) = b+ c; lim
x!x0

(f(x)� g(x)) = b� c;

lim
x!x0

(f(x) � g(x)) = b � c; lim
x!x0

f(x)

g(x)
=

b

c
:2

Ïðèìåð 1. Äîêàçàòü lim
x!4

x2 = 16:

lim
x!4

x2 = 16, 8" > 0 9�(") : 8x 2 D(f); jx� 4j < � ) jx2 � 16j < ":

Íàì íåîáõîäèìî îöåíèòü jx2�16j = jx�4j � jx+4j. Âûäåëèì îêðåñòíîñòü

òî÷êè x0 = 4, íàïðèìåð èíòåðâàë (3; 5). Òîãäà

8x 2 (3; 5)) jx+ 4j < 9) jx2 � 16j < 9jx� 4j:
Òàê êàê � -îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 = 4 (4 � �; 4 + �) íå äîëæíà âûõîäèòü çà

ïðåäåëû èíòåðâàëà (3; 5), òî � = min
�
1; "

9

	
.

Ïðè 0 < jx� 4j < � ) jx2 � 16j < 9jx� 4j < 9� < ":2
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Òåîðåìà 3. Î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ. Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x), h(x)

îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 , x0 2 R, f(x) � g(x) �
h(x) â ýòîé îêðåñòíîñòè. Ïðè ýòîì lim

x!x0
f(x) = A è lim

x!x0
h(x) = A, òîãäà

lim
x!x0

g(x) = A.

4.3. Áåñêîíå÷íî áîëüøèå âåëè÷èíû

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â

òî÷êå x0 , åñëè îíà îïðåäåëåíà âî âñåõ òî÷êàõ íåêîòîðîãî èíòåðâàëà x0 2
(b; c), êðîìå, âîçìîæíî, ñàìîé òî÷êè x0 , è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà Ì íàéäåòñÿ

òàêîå ÷èñëî � > 0, ÷òî jf(x)j > M .

lim
x!x0

f(x) =1, 8x; 0 < jx� x0j < � ) jf(x)j > M: (4.3.1)

Åñëè â (4.2.1) f(x) > M; òî lim
x!x0

f(x) = +1:

Åñëè â (4.2.1) f(x) < �M; òî lim
x!x0

f(x) = �1:

Ëåììà 1. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå

x0 2 R, òî ôóíêöèÿ 1
f(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, è íàîáîðîò.

Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî áîëüøèõ âåëè÷èí

1. Åñëè lim
x!x0

f(x) =1, lim
x!x0

g(x) = A (A <1), òî

lim
x!x0

(f(x) + g(x)) =1:

2. Åñëè lim
x!x0

f(x) = +1, lim
x!x0

g(x) = +1, òî

lim
x!x0

(f(x) + g(x)) = +1:

3. Åñëè lim
x!x0

f(x) =1, lim
x!x0

g(x) = A (A 6= 0), òî

lim
x!x0

(f(x) � g(x)) =1:

4. Åñëè lim
x!x0

f(x) = A (A 6= 0), lim
x!x0

g(x) = 0, òî

lim
x!x0

f(x)

g(x)
=1:

5. Åñëè lim
x!x0

f(x) = A (A 6= 0), lim
x!x0

g(x) =1, òî

lim
x!x0

f(x)

g(x)
= 0:
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4.4. Êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè

Ïóñòü íà X çàäàíà ôóíêöèÿ f(x). Ðàññìîòðèì òî÷êó a 2 R, a 6= 1,

a 6= �1, a 6= +1.

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ f : X ! R óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êå a

(a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X ) óñëîâèþ Êîøè, åñëè 8" 9O"(a):

8x1; x2 2
�
O" (a) ) jf(x1)� f(x2)j < ".

Òåîðåìà 4 (Êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè). Äëÿ òîãî
÷òîáû ôóíêöèÿ f : X ! R èìåëà â òî÷êå a êîíå÷íûé ïðåäåë, íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿëà â òî÷êå a óñëîâèþ Êîøè.

4.5. Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû

Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

Òåîðåìà 5 (Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë). Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíê-

öèè
sinx

x
â òî÷êå x = 0 ñóùåñòâóåò è ðàâíî 1:

lim
x!0

sinx

x
= 1: (I)

Äîêàçàòåëüñòâî
1. Ïðè 0 < x < �

2
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî: 0 < sinx < x <

tg x.

Ðàçäåëèì íà sinx:

1 <
x

sinx
<

1

cosx
) cosx <

sinx

x
< 1:

2. Äàííîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è ïðè ��
2
< x < 0, ïîñêîëüêó

cos(�x) = cos x:
sin(�x)
�x =

sinx

x
:

3. Òàê êàê ôóíêöèÿ cosx íåïðåðûâíàÿ, òî lim
x!0

cosx = 1, ñëåäîâàòåëüíî,

äëÿ ôóíêöèé cosx; 1; sinxx âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû î äâóõ ìèëèöèî-

íåðàõ. 2
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Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

Òåîðåìà 6 (Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë). Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) =

�
1 +

1

x

�x

ïðè x!1 ñóùåñòâóåò è ðàâíî e:

lim
x!1

�
1 +

1

x

�x

= e: (II)

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü
1

x
= �, òîãäà �! 0 ïðè x!1)

lim
�!0

(1 + �)
1

� = e: (II:1)

Äîêàçàòåëüñòâî
1. Ïóñòü x! +1. Êàæäîå x çàêëþ÷åíî ìåæäó äâóìÿ öåëûìè ÷èñëàìè:

n � x < n+ 1, [x] = n. Òîãäà

1

n+ 1
<

1

x
� 1

n
;

1 +
1

n+ 1
< 1 +

1

x
� 1 +

1

n
;

�
1 +

1

n+ 1

�n

<

�
1 +

1

x

�x

�
�
1 +

1

n

�n+1

:

Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ÷èñëà e: lim
n!1

�
1 +

1

n

�n

= e.

2.

lim
n!1

�
1 +

1

n+ 1

�n

=
lim
n!1

�
1 + 1

n+1

�n+1

lim
n!1

�
1 + 1

n+1

� = e:

3.

lim
n!1

�
1 +

1

n

�n+1

= lim
n!1

�
1 +

1

n

�n

� lim
n!1

�
1 +

1

n

�
= e:

4. Ïî òåîðåìå î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ

lim
x!+1

�
1 +

1

x

�x

= e: (�)

5. Ïóñòü x! �1, ñäåëàåì çàìåíó �x = t) t! +1:

lim
x!�1

�
1 +

1

x

�x

= lim
t!+1

�
1 +

(�1)

t

��t
= lim

t!+1

�
t

t� 1

�t

=
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= lim
t!+1

�
1 +

1

t� 1

�t

= lim
t!+1

�
1 +

1

t� 1

�t�1
� lim
t!+1

�
1 +

1

t� 1

�
= e: (��)

Èç (*) è (**) ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà (II) äîêàçàíà. 2

Ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 5. Åñëè lim
x!x0

�

�
= 1, òî � è � íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-

íûìè áåñêîíå÷íî ìàëûìè (ïðè x! x0) � � � .

Òàê êàê lim
x!0

sinx

x
= 1) sinx � x.

Ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè ïðè x! 0

sinx � x

tg x � x

arcsinx � x

arctg x � x

cosx � 1� x2

2

ex � 1 + x

ax � 1 + x ln a

ln(1 + x) � x

loga(1 + x) � x loga e

(1 + x)k � 1 + kx

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x!0

1�cosx
x2

2

:

Ðåøåíèå.

lim
x!0

1� cosx
x2

2

=

�
0

0

�
�= lim

x!0

1�
�
1� x2

2

�
x2

2

= lim
x!0

x2

2
x2

2

= 1:

4.6. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

Îïðåäåëåíèå 6. Èíòåðâàë âèäà (x0; x0+�) [(x0 � �; x0)] íàçûâàåòñÿ ïðà-
âîé [ëåâîé] ïðîêîëîòîé (òî åñòü ñàìà òî÷êà èñêëþ÷àåòñÿ èç èíòåðâà-

ëà) � -îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 (x0 2 R) è îáîçíà÷àåòñÿ
�
O

r

� (x0)

�
�
O

l

� (x0)

�
.

Ñèìâîëüíî ïðàâàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü:

�
O

r

� (x0) = fx 2 R : x0 < x < x0 + �g:

Ñèìâîëüíî ëåâàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü:

�
O

l

� (x0) = fx 2 R : x0 � � < x < x0g:
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Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü x0 2 R. Ïðàâûì ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè

x! x0 + 0 íàçûâàåòñÿ

lim
x!x0+0

f(x) = f(x0 + 0),

, (8" > 0)(9� > 0)(8x 2 D(f); x 2 �
O

r

� (x0))) (f(x) 2 �
O" (f(x0 + 0))):

Èíà÷å

lim
x!x0+0

f(x) = f(x0 + 0),
, (8fxng � D(f))(xn > x0; lim

n!1
xn = x0)) ( lim

n!1
f(xn) = f(x0 + 0)):

f(x0 + 0) ìîæåò áûòü ëþáûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, â òîì ÷èñëå è

áåñêîíå÷íîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü x0 2 R. Ëåâûì ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè

x! x0 � 0 íàçûâàåòñÿ

lim
x!x0�0

f(x) = f(x0 � 0),

, (8" > 0)(9� > 0)(8x 2 D(f); x 2 �
O

l

� (x0))) (f(x) 2 �
O" (f(x0 � 0))):

Èíà÷å

lim
x!x0�0

f(x) = f(x0 � 0),
, (8fxng � D(f))(xn < x0; lim

n!1
xn = x0)) ( lim

n!1
f(xn) = f(x0 � 0)):

f(x0 � 0) ìîæåò áûòü ëþáûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, â òîì ÷èñëå è

áåñêîíå÷íîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 9. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà [ñëå-
âà] â òî÷êå a, åñëè ïðàâîå (ëåâîå) ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè â

òî÷êå a ñóùåñòâóåò è ðàâíî ÷àñòíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè f(a).

Íåïðåðûâíà ñïðàâà: lim
x!a+0

f(x) = f(a):

Íåïðåðûâíà ñëåâà: lim
x!a�0

f(x) = f(a):

Òåîðåìà 7 (Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè). Ïðè x0 2 R,

y0 2 R
lim
x!x0

f(x) = y0 , lim
x!x0+0

f(x) = y0 è lim
x!x0�0

f(x) = y0:
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4.7. Ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
Ïóñòü a 2 D(f) è ëþáàÿ "-îêðåñòíîñòü òî÷êè a ñîäåðæèò îòëè÷íûå îò

a òî÷êè D(f).

Îïðåäåëåíèå 10. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a,

åñëè ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå a ñóùåñòâóåò è ðàâíî

f(a)

lim
x!a

f(x) = f(a):

Îïðåäåëåíèå 11. Ôóíêöèè, îáðàçîâàííûå â ðåçóëüòàòå ñóïåðïîçèöèè

(òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ) äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ôóíêöèé,

áóäåì íàçûâàòü ñëîæíûìè.

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ x = '(t) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå T è X � ìíî-

æåñòâî çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå

X îïðåäåëåíà äðóãàÿ ôóíêöèÿ y = f(x). Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå

T çàäàíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ

y = f ['(t)] = F (t):

Òåîðåìà 8 (Î ïðåäåëå êîìïîçèöèè ôóíêöèé). Åñëè ôóíêöèÿ x = '(t)

íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå a, à ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé òî÷êå b = '(a), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = f ['(t)] = F (t) íåïðåðûâíà

â òî÷êå a.

Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà
Ïóñòü x0 2 X .

Îïðåäåëåíèå 12. Åñëè ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 2
X , òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ðàçðûâíà â òî÷êå x0 èëè

÷òî ôóíêöèÿ f èìååò ðàçðûâ â òî÷êå x0 .

Îïðåäåëåíèå 13. Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîãî

ïðîìåæóòêà, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

1. Íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå x0 2 R ôóíêöèÿ f(x) ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà.
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2. Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 , òî èõ ñóììà (f +

g)(x), ïðîèçâåäåíèå (f � g)(x) è ÷àñòíîå
�
f
g

�
(x) (â ñëó÷àå g(x0) 6= 0)

òîæå íåïðåðûâíûå â òî÷êå x0 ôóíêöèè.

3. Ïóñòü y = g(x) è z = f(y) � äâå ôóíêöèè, ïðè÷åì E(g) � D(f), g(x)

íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 , à ôóíêöèÿ f(y) íåïðåðûâíà â òî÷êå y0 = g(x0),

òîãäà èõ êîìïîçèöèÿ z = f(g(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 .

Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà

Îïðåäåëåíèå 14. Òî÷êà x0 2 D(f) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñòðàíèìîãî
ðàçðûâà, åñëè ñóùåñòâóþò ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû, íî îíè íå ðàâíû

çíà÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå x0 , lim
x!x0�0

f(x) = lim
x!x0+0

f(x) 6= f(x0).

Ïðèìåð 1.

f(x) =

(
x; x 6= 0;

1; x = 0:

Òî÷êà x = 0 � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.

Ïðèìåð 2.

f(x) =
sinx

x
:

Òî÷êà x = 0 � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.

Îïðåäåëåíèå 15. Òî÷êà x0 2 D(f) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðîñòîãî
ðàçðûâà, åñëè ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû ñóùåñòâóþò, íî íå ðàâíû

lim
x!x0�0

f(x) 6= lim
x!x0+0

f(x).

Ïðèìåð 3.
f(x) = [x]:

Òî÷êà x = 1 � òî÷êà ïðîñòîãî ðàçðûâà, òàê êàê

lim
x!1�0

[x] = 0; lim
x!1+0

[x] = 1:

Îïðåäåëåíèå 16. Óñòðàíèìûå è ïðîñòûå ðàçðûâû íàçûâàþòñÿ ðàçðû-
âàìè I ðîäà, à âñå îñòàëüíûå � ðàçðûâàìè II ðîäà.

Ïðèìåð 4.

f(x) =
1

x
:
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Òî÷êà x = 0 � ðàçðûâ II ðîäà, òàê êàê

lim
x!�0

1

x
= �1; lim

x!+0

1

x
= +1:

Ïðèìåð 5. f(x) = e
1

x�2 .

lim
x!2+0

e
1

x�2 = lim
x!2+0

e
1

2+0�2 = lim
x!2+0

e
1

+0 = lim
x!2+0

e+1 = +1;

lim
x!2�0

e
1

x�2 = lim
x!2�0

e
1

2�0�2 = lim
x!2�0

e
1

�0 = lim
x!2�0

e�1 = 0;

x = 2 � òî÷êà ðàçðûâà II ðîäà.

Ïðèìåð 6.

f(x) =

8>><
>>:
�2x+ 1; x < 1;

log2 x; 1 � x � 2;

�x+ 3; x > 2:

Ðåøåíèå.
Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (�1; 1)[ (1; 2)[

(2;+1). Ðàçðûâ âîçìîæåí â òî÷êàõ x1 = 1 è x2 = 2.

Èññëåäóåì òî÷êó x1 = 1. Âû÷èñëèì ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû â äàííîé

òî÷êå è ñðàâíèì ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.

lim
x! 1�0

(�2x+ 1) = �2 + 1 = �1;

lim
x! 1+0

(log2 x) = log2 1 = 0;

f(1) = log2 1 = 0:

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

lim
x! 1�0

f(x) 6= lim
x! 1+0

f(x) = f(1):

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) â òî÷êå x1 = 1 èìååò íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ

ïåðâîãî ðîäà.

Èññëåäóåì òî÷êó x2 = 2. Âû÷èñëèì ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû â äàííîé

òî÷êå è ñðàâíèì ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.

lim
x! 2+0

(log2 x) = log2 2 = 1;

lim
x! 2�0

(�x+ 3) = �2 + 3 = 1;

f(2) = log2 2 = 1:
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

lim
x! 2�0

f(x) = lim
x! 2+0

f(x) = f(2):

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x2 = 2.

Ðèñ. 5. Ãðàôèê ôóíêöèè. Ïðèìåð 6

Ïðèìåð 7.

f(x) =

8>><
>>:
x2 + 2x; x < 0;
p
x; 0 � x � 2;

2; x > 1:

Ðåøåíèå.
Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (�1; 0)[ (0; 1)[

(1;+1). Ðàçðûâ âîçìîæåí â òî÷êàõ x1 = 0 è x2 = 1.

Èññëåäóåì òî÷êó x1 = 0. Âû÷èñëèì ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû â äàííîé

òî÷êå è ñðàâíèì ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.

lim
x! 0�0

(x2 + 2x) = 0 + 0 = 0;

lim
x! 0+0

(
p
x) =

p
0 = 0;

f(0) =
p
0 = 0:

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

lim
x! 0�0

f(x) = lim
x! 0+0

f(x) = f(0):
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Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x1 = 0.

Èññëåäóåì òî÷êó x2 = 1. Âû÷èñëèì ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû â äàííîé

òî÷êå è ñðàâíèì ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.

lim
x! 1�0

(
p
x) =

p
1 = 1;

lim
x! 1+0

(2) = 2;

f(1) =
p
1 = 1:

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

f(1) = lim
x! 1�0

f(x) 6= lim
x! 1+0

f(x):

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) â òî÷êå x2 = 1 èìååò íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ

ïåðâîãî ðîäà.

Ðèñ. 6. Ãðàôèê ôóíêöèè. Ïðèìåð 7

Ïðèìåð 8.

f(x) =
1

1 + 2
1

x

:

Ðåøåíèå.
Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (�1; 0)[(0;+1).

Ðàçðûâ âîçìîæåí â òî÷êå x = 0.

Èññëåäóåì òî÷êó x = 0. Âû÷èñëèì ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû â äàííîé

òî÷êå è ñðàâíèì ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.
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Ñ îäíîé ñòîðîíû lim
x! 0�0

�
1

1 + 2
1

x

�
= 1, òàê êàê

x! 0� 0) 1

x
! �1) 2

1

x ! 0:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû lim
x! 0+0

�
1

1 + 2
1

x

�
= 0, òàê êàê

x! 0 + 0) 1

x
! +1) 2

1

x ! +1:

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

lim
x! 0�0

f(x) 6= lim
x! 0+0

f(x):

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) â òî÷êå x = 0 èìååò íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ

ïåðâîãî ðîäà.

Ðèñ. 7. Ãðàôèê ôóíêöèè. Ïðèìåð 8

Ïðèìåð 9.

f(x) =
2

1

x+1

3� x
:

Ðåøåíèå.
Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (�1;�1) [

(�1; 3) [ (3;+1). Ðàçðûâ âîçìîæåí â òî÷êàõ x1 = �1 è x2 = 3.

Èññëåäóåì òî÷êó x1 = �1. Âû÷èñëèì ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû â äàííîé

òî÷êå è ñðàâíèì ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå. Ñ îäíîé ñòîðîíû

lim
x! �1�0

 
2

1

x+1

3� x

!
= 0;
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òàê êàê

x! �1� 0) 1

x+ 1
! �1) 2

1

x+1 ! 0:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

lim
x! �1+0

 
2

1

x+1

3� x

!
= +1;

òàê êàê

x! �1 + 0) 1

x+ 1
! +1) 2

1

x+1 ! +1:

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

lim
x! �1�0

f(x) 6= lim
x! �1+0

f(x):

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) â òî÷êå x1 = �1 èìååò ðàçðûâ âòîðîãî

ðîäà.

Èññëåäóåì òî÷êóx2 = 3. Âû÷èñëèì ëåâûé è ïðàâûé ïðåäåëû â äàííîé

òî÷êå è ñðàâíèì ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.

lim
x! 3�0

 
2

1

x+1

3� x

!
= +1;

lim
x! 3+0

 
2

1

x+1

3� x

!
= �1:

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

lim
x! 3�0

f(x) 6= lim
x! 3+0

f(x):

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) â òî÷êå x2 = 3 èìååò íåóñòðàíèìûé ðàç-

ðûâ ïåðâîãî ðîäà.
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Ðèñ. 8. Ãðàôèê ôóíêöèè. Ïðèìåð 9

Ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 9 ( Òåîðåìà Áîëüöàíî � Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè ôóíê-

öèè). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b] è f(a) = A, f(b) = B , òî

äëÿ ëþáîãî C , çàêëþ÷åííîãî ìåæäó A è B , ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà

c 2 [a; b], ÷òî f(c) = C . (Íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ, ïðèíèìàÿ

êàêèå-ëèáî äâà çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåò è ëþáîå ëåæàùåå ìåæäó íèìè çíà-

÷åíèå.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f(a) = A < B = f(b) è

A < C < B . Ðàçäåëèì îòðåçîê [a; b] òî÷êîé x0 íà äâà ðàâíûõ ïî äëèíå îò-

ðåçêà, òîãäà ëèáî f(x0) = C è, çíà÷èò, èñêîìàÿ òî÷êà c = x0 íàéäåíà, ëèáî

f(x0) 6= C , è òîãäà íà êîíöàõ îäíîãî èç ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ ôóíêöèÿ f(x)

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ëåæàùèå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ÷èñëà C , òî÷íåå � íà

ëåâîì êîíöå çíà÷åíèå, ìåíüøåå C , íà ïðàâîì � áîëüøåå.

Îáîçíà÷èì ýòîò îòðåçîê [a1; b1] è ðàçäåëèì åãî ñíîâà íà äâà ðàâíûõ ïî

äëèíå îòðåçêà è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ëèáî ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïðèäåì

ê èñêîìîé òî÷êå c, â êîòîðîé f(c) = C , ëèáî ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

âëîæåííûõ îòðåçêîâ [an; bn], ïî äëèíå ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ è òàêèõ, ÷òî

f(an) < C < f(bn): (4.7.1)

Ïóñòü c � îáùàÿ òî÷êà âñåõ îòðåçêîâ [an; bn], n = 1; 2; : : : (ñì. Ëåììó î

âëîæåííûõ îòðåçêàõ). Êàê ìû çíàåì, c = lim
n!1

an = lim
n!1

bn . Ïîýòîìó â ñèëó
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íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x)

f(c) = lim
n!1

f(an) = lim
n!1

f(bn): (4.7.2)

Èç (4.7.1) ïî ñâîéñòâàì ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëó÷èì

lim
n!1

f(an) � C � lim
n!1

f(bn): (4.7.3)

Èç (4.7.2) è (4.7.3) ñëåäóåò, ÷òî f(c) = C . 2

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b] è íà êîíöàõ îò-

ðåçêà ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå ïî çíàêó çíà÷åíèÿ, ò. å. f(a) � f(b) < 0, òî

íà ýòîì îòðåçêå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ

îáðàùàåòñÿ â íîëü, ò. å. 9c 2 [a; b] : f(c) = 0.

Òåîðåìà 10 (Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Ôóíêöèÿ f(x), íåïðåðûâíàÿ

íà îòðåçêå [a; b], îãðàíè÷åíà íà íåì, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

M , ÷òî jf(x)j �M , ïðè âñåõ x 2 [a; b].

Òåîðåìà 11 (Âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðå-

ðûâíà íà îòðåçêå [a; b], òî îíà äîñòèãàåò ñâîåé âåðõíåé è íèæíåé ãðàíè

íà ýòîì îòðåçêå.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîïðîâåðêè

Óïðàæíåíèå 1. Âû÷èñëèòü ïðåäåëû ôóíêöèé:

1. lim
x!�2

(x2 + 6x+ 8).

2. lim
x!0

2x3+3x2+x
7x2+x .

3. lim
x!1

x2�3x+2
x�1 .

4. lim
x!0

p
1+x�1
x .

5. lim
x!�1

1+ 3
p
x

1+x .

6. lim
x!0

p
1+x�

p
x2+1p

1+x�1 .

7. lim
x!2

p
2+x�p3x�2p
4x+1�p5x�1 .

8. lim
x!1

x3�1
x�1 .

9. lim
x!�1

x4�1
x2�1 .

10. lim
x!4

x2�6x+8
x2�5x+4

.

11. lim
x!0

p
1+x+x2�1

x .

12. lim
x!8

p
9+2x�5
3
p
x�2 .

13. lim
x!2

p
3+x+x2�

p
9�2x+x2

x2�3x+2
.

Óïðàæíåíèå 2. Âû÷èñëèòü ïðåäåëû ôóíêöèé:
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1. lim
x!1

x4�5x
x2�3x+1

.

2. lim
x!1

x3+x
x4�3x2+1

.

3. lim
x!1

x2�1
2x2+1

.

4. lim
x!1

1+x�3x3
1+x2+3x3 .

Óïðàæíåíèå 3. Âû÷èñëèòü ïðåäåëû ôóíêöèé:

1. lim
x!1

�
x

1+x

�x
.

2. lim
x!1

�
1 + 1

x

�x+1

x .

3. lim
x!1

�
x+1
x�2
�2x�1

.

4. lim
x!1

�
3x�4
3x+2

�x+1

3 .

5. lim
x!1

�
x+1
x�1
�x2+1

.

6. lim
x!0

(1 + 5x)
x+1

x2+1 .

7. lim
x!0

(1� 2x)
1

x�3 .

8. lim
x!e

lnx�1
x�e .

9. lim
x!0

e2x�1
3x .

Óïðàæíåíèå 4. Âû÷èñëèòü ïðåäåëû ôóíêöèé:

1. lim
x!0

sin 3x
x .

2. lim
x!0

tg 7x
x .

3. lim
x!0

sin 3x
sin 5x .

4. lim
x!0

tg 2x
sin 5x .

5. lim
x!0

2 arcsinx
3x .

6. lim
x!0

x � ctg 4x.

7. lim
x!0

1�cosx
x3 .

8. lim
x!0

1�cos2 x
x sin 2x .

9. lim
x!0

sin 3x
cos 2x .

10. lim
x!0

�
1 + x2

�ctg2 x
.

11. lim
x!0

�
1+tg x
1+sinx

� 1

sin x .
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè

5. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè è åå ñâîéñòâà

5.1. Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé

Ïóñòü y = f(x) îïðåäåëåíà íà (a; b). Ôèêñèðóåì x 2 (a; b) è çàäàäèì

äëÿ ýòîé òî÷êè x ïðîèçâîëüíîå ïðèðàùåíèå �x: x+�x 2 (a; b).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x, ñîîò-

âåòñòâóþùèì ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà �x, íàçîâåì ÷èñëî

�y = f(x+�x)� f(x): (5.1.1)

Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå x, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
�x!0

f(x+�x) = f(x):

Ñ÷èòàÿ, ÷òî �x 6= 0, ðàññìîòðèì â äàííîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x îòíî-

øåíèå ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðèðàùåíèþ

àðãóìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x) â äàííîé ôèêñèðî-

âàííîé òî÷êå x íàçûâàåòñÿ ïðåäåë, ïðè �x, ñòðåìÿùåìóñÿ ê íóëþ, îòíî-

øåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà (ïðè óñëîâèè, ÷òî

ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò):

f 0(x) = lim
�x!0

�y

�x
= lim

�x!0

f(x+�x)� f(x)

�x
: (5.1.2)

Ïðèìåð 1. Íàéòè ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = ex .

(ex)0 = lim
�x!0

ex+�x � ex

�x
= lim

�x!0

ex(e�x � 1)

�x
�= lim

�x!0

ex(�x+ 1� 1)

�x
=

= lim
�x!0

ex ��x

�x
= lim

�x!0
ex = ex )

(ex)0 = ex:

Ïðèìåð 2. Íàéòè ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = lnx.

(lnx)0 = lim
�x!0

ln(x+�x)� lnx

�x
= lim

�x!0

ln
�
x+�x
x

�
�x

= lim
�x!0

ln
�
1 + �x

x

�
�x

�=
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= lim
�x!0

�x

x ��x
= lim

�x!0

1

x
=

1

x
)

(lnx)0 =
1

x
:

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

Ðèñ. 9. AB � ñåêóùàÿ, AS � êàñàòåëüíàÿ

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè â òî÷êå ðàâíà óãëîâîìó êîýôôèöèåíòó êàñàòåëü-

íîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå

f 0(x) = k = tg�:

Âûâåäåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå

A(x0; f(x0)). Óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì ñ ó÷åòîì ãåî-

ìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ïðîèçâîäíîé áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y = f 0(x0) � x+ b:

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A(x0; f(x0)) è

íàéäåì ïàðàìåòð b:

f(x0) = f 0(x0) � x0 + b) b = f(x0)� f 0(x0) � x0 )

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé

y = f(x0) + f 0(x0) � (x� x0): (5.1.3)
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Óðàâíåíèå íîðìàëè

y = f(x0)� 1

f 0(x0)
� (x� x0): (5.1.4)

Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé
Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè Ox (îñü

îðäèíàò), çàêîí äâèæåíèÿ x = x(t).

Çà ïåðèîä (t0; t0 + �t) òî÷êà ïåðåìåñòèòñÿ íà ðàññòîÿíèå x(t0 + �t) �
x(t0) = �x.

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü: v = �x
�t .

lim
�t!0

�x

�t
= lim

�t!0

x(t0 +�t)� x(t0)

�t
= x0(t0):

Ñêîðîñòü � ïðîèçâîäíàÿ êîîðäèíàòû ïî âðåìåíè, èëè ïðîèçâîäíàÿ � ñêî-

ðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè.

5.2. Îñíîâíûå òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèÿõ

Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x) è g(x) îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x è

äèôôåðåíöèðóåìû â ýòîé òî÷êå. Òîãäà ôóíêöèè C � f(x), f(x) + g(x),

f(x) � g(x), f(x)
g(x)

(g(x) 6= 0) òîæå äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x:

(C � f(x))0 = C � f 0(x);

(f(x) + g(x))0 = f 0(x) + g0(x);

(f(x) � g(x))0 = f 0(x)g(x) + g0(x)f(x);�
f(x)

g(x)

�0
=

f 0(x)g(x)� g0(x)f(x)
g2(x)

:

Òåîðåìà 2. Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:

(xn)0 = n � xn�1
(ax)0 = ax � ln a
(ex)0 = ex

(lnx)0 =
1

x

(loga x)
0 =

1

x ln a
(sinx)0 = cosx

(cosx)0 = � sinx

(tg x)0 =
1

cos2 x
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(ctg x)0 = � 1

sin2 x

(shx)0 =
�
ex � e�x

2

�0
= chx

(chx)0 =
�
ex + e�x

2

�0
= shx

(thx)0 =
1

ch2 x

(cthx)0 = � 1

sh2 x

Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà è ñòðîãî ìîíîòîííà íà èíòåðâàëå

[x0 � �; x0 + �], f 0(x0) 6= 0. Òîãäà x = f�1(y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

y0 = f(x0), ïðè÷åì �
f�1
�0
y0

=
1

f 0x0
:

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ïðîèçâîäíûå îáðàòíî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

ôóíêöèé:

(arcsinx)0 =
1p

1� x2
;

(arccosx)0 = � 1p
1� x2

;

(arctg x)0 =
1

1 + x2
;

(arcctg x)0 = � 1

1 + x2
:

Âûâåäåì ïåðâóþ èç íèõ:

y = arcsinx) f�1 : x = sin y; y 2
h
��
2
;
�

2

i
;

y0x = (arcsinx)0x =
1

(sin y)0y
=

1

cos y
=

1

cos(arcsinx)
;

cos(arcsinx) =
q

1� sin2(arcsinx) =
p

1� x2;

(arcsinx)0x =
1p

1� x2
:

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè:(
x = x(t);

y = y(t):
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Òîãäà

y0x0 =
y0t0
x0t0

;

ãäå x0 = x(t0).

Ïðèìåð 1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè:(
x = a cos3 t;

y = a sin3 t
(àñòðîèäà)

(
x0t = �3a cos2 t sin t;

y0t = 3a sin2 t cos t:

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ïðîèçâîäíóþ

y0x =
3a sin2 t cos t

�3a cos2 t sin t
= � tg t:

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé íåÿâíî
Åñëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ y = y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

F (x; y) = 0;

òî ïðîèçâîäíàÿ y0x = y0(x) ýòîé íåÿâíîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü íàéäåíà èç

óðàâíåíèÿ
d

dx
[F (x; y)] = 0;

ãäå F (x; y) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè, çàäàííîé íåÿâíî,

x2

25
+
y2

49
= 1 (ýëëèïñ).

2x

25
+

2y � y0x
49

= 0;

2y � y0x
49

= �2x

25
;

y0x = �2x

25
� 49
2y

= �49x

25y
:
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5.3. Ïðîèçâîäíûå âûñøåãî ïîðÿäêà

Ïðîèçâîäíàÿ f 0(x) äëÿ f(x), îïðåäåëåííîé è äèôôåðåíöèðóåìîé íà

(a; b), òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà ýòîì èíòåðâàëå.

Âîçìîæíî, ÷òî f 0(x) � äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé òî÷êå x 2 (a; b).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîèçâîäíóþ îò ïðîèçâîäíîé íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé
âòîðîãî ïîðÿäêà

f 00(x) = f (2)(x) = (f 0(x))0: (5.3.1)

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèþ, èìåþùóþ íà äàííîì ìíîæåñòâå X êîíå÷íóþ

ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà n, íàçûâàþò n-ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé

f (n)(x) =
h
f (n�1)(x)

i0
: (5.3.2)

Ïðîèçâîäíûå n-ãî ïîðÿäêà äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
1. y = xk (x > 0; n 2 N):

y0 = kxk�1;

y00 = k(k � 1)xk�2;

y000 = k(k � 1)(k � 2)xk�3;

: : :

y(n) = k(k � 1)(k � 2) � � � (k � (n� 1))xk�n:

Åñëè n = k , òî y(n) = n(n� 1)(n� 2) � � � 1 = n!

Åñëè n > k , òî y(n) = 0:

2. y = ax (a > 0; a 6= 1):

y0 = ax ln a;

y00 = ax ln2 a;

y000 = ax ln3 a;

: : :

y(n) = ax lnn a:

Åñëè a = e, òî (ex)(n) = ex .

3. y = sinx:

y0 = cosx;

y00 = � sinx;
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y000 = � cosx;

y(4) = sinx;

: : :

y(n) = sin
�
x+

�n

2

�
:

4. y = cosx:

y(n) = (cosx)(n) = cos
�
x+

�n

2

�
:

5. y = lnx:

y0 =
1

x
;

y00 = � 1

x2
;

y000 =
2

x3
=

(�1)2 � 1 � 2
x3

;

y(4) = (�1)3
1 � 2 � 3
x4

= � 6

x4
;

: : :

y(n) =
(�1)n�1 � (n� 1)!

xn
:

5.4. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

Ïóñòü ôóíêöèÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè: x = x(t), y = y(t). Ïîëó÷àåòñÿ,

÷òî

y0x =
y0t
x0t

ñàìà ïî ñåáå òîæå ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè:(
x = x(t);

y0x = y0x(t):

Äëÿ ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

y00xx = (y0x)
0
x =

d(y0x)
dx

=
(y0x)

0
t

x0t
:

Ïðèìåð 1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî ïîðÿäêà:(
x = a(t� sin t)

y = a(1� cos t);�1 < t <1 öèêëîèäà;
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x0t = a(1� cos t); y0t = a sin t;

y0x =
a sin t

a(1� cos t)
=

sin t

1� cos t
;

(y0x)
0
t =

cos t(1� cos t)� sin t � sin t
(1� cos t)2

=
cos t� cos2 t� sin2 t

(1� cos t)2
=

=
�(1� cos t)

(1� cos t)2
= � 1

1� cos t
;

y00x2 = � 1

a(1� cos t)2
:

5.5. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

Òåîðåìà 5. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò ïðåäåë lim
x!a

f(x) = A, òî ðàç-

íîñòü ìåæäó ôóíêöèåé è çíà÷åíèåì ïðåäåëà åñòü ôóíêöèÿ, áåñêîíå÷íî

ìàëàÿ �(x)! 0 ïðè x! a.

f(x) = A+ �(x); ïðè x! a:

Ïóñòü y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x:

�y = A ��x+ �(�x);

A � íåêîòîðîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò �x, �(�x)! 0 ïðè �x! 0.

Îïðåäåëåíèå 5. Äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x, ñî-

îòâåòñòâóþùèì ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà �x, íàçûâàþò ãëàâíóþ ÷àñòü

ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè A ��x, A =
�y

�x
, A = f 0(x):

dy = f 0(x) � dx: (5.5.1)

Ïóñòü x = '(t), y = f(x) = f('(t)):

y0 = f 0x � '0t: (�)

Ïðèìåíèì (5.5.1) ê ôóíêöèÿì x è y

dx = '0tdt) '0t =
dx

dt
;

dy = f 0xdx) f 0x =
dy

dx
;
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dy = (f('(t)))0tdt) y0 = (f('(t)))0t =
dy

dt
:

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (*):

dy

dt
=

dy

dx
� dx
dt
: (5.5.2)

Ïóñòü u; v � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, òîãäà

d(u+ v) = du+ dv;

d(u � v) = v � du+ u � dv;
d
�u
v

�
=

v � du� u � dv
v2

:

Èç òàáëèöû ïðîèçâîäíûõ:

d(xn) = n � xn�1dx;

d(
p
x) =

dx

2
p
x
;

d

�
1

x

�
= � 1

x2
dx:

Ïðè �x ! 0 ïîãðåøíîñòü ðàâåíñòâà �y � dy ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî

ìàëåíüêîé. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè:

f(x0 +�x)� f(x0) � f 0(x0)�x)
f(x0 +�x) � f(x0) + f 0(x0)�x: (5.5.3)

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëà:

y =
p
x2 + 5; x = 1; 97;

x0 = 2; �x = �0:03;

f(x0 +�x) = f(2� 0; 03) = f(1; 97);

f(1; 97) � f(2) + f 0(2) � (�0; 03);

f(2) =
p

22 + 5 = 3;

f 0(x) =
2x

2
p
x2 + 5

=
xp

x2 + 5
;

f 0(2) =
2

3
;

f(1; 97) � 3 +
2

3
� (�0; 03) = 3� 0; 02 = 2; 98:
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5.6. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Äèôôåðåíöèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà dy = f 0(x)dx � ôóíêöèÿ äâóõ ïåðìåí-

íûõ x è dx. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, òîãäà

d(dy) = d(f 0(x)dx) = f 00(x)(dx)2:

Äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà:

d2y = f 00(x)dx2: (5.6.1)

Äèôôåðåíöèàë n-ãî ïîðÿäêà:

dny = f (n)(x)dxn: (5.6.2)

5.7. Ôîðìóëà Òåéëîðà

Òåîðåìà 6. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

O(x0) òî÷êè x0 è èìååò â íåé ïðîèçâîäíûå äî (n + 1) ïîðÿäêà âêëþ÷è-

òåëüíî, òî äëÿ ëþáîãî x 2 O(x0) èç ýòîé îêðåñòíîñòè íàéäåòñÿ òî÷êà

c 2 (x0;x) òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà:

f(x) = f(x0) +
f 0(x0)
1!

� (x� x0) +
f 00(x0)

2!
� (x� x0)

2 + : : :+

+
f (n)(x0)

n!
� (x� x0)

n +Rn; (5.7.1)

ãäå Rn � îñòàòî÷íûé ÷ëåí. Â ôîðìå Ëàãðàíæà èìååò âèä

Rn =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
� (x� x0)

n+1;

c = x0 + �(x� x0), 0 < � < 1.

Ïðè x0 = 0 ôîðìóëà (5.7.1) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà è èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

f(x) = f(0) +
f 0(0)
1!

� x+
f 00(0)
2!

� x2 + : : :+
f (n)(0)

n!
� xn +Rn; (5.7.2)

Rn =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
� xn+1;

c = � � x, 0 < � < 1.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ÷èñëî å ñ òî÷íîñòüþ äî 0; 001.
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Ñîîòâåòñòâåííî, íàì ïîíàäîáèòñÿ ôóíêöèÿ y = ex è åå çíà÷åíèå â òî÷êå

x0 = 0. ×òîáû ïðèìåíèòü ôîðìóëó (5.7.2), íåîáõîäèìî íàéòè ïðîèçâîäíûå

äî n-ãî ïîðÿäêà: y0 = ex , y00 = ex , y(n) = ex . Íàéäåì çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ

â òî÷êå x0 : 8k 2 N; f (k)(0) = 1:

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ : : :+

xn

n!
+

ec

(n+ 1)!
xn+1;

e = 1 + 1 +
1

2
+

1

6
+ :::

Óñëîâèå íà òî÷íîñòü:
ec

(n+ 1)!
< 0; 001;

0 < c < 1) 1 < ec < 3. Ïðè n = 6:
ec

7!
<

3

5040
= 0; 0006 < 0; 001)

e � 1 + 1 +
1

2
+

1

6
+

1

4!
+

1

5!
+

1

6!
� 2; 718:

Ðàçëîæåíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà

sinx = x� x3

3!
+
x5

5!
+ : : :+

(�1)nx2n+1

(2n+ 1)!
+Rn: (5.7.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. y0 = cosx, y(n) = sin
�
x+ �

2
n
�
:

Ïðè x0 = 0

y(n) = sin
�n

2
=

(
0; n = 2k; k 2 N [ f0g
(�1)k; n = 2k + 1; k 2 N [ f0g ;

Rn(�;x) =
x2n+3

(2n+ 3)!
f (2n+3)(�x) =

x2n+3 sin
�
� +

�

2
(2n+ 3)

�
(2n+ 3)!

:

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

cosx = 1� x2

2!
+
x4

4!
+ : : :+

(�1)nx2n

(2n)!
+

cos
�
� +

�

2
(2n+ 2)

�
(2n+ 2)!

x2n+2; (5.7.4)

ln(1 + x) = x� x2

2
+
x3

3
� : : :+

(�1)n�1xn

n
+

(�1)n

n+ 1
� xn+1

(1 + �)n+1
; (5.7.5)

(1+x)� = 1+
�

1!
x+

�(�� 1)

2!
x2+: : :+

�(�� 1) � � � (�� n+ 1)

n!
xn+Rn; (5.7.6)
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ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ : : :+

xn

n!
+

ec

(n+ 1)!
xn+1: (5.7.7)

Ïðèìåð 2. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = �4x3+3x2�2x+1 ïî ñòåïåíÿì

(x+ 1).

Â çàäàíèè óêàçàíî ïî ñòåïåíÿì (x + 1), òàêèì îáðàçîì, x0 = �1. Ïðè-

ìåíèì ôîðìóëó (5.7.1):

f 0(x) = �12x2 + 6x� 2; f 0(�1) = �12� 6� 2 = �20;

f 00(x) = �24x+ 6; f 00(�1) = 24 + 6 = 30;

f 000(x) = �24; f 000(�1) = �24;

f (4)(x) = 0; f (4)(�1) = 0;

f(�1) = 4 + 3 + 2 + 1 = 10;

f(x) = 10 +
(�20)

1!
(x+ 1) +

30

2!
(x+ 1)2 +

(�24)

3!
(x+ 1)3 =

= 10� 20(x+ 1) + 15(x+ 1)2 � 4(x+ 1)3:

5.8. Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ

Íåîïðåäåëåííîñòü 0
0

Òåîðåìà 7 (Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû

è äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è îáðàùàþòñÿ â íóëü â ýòîé

òî÷êå f(x0) = g(x0) = 0. Ïóñòü g0(x) 6= 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 . Òîãäà

åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x!x0

f 0(x)
g0(x)

= �, òî

lim
x!x0

f(x)

g(x)
= lim

x!x0

f 0(x)
g0(x)

= �:

Êîðîòêî: ïðåäåë îòíîøåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ðàâåí ïðåäåëó îòíîøåíèÿ

èõ ïðîèçâîäíûõ, åñëè ïîñëåäíèé ñóùåñòâóåò.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è â òîì ñëó÷àå, êîãäà x!1:

lim
x!1

f(x)

g(x)
= lim

x!1
f 0(x)
g0(x)

:
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Çàìå÷àíèå. Åñëè f 0(x) è g0(x) óäîâëåòâîðÿþò òåì æå óñëîâèÿì òåîðåìû

1, ÷òî è ôóíêöèè f(x) è g(x), òî òåîðåìó 1 ìîæíî ïðèìåíèòü åùå ðàç, òî

åñòü

lim
x!x0

f(x)

g(x)
= lim

x!x0

f 0(x)
g0(x)

= lim
x!x0

f 00(x)
g00(x)

:

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ïðåäåë ïðè ïîìîùè ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ:

lim
x!1

x� 1

x lnx
= lim

x!1

(x� 1)0

(x lnx)0
= lim

x!1

1

lnx+ 1
= 1:

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ïðåäåë ïðè ïîìîùè ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ:

lim
x!0

1� cos 6x

2x2
= lim

x!0

6 sin 6x

4x
=

3

2
lim
x!0

6 cos 6x

1
= 9:

Íåîïðåäåëåííîñòü 1
1

Òåîðåìà 8 (Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû

è äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè

lim
x!x0

f(x) = lim
x!x0

g(x) = 1. Ïóñòü g0(x) 6= 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 .

Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x!x0

f 0(x)
g0(x)

= �, òî

lim
x!x0

f(x)

g(x)
= lim

x!x0

f 0(x)
g0(x)

= �:

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü ïðåäåë ïðè ïîìîùè ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ:

lim
x!�

2

tg 3x

tg 5x
= lim

x!�
2

3 cos2(5x)

5 cos2(3x)
=

3

5
lim
x!�

2

2 cos(5x) � (� sin(5x)) � 5
2 cos(3x) � (� sin(3x)) � 3 =

= lim
x!�

2

sin(10x)

sin(6x)
= lim

x!�
2

10 cos(10x)

6 cos(6x)
=

5

3
:

5.9. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå ýêñòðåìóìà
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a; b).

Òåîðåìà 9. Äëÿ òîãî ÷òîáû äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà (a; b) ôóíêöèÿ f(x) íå

óáûâàëà (íå âîçðàñòàëà), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ

ýòîé ôóíêöèè f 0(x) áûëà íåîòðèöàòåëüíà (íåïîëîæèòåëüíà).
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Òåîðåìà 10. Äëÿ òîãî ÷òîáû äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà (a; b) ôóíêöèÿ f(x)

âîçðàñòàëà (óáûâàëà) íà èíòåðâàëå (a; b), äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîèçâîä-

íàÿ ýòîé ôóíêöèè f 0(x) áûëà ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà) âñþäó íà

ýòîì èíòåðâàëå.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà âñþäó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(x0).

Îïðåäåëåíèå 6. Ãîâîðÿò, ÷òî f(x) èìååò â òî÷êå x0 ëîêàëüíûé
ìàêñèìóì (ìèíèìóì), åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷-

êè O(x0), â ïðåäåëàõ êîòîðîé çíà÷åíèå f(x0) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì (íàè-

ìåíüøèì) ñðåäè âñåõ äðóãèõ çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

Òåîðåìà 11 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Åñëè f(x) äèôôåðåíöè-

ðóåìà â òî÷êå x0 è èìååò â ýòîé òî÷êå ýêñòðåìóì, òî f 0(x0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòûñêàíèÿ ó äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(x) òî-

÷åê âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà ñëåäóåò íàéòè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ f 0(x) = 0.

Ýòè êîðíè áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà èëè ñòàöèî-
íàðíûìè òî÷êàìè.

Òåîðåìà 12 (Ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü òî÷êà x0
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x) è ïóñòü ôóíê-

öèÿ äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(x0). Òîãäà åñëè

â ïðåäåëàõ óêàçàííîé îêðåñòíîñòè f 0(x) ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà)

ñëåâà îò òî÷êè x0 è îòðèöàòåëüíà (ïîëîæèòåëüíà) ñïðàâà îò íåå, òî

ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (ìèíèìóì). Åñëè

ôóíêöèÿ f 0(x) èìååò îäèí è òîò æå çíàê, òî ýêñòðåìóìà íåò.

Òåîðåìà 13 ( Âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ

f(x) èìååò â äàííîé òî÷êå x0 âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà êîíå÷íóþ âòîðóþ

ïðîèçâîäíóþ. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 ìàêñèìóì, åñëè ïðî-

èçâîäíàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â ýòîé òî÷êå îòðèöàòåëüíà, ò. å. f 00(x0) < 0,

è èìååò â òî÷êå x0 ìèíèìóì, åñëè ïðîèçâîäíàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â ýòîé

òî÷êå ïîëîæèòåëüíà, f 00(x0) > 0.

Ïðèìåð 1. Îïðåäåëèòü ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

f(x) = x3 � 3x2 � 4:
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Íàéäåì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè è ïðèðàâíÿåì å¼ ê íóëþ:

f 0(x) = 3x2 � 6x;

3x(x� 2) = 0:

Îïðåäåëÿåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè (òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 0):

x = 0; x = 2:

Íàõîäèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè (ïðîèçâîäíàÿ îò ïåðâîé ïðîèçâîä-

íîé):

f 00(x) = 6x� 6:

Îïðåäåëÿåì çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé â êàæäîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå è äå-

ëàåì âûâîäû â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé:

f 00(0) = �6 < 0, x = 0 � òî÷êà ìàêñèìóìà,

f 00(2) = 6 > 0, x = 2 � òî÷êà ìèíèìóìà.

Ïðèìåð 2. Âàì â íàñëåäñòâî äîñòàëñÿ çàâîäèê ïî ïðîèçâîäñòâó êîíñåð-

âîâ îïðåäåëåííîãî òèïà. Âû õîòèòå óâåëè÷èòü äîõîä ñ ýòîãî ïðåäïðèÿòèÿ.

Îïðåäåëèòü: ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè ðàäèóñà r è âûñîòû h êîíñåðâíàÿ áàí-

êà èìååò íàèáîëüøèé îáüåì, à ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøèé âåñ ïðîäóêòà è öåíó,

êîòîðàÿ óâåëè÷èâàåò âàøó ïðèáûëü.

Ðåøåíèå. Îïðåäåëèì ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè áàíêè:

Sall = 2�r2 + 2�rh = S:

Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, âûðàçèì âûñîòó áàíêè

èç äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ:

h =
S

2�r
� r:

Âû÷èñëÿåì îáúåì áàíêè, êîòîðûé ìû õîòèì ìàêñèìàëüíî óâåëè÷èòü:

V (r) = �r2h =
S

2
r � �r3:

Ñîîòâåòñòâåííî, íàì íåîáõîäèìî íàéòè ìàêñèìóì ôóíêöèè V (r). Äëÿ ýòîãî

íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îò äàííîé ôóíêöèè:

V 0(r) =
S

2
� 3�r2 (r > 0):

Îïðåäåëèì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ:

S

2
� 3�r2 = 0;
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r =

r
S

6�
:

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òî÷êà r =
q

S
6� ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà. Òå-

ïåðü âîñïîëüçóåìñÿ äàííûì âûðàæåíèåì è ïîäñòàâèì â óñëîâèå ïîëíîé ïëî-

ùàäè áàíêè:

Sall = 2�r2 + 2�rh = S:

Ïîäåëèì äàííîå âûðàæåíèå íà r2 :

2� + 2�
h

r
=

S

r2
:

Èç òî÷êè ìàêñèìóìà ïîëó÷àåì, ÷òî r2 = S
6� . Ïîäñòàâèì â ïðåäûäóùåå âû-

ðàæåíèå è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

2� + 2�
h

r
=

S � 6�
S

;

2�
h

r
= 6� � 2� = 4�:

Ïîëó÷àåì
h

r
= 2

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå îáúåìà áàíêè âûõîäèò ïðè óñëîâèè,

÷òî âûñîòà áàíêè â äâà ðàçà áîëüøå ðàäèóñà.

5.10. Âûïóêëîñòü è âîãíóòîñòü ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèÿ
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a; b). Ïóñòü ôóíê-

öèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå èíòåðâàëà (a; b). Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ëþáóþ

òî÷êó M(x; f(x)) ýòîãî ãðàôèêà (a < x < b).

Îïðåäåëåíèå 7. Ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) èìååò íà èíòåðâàëå (a; b)

âûïóêëîñòü, íàïðàâëåííóþ âíèç (ââåðõ), åñëè ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè

â ïðåäåëàõ óêàçàííîãî èíòåðâàëà ëåæèò íå íèæå (íå âûøå) ëþáîé ñâîåé

êàñàòåëüíîé íà äàííîì èíòåðâàëå.

Òåîðåìà 14. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò íà èíòåðâàëå (a; b) êîíå÷íóþ

âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ è åñëè ýòà ïðîèçâîäíàÿ íåîòðèöàòåëüíà (íåïîëîæè-

òåëüíà) âñþäó íà ýòîì èíòåðâàëå, òî ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) èìååò

íà èíòåðâàëå (a; b) âûïóêëîñòü, íàïðàâëåííóþ âíèç (ââåðõ).
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Çàìå÷àíèå 1. Åñëè âñþäó íà èíòåðâàëå (a; b) âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-

öèè ðàâíà íóëþ, òî ýòî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ãðàôèêîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîèçâîëü-

íûì.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ïåðåãèáà

Îïðåäåëåíèå 8. Òî÷êîé ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) íàçûâà-

åòñÿ òî÷êà M(x0; f(x0)), ðàçäåëÿþùàÿ ïðîìåæóòêè âûïóêëîñòè è âîãíó-

òîñòè (âûïóêëîñòè ââåðõ è âûïóêëîñòè âíèç).

Òåîðåìà 15 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïåðåãèáà). Åñëè f(x) èìååò ïåðåãèá â

òî÷êå M(x0; f(x0)), òî f 00(x0) = 0 èëè íå ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 16 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà). Åñëè:
1) ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ f 0(x) íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ;

2) âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f 00(x) = 0 èëè íå ñóùåñòâóåò â òî÷êå x0 ;

3) f 00(x) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0 ìåíÿåò ñâîé çíàê, òîãäà â òî÷êå

M(x0; f(x0)) ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò ïåðåãèá.

Ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) íóæíî

1) îïðåäåëèòü îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîé ôóíêöèè è èññëåäîâàòü ïîâå-

äåíèå ôóíêöèè â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ýòîé îáëàñòè;

2) îïðåäåëèòü ÷åòíîñòü/íå÷åòíîñòü ôóíêöèè, ñèììåòðèþ ãðàôèêà è ïå-

ðèîäè÷íîñòü;

3) íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè, îïðåäåëèòü èõ õàðàêòåð è ïîâåäåíèå

ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê;

4) îïðåäåëèòü íóëè ôóíêöèè;

5) íàéòè òî÷êè ýêñòðåìóìà è âûÿñíèòü ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáû-

âàíèÿ ôóíêöèè;

6) îïðåäåëèòü òî÷êè ïåðåãèáà è óñòàíîâèòü ïðîìåæóòêè âîãíóòîñòè ãðà-

ôèêà ôóíêöèè;

7) íàéòè àñèìïòîòû â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ èõ:

íàêëîííàÿ àñèìïòîòà íàõîäèòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì y = kx+ b:
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� k = lim
x!1

f(x)
x , åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî íàõîäèì êîýô-

ôèöèåíò b;

� b = lim
x!1

(f(x)� kx).

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîïðîâåðêè

Óïðàæíåíèå 1. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

1. y = x4� x3

3
+2; 5x2�0; 3x+0; 1.

2. y = 0; 8 4
p
x� x3

0;3 +
1
5x2 .

3. y =
p
x(x3 �px+ 1).

4. y = 2x3�3x+px�1
x .

5. y = (x3 � 3x+ 2)(x4 + x2 � 1).

6. y = (1+
p
x)(1+

p
2x)(1+

p
3x).

7. y = 3x+1
x�1 .

8. y = x2+1
3(x2�1) + (x2 � 1)(1� x).

9. y = x2+x�1
x3+1

.

10. y = 3
(1�x2)(1�2x3) .

11. y = 1� 3
p
2x

1+ 3
p
2x
.

12. y = 3

q
1

1+x2 .

13. y = x
1�cosx .

14. y = tg x
x .

15. y = sinx
cosx+1

.

16. y = x sinx
tg x+1

.

17. y = cosx� cos3 x
3

.

18. y = sin 1
x .

19. y = ctg 3
p
1 + x2 .

20. y =
q

1 + tg
�
x+ 1

x

�
.

21. y = arcsinx
arccosx .

22. y = arcsin2 x.

23. y = x sinx arctg x.

24. y = arccos 2x�1p
3
.

25. y = 1
2

4
p

arcsin
p
x2 + 2x.

26. y = 2x .

27. y = x
4x
.

28. y = x3+2x

ex .

29. y = ex cosx.

30. y = 1+ex

1�ex .

31. y = xex(cosx+ sinx).

32. y = 5sin
3 x .

33. y = sin ex
2+3x�2 .

34. y = arctg
q

1�x
1+x .

35. y = ln x+
p
1�x2
x .

36. y = 2 cosxp
cos 2x

.
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37. y = 1+x arctg xp
1�x2 .

38. y = xex arctg x
ln 5x .

39. y = 1
2
(3 � x)

p
1� 2x� x2 +

2arcsin x+1p
2
.

40. y = (1�x2) cosxe3x�1
arccos3 x .

41. y = x arcsin2 x � 2x +

2
p
1� x2 arcsinx.

Óïðàæíåíèå 2. Îïðåäåëèòü ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè è íàéòè ýêñ-

òðåìóìû ôóíêöèé:

1. y = 1�x+x2
1+x+x2 .

2. y = x
lnx .

3. y = 2x2 � lnx.

4. y = x2 � lnx2 .

5. y = x+ cosx.

6. y = ln(x+
p
1 + x2).

7. y = 3x2+4x+4
1+x+x2 .

8. y = 2x3 � 6x2 � 18x+ 7.

9. y = 2x
1+x2 .

10. y = x2

2x
.

11. y = �x2px2 + 2.

Óïðàæíåíèå 3. Îïðåäåëèòü õàðàêòåð âûïóêëîñòè ôóíêöèé è íàéòè

òî÷êè ïåðåãèáà:

1. y = x3 � 5x2 + 3x� 5.

2. y = x4 � 12x3 + 48x2 � 50.

3. y = 3x5 � 5x4 + 3x� 2.

4. y = (2 + x)6 + 2x+ 2.

5. y = ln(1 + x2).

6. y = x4(12 lnx� 7).

7. y = earctg x .

8. y = 4
x ln

x
4
.

Óïðàæíåíèå 4. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, âû÷èñëèòü ïðåäåëû:

1. lim
x!0

ex�1
sinx .

2. lim
x!0

x�arctg x
x3 .

3. lim
x!0

lnx
ln sinx .

4. lim
x!0

1�cosx2
x2 sinx2 .

5. lim
x!0

arcsin 2x�2 arcsinx
x3 .

6. lim
x!0

tg x�x
x�sinx .

7. lim
x!2

3
p
x� 3

p
2p

x�
p
2
.

8. lim
x!1

x sin 7
x .

9. lim
x!1

x
�
e

1

x � 1
�
.

10. lim
x!�

2

tg 3x
tg x .
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11. lim
x!�

4

3
p
tg x�1

2 sinx�1 .

12. lim
x!0

x ctg x�1
x2 .

13. lim
x!1

�
1

lnx � 1
ex�1

�
.

14. lim
x!0

�
1
x � 1

x�1
�
.

15. lim
x!0

�
ctg x� 1

x

�
.

16. lim
x!1

ln(1�x)+tg �
2

ctg �x .
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Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè

6. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

6.1. Ïåðâîîáðàçíàÿ è íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèåé
äëÿ ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå (a; b), åñëè 8x 2 (a; b) ôóíêöèÿ F (x)

äèôôåðåíöèðóåìà è èìååò ïðîèçâîäíóþ F 0(x), ðàâíóþ f(x):

F 0(x) = f(x):

Ïðèìåð 1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
(à) F (x) = sinx+ 100 ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x) = cosx;

(b) F (x) =
p
1� x2 ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x) = � xp

1� x2
.

Åñëè F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè f(x) íà (a; b), òî è ôóíêöèÿ

F (x) + C , ãäå C � êîíñòàíòà, ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f(x).

Òåîðåìà 1. Åñëè F1(x) è F2(x) � ëþáûå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíêöèè f(x)

íà (a; b), òî âñþäó íà ýòîì èíòåðâàëå F1(x) � F2(x) = C , ãäå Ñ � íåêî-

òîðàÿ êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì �(x) = F1(x)�F2(x). Íàéäåì ïðîèçâîä-

íóþ îò äàííîé ôóíêöèè:

�0(x) = (F1(x)� F2(x))
0 = F 0

1(x)� F 0
2(x) = f(x)� f(x) = 0)

�0(x) = 0) �(x) = C:

Âåðíåìñÿ ê çàìåíå F1(x)� F2(x) = C . 2

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ, òî �(x) = F (x) + C .

Îïðåäåëåíèå 2. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèé äëÿ äàííîé

ôóíêöèè f(x) íà (a; b) íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò

ôóíêöèè f(x) íà ýòîì èíòåðâàëå:Z
f(x)dx = F (x) + C: (6.1.1)
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Ïðèìåð 2. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè Ïðèìåðà 1, ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ äëÿ

ñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ:

(a)
R �xp

1� x2
dx =

p
1� x2 + C;

(b)
R
cosxdx = sinx+ C:

6.2. Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è òàáëèöà èíòåãðàëîâ

Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

1.
�R

f(x)dx
�0

= f(x).

2.
R
dF (x) = F (x) + C .

3.
R
(f(x)� g(x))dx =

R
f(x)dx� R g(x)dx;

(F (x) +G(x))0 = F 0(x) +G0(x) = f(x) + g(x). 2

4.
R
A � f(x)dx = A � R f(x)dx;

(A � F (x))0 = A � F 0(x) = A � f(x) .2
Òàáëèöà îñíîâíûõ èíòåãðàëîâ

(1)
R
xndx = xn+1

n+1
+ C; (n 6= �1);

(2)
R

1
xdx = ln jxj+ C; (x 6= 0);

(3)
R
axdx = ax

ln a + C; (a > 0; a 6= 1);

(4)
R
exdx = ex + C;

(5)
R
sinxdx = � cosx+ C;

(6)
R
cosxdx = sinx+ C;

(7)
R

dx
cos2 x = tg x+ C; (x 6= �

2
+ �n);

(8)
R

dx
sin2 x

= � ctg x+ C; (x 6= �n);
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(9)
R

dxp
1�x2 =

(
arcsinx+ C

� arccosx+ C;
(�1 < x < 1);

(10)
R

dx
1+x2 =

(
arctg x+ C

� arcctg x+ C;

(11)
R

dxp
x2�1 = ln jx+

p
x2 � 1j+ C; (jxj > 1);

(12)
R

dx
1�x2 = 1

2
ln
��1+x
1�x
��+ C; (jxj 6= 1);

(13)
R
shxdx = chx+ C;

(14)
R
chxdx = shx+ C;

(15)
R

dx
ch2x = thx+ C;

(16)
R

dx
sh2 x

= � cthx+ C:

Èíòåãðàëû îò íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé óæå íå ÿâëÿþòñÿ ýëå-

ìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè è ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íå âûðàæàþòñÿ:R
e�x

2

dx � èíòåãðàë Ïóàññîíà;R
cos(x2)dx,

R
sin(x2)dx � èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ;R

dx
lnx ,

R
cosx
x dx,

R
sinx
x dx.

6.3. Îñíîâíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

Ìåòîä ïîäñòàíîâêè è çàíåñåíèå ïîä äèôôåðåíöèàë
Ïóñòü t = '(x) îïðåäåëåíà è äèôôåðåíöèðóåìà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå

X è ïóñòü T � ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè. Ïóñòü äëÿ g(t)

ñóùåñòâóåò íà T ïåðâîîáðàçíàÿ G(t):
R
g(t)dt = G(t) + C . ÒîãäàZ

g('(x)) � '0(x)dx = G('(x)) + C:

Äîêàçàòåëüñòâî.Z
g('(x)) � '0(x)dx =

Z
g('(x))d('(x)) =
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=

Z
g(t)d(t) = G(t) + C = G('(x)) + C: 2

Ïðèìåð 3. Èñïîëüçóÿ òàáëèöó íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ, âû÷èñëèòüZ
cos(200x)dx = j200x = t; dt = 200dxj =

Z
cos t

dt

200
=

=
1

200

Z
cos tdt =

1

200
� sin t+ C =

1

200
sin 200x+ C:

Ïðèìåð 4. Èñïîëüçóÿ òàáëèöó íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ, âû÷èñëèòüZ
ecosx � sinxdx = �

Z
ecosxd(cosx) = jt = cos tj =

= �
Z

etdt = �et + C = �ecosx + C:

Ïðèìåð 5. Èñïîëüçóÿ òàáëèöó íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ, âû÷èñëèòüZ
(arctg x)100

1 + x2
dx =

=

Z
(arctg x)100d(arctg x) = ju = arctg xj =

=

Z
u100du =

u101

101
+ C =

(arctg x)101

101
+ C:

Ïðèìåð 6. Èñïîëüçóÿ òàáëèöó íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ, âû÷èñëèòüZ
x3dx

(2x)8 + 1
=

=
1

4

Z
d(x4)

(24 � x4)2 + 1
=

1

4 � 24
Z

d(24 � x4)
(24 � x4)2 + 1

=

= jz = 24 � x4j = 1

64

Z
dz

z2 + 1
=

1

64
arctg z + C =

1

64
arctg(24x4) + C:

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Òåîðåìà 2. Ïóñòü êàæäàÿ èç ôóíêöèé u(x) è v(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà

ìíîæåñòâå X è, êðîìå òîãî, íà ýòîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò ïåðâî-

îáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè v(x) � u0(x). Òîãäà íà ìíîæåñòâå X ñóùåñòâóåò

ïåðâîîáðàçíàÿ è äëÿ ôóíêöèè u(x) � v0(x), ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà ôîðìóëàZ
u(x) � v0(x)dx = u(x)v(x)�

Z
v(x) � u0(x)dx; (6.3.1)

Z
udv = uv �

Z
vdu: (6.3.2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ôóíêöèþ (u �v) è íàéäåì åå äèôôåðåíöèàë:

d(uv) = (uv)0dx = (u0v + v0u)dx = u0vdx+ v0udx:

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå:Z
d(uv) =

Z
u0vdx+

Z
v0udx)

uv =

Z
u0vdx+

Z
v0udx)Z

v0udx = uv �
Z

u0vdx � ïîëó÷åíà ôîðìóëà (6.3.1);Z
udv = uv �

Z
vdu � ïîëó÷åíà ôîðìóëà (6.3.2).2

Ãðóïïû èíòåãðàëîâ, áåðóùèõñÿ ïî ÷àñòÿì

� Ãðóïïà I. Ê ýòîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ èíòåãðàëû, ïîäûíòåãðàëüíàÿ

ôóíêöèÿ êîòîðûõ ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ îäíó èç ñëåäóþùèõ

ôóíêöèé:

lnx; arcsinx; arccosx; arctg x; (arctg x)2; (arccosx)2; ln'(x); : : :

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà äàííîé ãðóïïû ñëåäóåò ïðèìåíèòü ôîðìó-

ëó (6.3.2), îáîçíà÷àÿ çà u óêàçàííûå ôóíêöèè.

Ïðèìåð 7. Âû÷èñëèòü, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì,

ïðè n 6= �1:

I =

Z
xn lnxdx =

���������

u = lnx

dv = xndx

du = dx
x

v =
R
xndx = xn+1

n+1

���������
=

=
xn+1

n+ 1
� lnx�

Z
xn+1

n+ 1
� 1
x
dx =

xn+1

n+ 1
� lnx� 1

n+ 1

Z
xndx =

=
xn+1

n+ 1
� lnx� 1

(n+ 1)2
xn+1 + C:

Ïðèìåð 8. Âû÷èñëèòü, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

I =

Z
x arctg xdx =

���������

u = arctg x

dv = xdx

du = dx
x2+1

v =
R
xdx = x2

2

���������
=
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=
x2

2
� arctg x�

Z
x2

2
� 1

x2 + 1
dx =

x2

2
� arctg x� 1

2

Z
(1� 1

x2 + 1
)dx =

=
x2

2
� arctg x� 1

2
x+

1

2
arctg x+ C:

� Ãðóïïà II.
R
(ax+b)n cos(cx)dx,

R
(ax+b)n sin(cx)dx,

R
(ax+b)necxdx,

a; b; c � êîíñòàíòû, n 2 Z.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà äàííîé ãðóïïû ñëåäóåò ïðèìåíèòü n-

êðàòíî ôîðìóëó (6.3.1), ïðè÷åì êàæäûé ðàç u îáîçíà÷àòü (ax + b)

â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè.

Ïðèìåð 9. Âû÷èñëèòü, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

I =

Z
(2x+ 1) sinxdx =

���������

u = (2x+ 1)

dv = sinxdx

du = 2dx

v =
R
sinxdx = � cosx

���������
=

= (2x+ 1)(� cosx)�
Z

(� cosx)2dx = �(2x+ 1) cosx+ 2

Z
cosxdx =

= �(2x+ 1) cosx+ 2 sinx+ C:

Ïðèìåð 10. Âû÷èñëèòü, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

I =

Z
x2 cosxdx =

���������

u = x2

dv = cosxdx

du = 2xdx

v =
R
cosxdx = sinx

���������
=

= x2 sinx�
Z

sinx2xdx =

���������

u = x

dv = sinxdx

du = dx

v =
R
sinxdx = � cosx

���������
=

= x2(sinx)� 2(�x cosx+

Z
cosxdx) = x2(sinx) + 2x cosx� 2 sinx+ C:

� Ãðóïïà III. Êðóãîâûå èíòåãðàëûZ
eax cos bxdx;

Z
eax sin bxdx;

Z
sin(lnx)dx;

Z
cos(lnx)dx; : : :

Îáîçíà÷àåì èíòåãðàë çà íåèçâåñòíóþ I , ïðîèçâîäèì äâóêðàòíîå ïðè-

ìåíåíèå ôîðìóëû (??), ñîñòàâëÿåì äëÿ I óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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Ïðèìåð 11. Âû÷èñëèòü, åñëè a; b� const:

I =

Z
eax cos bxdx =

���������

u = eax

dv = cos bxdx

du = aeaxdx

v =
R
cos bxdx = 1

b sin bx

���������
=

=
1

b
eax sin bx�

Z
a

b
eax � sin(bx)dx =

����� u = eax

v = �1
b cos bx

����� =
=

1

b
eax sin bx� a

b

�
�1

b
eax cos bx+

a

b

Z
eax cos bxdx

�
:

Ðåøàåì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî I :

I =
1

b
eax sin bx+

a

b2
eax cos bx� a2

b2
I;

I +
a2

b2
I =

1

b
eax sin bx+

a

b2
eax cos bx;

b2 + a2

b2
I =

eax

b

�
sin bx+

a

b
eax cos bx

�
;

I =
b

a2 + b2
eax
�
sin bx+

a

b
eax cos bx

�
:

Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ âèäà

Pn(x) = anx
n + an�1xn�1 + : : :+ a1x+ a0; (6.3.3)

ãäå n 2 N, ai � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì èëè

öåëîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé (n � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà).

Îïðåäåëåíèå 4. Êîðíåì ìíîãî÷ëåíà (6.3.3) íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå x0 , ïðè

êîòîðîì ìíîãî÷ëåí îáðàùàåòñÿ â íóëü Pn(x0) = 0.

Òåîðåìà 3. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí Pn(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Pn(x) = an(x� x1)(x� x2) � � � (x� xn); (6.3.4)

ãäå xi � êîðíè ìíîãî÷ëåíà, an � êîýôôèöèåíò ïðè xn .
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Îïðåäåëåíèå 5. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé (ðàöèîíàëüíîé
äðîáüþ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ îòíîøåíèþ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ

f(x) =
Pn(x)

Qm(x)
;

ãäå Pn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, Qm(x) � ñòåïåíè m.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ñòå-
ïåíü ÷èñëèòåëÿ ìåíüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ.

Ëåììà 1. Âñÿêóþ íåïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ äðîáü ìîæíî ïóòåì äå-

ëåíèÿ ÷èñëèòåëÿ íà çíàìåíàòåëü ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëå-

íà L(x) (öåëàÿ ÷àñòü) è ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè
R(x)

Qm(x)
(R(x) �

îñòàòîê):
Pn(x)

Qm(x)
= L(x) +

R(x)

Qm(x)
:

Ïðîñòåéøèå ïðàâèëüíûå ðàöèîíàëüíûå äðîáè

I: A
x�a ; (A; a 2 R):

II: A
(x�a)k (A; a 2 R; k � 2; k 2 N):

III: Mx+N
x2+px+q (M;N; p; q 2 R; p2 � 4q < 0):

IV: Mx+N
(x2+px+q)k

(M;N; p; q 2 R; p2 � 4q < 0; k � 2; k 2 N):

Èíòåãðèðîâàíèå ïðîñòåéøèõ ïðàâèëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ äðî-
áåé

I:
R

A
x�adx = A

R d(x�a)
x�a = A ln jx� aj+ C:

II:
R

A
(x�a)kdx = A

R
(x� a)�kd(x� a) = A (x�a)�k+1

1�k + C:

III:
R

Mx+N
x2+px+qdx (p2 � 4q < 0):
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Â çíàìåíàòåëå âûäåëÿåì ïîëíûé êâàäðàò:

x2 + px+ q = x2 + 2 � x � p
2
+
p2

4
+ q � p2

4
=
�
x+

p

2

�2
+

�
q � p2

4

�
:

Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó: x+ p
2
= t, x = t� p

2
, dx = dt, A2 = q � p2

4
.Z

Mx+N

x2 + px+ q
dx =

Z
M
�
t� p

2

�
+N

t2 + A2
dt =

= M

Z
tdt

t2 + A2
+

�
N � Mp

2

�Z
dt

t2 + A2
= I1 + I2:

Âûïèøåì îòäåëüíî êàæäûé èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ ïåðâîãî èí-

òåãðàëà íåîáõîäèìî çàíåñòè ïåðåìåííóþ èç ÷èñëèòåëÿ ïîä äèôôåðåíöèàë,

äàëåå èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê òàáëè÷íîìó èíòåãðàëó, êîòîðûé ðàâåí íàòóðàëü-

íîìó ëîãàðèôìó:

I1 = M

Z
tdt

t2 + A2
=

M

2

Z
dt2

t2 + A2
=

M

2

Z
d(t2 + A2)

t2 + A2
=

M

2
ln jt2+A2j+C1:

Äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà ïåðåîáîçíà÷èì êîíñòàíòû äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè è

ñâåäåì ê òàáëè÷íîìó èíòåãðàëó, êîòîðûé ðàâåí àðêòàíãåíñó.

Ïóñòü N � Mp
2

= D ,

I2 = D

Z
dt

t2 + A2
= D

Z
dt

A2( t2

A2 + 1)
=

D

A2

Z
dt�

t
A

�2
+ 1

=

D

A2
� A
Z

d
�
t
A

�
�
t
A

�2
+ 1

=
D

A
arctg

t

A
+ C2:

Âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîìó èíòåãðàëó è âûïîëíÿåì îáðàòíûå çàìåíû:

I = I1 + I2 =
M

2
ln jt2 + A2j+ C1 +

D

A
arctg

t

A
+ C2 =

=
M

2
ln jx2 + px+ qj+ N � Mp

2q
q � p2

4

arctg
x+ p

2q
q � p2

4

+ C:

Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ
Äëÿ ðàçëîæåíèÿ ðàöèîíàëüíîé äðîáè íà ïðîñòåéøèå ïðèìåíÿþò (ÌÍÊ)

ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-

ùåì. Ïóñòü äàíà ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü
P (x)

Q(x)
.
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1. Ðàñêëàäûâàåì çíàìåíàòåëü íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:

Q(x) = (x�x1)
k1(x�x2)

k2 � : : : � (x2+ p1x+ q1)
s1 � : : : � (x2+ pmx+ qm)

sm:

2.
P (x)

Q(x)
=

A1

(x� x1)
+

A2

(x� x1)2
+ : : :+

Ak1

(x� x1)k1
+

+
B1

(x� x2)
+

B2

(x� x2)2
+ : : :+

Bk2

(x� x2)k2
+ : : :+

+
C1x+D1

(x2 + p1x+ q1)
+

C2x+D2

(x2 + p1x+ q1)2
+ : : :+

Cs1x+Ds1

(x2 + p1x+ q1)s1
+ : : :+

+
M1x+N1

(x2 + pmx+ qm)
+

M2x+N2

(x2 + pmx+ qm)2
+: : :+

Msmx+Nsm

(x2 + pmx+ qm)sm
: (6.3.5)

3. Ïðèâîäèì ïðàâóþ ÷àñòü (6.3.5) ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ:

P (x)

Q(x)
=

S(x)

Q(x)
;

ãäå S(x) � ìíîãî÷ëåí ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

4. Òàê êàê P (x) � S(x), ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ

ñòåïåíÿõ ñëåâà è ñïðàâà, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èç

êîòîðîé íàõîäèì íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû.

Ïðèìåð 12. Ðàçëîæèòü íà ïðîñòåéøèå äðîáè ïðè ïîìîùè ÌÍÊ:

3x� 4

x(x� 2)(x+ 1)
;

3x� 4

x(x� 2)(x+ 1)
=

A

x
+

B

x� 2
+

C

x+ 1
;

3x� 4

x(x� 2)(x+ 1)
=

A(x2 � x� 2) +B(x2 + x) + C(x2 � 2x)

x(x� 2)(x+ 1)
:

Âûïèñûâàåì êîýôôèöèåíòû â ÷èñëèòåëå ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ñëåâà è

ñïðàâà:

x2 : 0 = A+B + C ;

x : 3 = �A+B � 2C ;

x0 : �4 = �2A.

Ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé è íàõîäèì A, B , C :

A = 2; B =
1

3
; C = �7

3
;
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ïîäñòàâèì íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèå äðîáè íà ïðîñòåéøèå:

3x� 4

x(x� 2)(x+ 1)
=

2

x
+

1
3

x� 2
+

��7
3

�
x+ 1

:

Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé
Àëãîðèòì äëÿ Z

Pn(x)

Qm(x)
dx:

1. Åñëè n � m, òî äåëèì ÷èñëèòåëü íà çíàìåíàòåëü è ïðåäñòàâëÿåì äðîáü

â âèäå
Pn(x)

Qm(x)
= L(x) +

R(x)

Qm(x)
:

2. Ðàñêëàäûâàåì äðîáü R(x)
Qm(x)

íà ïðîñòåéøèå ïðè ïîìîùè ÌÍÊ.

3. Èíòåãðèðóåì L(x) è ïîëó÷åííûå ïðîñòåéøèå äðîáè.

Ïðèìåð 13.

Z
x5 + 2x3 + 4x+ 4

x4 + 2x3 + 2x2
dx:

1. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ äðîáü íåïðàâèëüíàÿ, ïîýòîìó äåëèì ñòîëáèêîì ÷èñëè-

òåëü íà çíàìåíàòåëü:
x5+2x3 +4x +4 x4 + 2x3 + 2x2

x5+2x4+2x3 x� 2

�2x4 +4x +4

�2x4�4x3�4x2

4x3+4x2 +4x+4

L(x) = x� 2; R(x) = 4(x3 + x2 + x+ 1):

2. Ðàñêëàäûâàåì çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè:

x4 + 2x3 + 2x2 = x2(x2 + 2x+ 2):

Ïðèìåíÿåì ÌÍÊ äëÿ äðîáè

4(x3 + x2 + x+ 1)

x2(x2 + 2x+ 2)
=

A

x
+

B

x2
+

Cx+D

x2 + 2x+ 2
;

4(x3 + x2 + x+ 1)

x2(x2 + 2x+ 2)
=

Ax3 + 2Ax2 + 2Ax+Bx2 + 2Bx+ 2B + Cx3 +Dx2

x2(x2 + 2x+ 2)
:
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Ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ â ÷èñëèòåëå:

x3 : 4 = A+ C ;

x2 : 4 = 2A+B +D ;

x1 : 4 = 2A+ 2B ;

x0 : 4 = 2B .

Èç ñèñòåìû íàõîäèì A, B , C , D :

A = 0; B = 2; C = 4; D = 2:

3. Èíòåãðèðóåì L(x) è ïðîñòåéøèå äðîáè:Z
x5 + 2x3 + 4x+ 4

x4 + 2x3 + 2x2
dx =

Z
(x� 2)dx+

Z
2

x2
dx+

Z
4x+ 2

x2 + 2x+ 2
dx =

=
x2

2
� 2x+ 2

�
x�1

�1

�
+

Z
4(x+ 1)� 2

(x+ 1)2 + 1
d(x+ 1) =

=
x2

2
� 2x+ 2

��1

x

�
+ 4

Z
tdt

t2 + 1
� 2

Z
dt

t2 + 1
=

=
x2

2
� 2x� 2

x
+ 2 ln jt2 + 1j � 2 arctg t+ C =

=
x2

2
� 2x� 2

x
+ 2 ln jx2 + 2x+ 2j � 2 arctg(x+ 1) + C:

Èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
Èíòåãðàëû

R
sinm x � cosn xdx

Â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíåé âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

� n � ïîëîæèòåëüíîå íå÷åòíîå, òîãäà çàìåíà sinx = t;

� m � ïîëîæèòåëüíîå íå÷åòíîå, òîãäà çàìåíà cosx = t;

� m, n � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷¼òíûå ÷èñëà, òîãäà ïðèìåíÿåì ôîð-

ìóëû ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè è óäâîåííîãî àðãóìåíòà:

cos2 x = 1
2
(1 + cos 2x);

sin2 x = 1
2
(1� cos 2x);

sinx cosx = 1
2
sin 2x;

� m+ n � ÷åòíîå îòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, òî çàìåíà tg x = t.

Ïðèìåð 14.Z
sin4 x cos2 xdx =

Z
(sinx cosx)2 sin2 xdx =
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=
1

8

Z
sin2 2x(1� cos 2x)dx =

1

8

Z
sin2 2xdx� 1

8

Z
sin2 2x cos 2xdx =

=
1

16

Z
(1� cos 4x)dx� 1

16

Z
sin2 2xd(sin 2x) =

=
1

16
x� 1

16
� 1
4

Z
cos 4xd4x� 1

16
� sin

3 2x

3
=

1

16
x� 1

64
sin 4x� 1

48
sin3 2x+C:

Ïðèìåð 15.Z
sin4 x cos5 xdx =

Z
sin4 x cos4 xd(sinx) =

=

Z
(1� sin2 x)2 sin4 xd(sinx) = j sinx = tj =

Z
(1� t2)2t4dt =

=

Z
(t4 � 2t6 + t8)dt =

t5

5
� 2

t7

7
+
t9

9
+ C =

sin5 x

5
� 2 sin7 x

7
+

sin9 x

9
+ C:

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Èíòåãðàëû âèäàZ

sin ax � cos bxdx;
Z

sin ax � sin bxdx;
Z

cos ax � cos bxdx

âîçìîæíî ðåøèòü, ïðèìåíèâ ñëåäóþùèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ:

sin� � sin � =
1

2
(cos(�� �)� cos(� + �)) ;

cos� � cos � =
1

2
(cos(�� �) + cos(� + �)) ;

sin� � cos � =
1

2
(sin(�� �) + sin(� + �)) :

Ïðèìåð 16.Z
sin 8x cos 2xdx =

1

2

Z
(sin 10x+ sin 6x)dx = � 1

20
cos 10x� 1

12
cos 6x+ C:

Óíèâåðñàëüíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà
Ïóñòü R(sinx; cosx) � ôóíêöèÿ ñ ïåðåìåííûìè sinx è cosx, íàä êîòî-

ðûìè âûïîëíÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå äåéñòâèÿ (ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíî-

æåíèå è äåëåíèå). Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ òèïàZ
R(sinx; cosx)dx

ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ïðè ïîìîùè

óíèâåðñàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîäñòàíîâêè.
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Ïîäñòàíîâêà.
tg

x

2
= t;

sinx =
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

=
2t

1 + t2
;

cosx =
1� tg2 x

2

1 + tg2 x
2

=
1� t2

1 + t2
;

x = 2arctg t) dx =
2dt

1 + t2
;

Z
R(sinx; cosx)dx =

Z
R

�
2t

1 + t2
;
1� t2

1 + t2

�
� 2dt

1 + t2
=

Z
R1(t)dt:

×àñòíûé ñëó÷àé I. Åñëè R(sinx; cosx) íå÷¼òíà îòíîñèòåëüíî sinx:

R(� sinx; cosx) = �R(sinx; cosx), òî èñïîëüçóþò ïîäñòàíîâêó:

Ïîäñòàíîâêà.
cosx = t;

x = arccos t) dx = � dtp
1� t2

:

×àñòíûé ñëó÷àé II. Åñëè R(sinx; cosx) íå÷¼òíà îòíîñèòåëüíî: cosx:

R(sinx;� cosx) = �R(sinx; cosx), òî èñïîëüçóþò ïîäñòàíîâêó

Ïîäñòàíîâêà.
sinx = t;

x = arcsin t) dx =
dtp
1� t2

:

×àñòíûé ñëó÷àé III. Åñëè R(sinx; cosx) ÷¼òíà îòíîñèòåëüíî cosx,

sinx: R(� sinx;� cosx) = R(sinx; cosx), òî èñïîëüçóþò ïîäñòàíîâêó:

Ïîäñòàíîâêà.
tg x = t;

x = arctg t) dx =
dt

1 + t2
;

sin2 x =
tg2x

1 + tg2x
=

t2

1 + t2
;

cos2 x =
1

1 + tg2 x
=

1

1 + t2
:
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Ïðèìåð 17.

I =

Z
dx

1 + sin2 x
:

×àñòíûé ñëó÷àé III.

I =

Z
dt

(1 + t2)
�
1 + t2

1+t2

� =

Z
dt

2t2 + 1
=

1p
2

Z
d(
p
2t)

(
p
2t)2 + 1

=

=
1p
2
arctg(

p
2t) + C =

1p
2
arctg(

p
2 tg x) + C:

Ïðèìåð 18.

I =

Z
dx

3 + sin x+ cosx
:

Óíèâåðñàëüíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà

I =

Z
2dt

(1 + t2)
�
3 + 2t

1+t2 +
1�t2
1+t2

� =

Z
2dt

3 + 3t2 + 2t+ 1� t2
=

Z
2dt

2t2 + 2t+ 4
=

Z
dt

t2 + t+ 2
=

Z
dt

(t+ 1=2)2 + 7=4
=

Z
d(t+ 1=2)

(t+ 1=2)2 + 7=4
= jt+ 1=2 = zj =

=

Z
dz

z2 + 7=4
=

4

7

Z
dz

4z2

7
+ 1

=
4

7
�
p
7

2

Z d 2zp
7�

2zp
7

�2
+ 1

=
2p
7
arctg

2zp
7
+ C =

=
2p
7
arctg

2(t+ 1=2)p
7

+C =
2p
7
arctg

2t+ 1p
7

+C =
2p
7
arctg

2 tg x
2
+ 1p
7

+C

Èíòåãðèðîâàíèå èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé
Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè
Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû, êîòîðûå ñîäåðæàò êâàäðàòíûé êîðåíü îò ìíîãî-

÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè:Z
dxp

ax2 + bx+ c
;

Z p
ax2 + bx+ c dx;

Z
mx+ np

ax2 + bx+ c
dx:

Îáùèé àëãîðèòì:

1. Ïîä êîðíåì íåîáõîäèìî âûäåëèòü ïîëíûé êâàäðàò:

ax2 + bx+ c = a

�
x2 +

b

a
x+

c

a

�
= a

�
x2 + 2x

b

2a
+

b2

4a2
+
c

a
� b2

4a2

�
=

= a

 �
x+

b

2a

�2

+
4a2c� b2

4a2

!
:
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2. Ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó x+ b
2a = t. Ïðè ýòîì ïåðâûå äâà èíòåãðàëà ñâî-

äÿòñÿ ê òàáëè÷íûì, à òðåòèé ê ñóììå äâóõ òàáëè÷íûõ èíòåãðàëîâ.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà
Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò ðàäèêàëû âèäà

p
x2 + a2 ,p

x2 � a2 ,
p
a2 � x2 , òî ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî ñäåëàòü îäíó èç ñëåäóþùèõ

çàìåí.

Ïîäñòàíîâêà.p
a2 � x2 = jx = a sin t; dx = a cos tdtj = a cos t;p
a2 � x2 = jx = a cos t; dx = �a sin tdtj = a sin t;p
x2 � a2 = jx =

a

cos t
; dx = a

sin t

cos2 t
dtj = a tg t;p

x2 � a2 = jx = a ch t; dx = a sh tdtj = a sh t;p
x2 + a2 = jx = a tg t; dx =

a

cos2 t
dtj = a

cos t
;p

x2 + a2 = jx = a sh t; dx = a ch tdtj = a ch t:

Ïðèìåð 19.Z p
4� x2

x2
dx = jx = 2 sin t; dx = 2 cos tdtj =

=

Z p
4� 4 sin2 t

4 sin2 t
� 2 cos tdt =

Z
2 cos t � 2 cos t

4 sin2 t
dt =

=

Z
1� sin2 t

sin2 t
dt =

Z
dt

sin2 t
�
Z

dt = � ctg t� t+ C =

= C � arcsin
x

2
� ctg(arcsin

x

2
) =

=

�����ctg t =
p

1� sin2 t

sin t
=

p
1� (x=2)2

x=2
=

p
4� x2

x

����� =
= C � arcsin

x

2
�
p
4� x2

x
:
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Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîïðîâåðêè

Óïðàæíåíèå 1. Èñïîëüçóÿ òàáëèöó íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ, âû-

÷èñëèòü:

1.
R

dx
x2 .

2.
R
axexdx.

3.
R

dx
2
p
x
.

4.
R
(
p
x+ 1) (x�px+ 1) dx.

5.
R p

x�x3ex+x2
x3 dx.

6.
R �

1�x
x

�2
dx.

7.
R (1�x)2

x
p
x
dx.

8.
R

3�2x�2�3x
2x

dx.

9.
R

cos 2x
cos2 x�sin2 xdx.

10.
R (1+

p
x)

3

3
p
x

dx.

11.
R

1+cos2 x
1+cos 2xdx.

12.
R

dxp
3�3x2 .

13.
R

1+2x2

x2(1+x2)dx.

14.
R
tg2 xdx.

Óïðàæíåíèå 2. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì âû÷èñ-

ëèòü:

1.
R
x sin 2xdx.

2.
R
xe�xdx.

3.
R
x3xdx.

4.
R
x arctg xdx.

5.
R
arccosxdx.

6.
R
arctg

p
xdx.

7.
R
x2e�xdx.

8.
R
x3 sinxdx.

9.
R
ln2 xdx.

10.
R

arcsinx
x2 dx.

11.
R
ln
�
x+

p
1 + x2

�
dx.

12.
R
x ln 1+x

1�xdx.

13.
R p

x ln2 xdx.

14.
R
e3x(sin 2x� cos 2x)dx.

Óïðàæíåíèå 3. Èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå çàìåíû, âû÷èñëèòü:

1.
R

4x+3
(x�2)3dx.

2.
R

dx
1+
p
x
.

3.
R p

xp
x� 3

p
x
dx.

4.
R
sin3 x � cosxdx.

5.
R

x3

(x�1)100dx.

6.
R

x3

x8�1dx.

7.
R p

lnx
x dx.

8.
R

x2

x3+1
dx.
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9.
R
x2 � 5

p
x3 + 2dx.

10.
R

dx
cos2 x

p
1+tg x

.

11.
R
tg xdx.

12.
R

sinxp
cos3 x

dx.

13.
R
cosx � esinxdx.

14.
R

2xp
1�4xdx.

15.
R

dx
cosx

p
1+tg x

.

16.
R

arctg2 x
1+x2 dx.

17.
R

ex

e2x+4
dx.

Óïðàæíåíèå 4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé:

1.
R

x
2x2�3x�2dx.

2.
R

x5+x4�8
x3�4x dx.

3.
R

dx
4x2�9 .

4.
R

32x
(2x�1)(4x2�16x+15)

dx.

5.
R (x+2)2

x(x�1)2dx.

6.
R

x2dx
(x+2)2(x+4)2

.

7.
R

x3+1
x3�x2dx.

8.
R

dx
x(x2+1)

.

9.
R

dx
x4�x2 .

10.
R

7x3�9
x4�5x3+6x2dx.

11.
R

x
x3�1dx.

12.
R

xdx
x4�3x2+2

.

13.
R

x2

1�x4dx.

14.
R

dx
(x+1)2(x2+1)

.

7. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

7.1. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a; b]. Ðàçîáüåì îòðåçîê

[a; b] íà n ÷àñòåé òî÷êàìè a = x0 < x1 < x2 < : : : < xn�1 < xn = b è áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíî ðàçáèåíèå îòðåçêà [a; b] íà îòðåçêè [xi;xi+1], i =

0; 1; : : : ; n� 1. Äëèíó îòðåçêà [xi;xi+1], ðàâíóþ xi+1 � xi , îáîçíà÷èì ÷åðåç

�xi , à íàèáîëüøóþ èç ýòèõ äëèí îáîçíà÷èì

d = max f�x1;�x2; : : : ;�xn�1g :

Íà êàæäîì îòðåçêå [xi;xi+1] âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó �i , òàê ÷òî xi �
�i � xi+1 è ñîñòàâèì ñóììó

�(xi; �i) =
n�1X
i=0

f(�i) ��xi:
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Ýòà ñóììà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà ôóíêöèè y =

f(x) íà îòðåçêå [a; b], îòâå÷àþùåé âûáðàííîìó ðàçáèåíèþ îòðåçêà [a; b]

íà îòðåçêè [xi;xi+1], i = 0; 1; : : : ; n � 1, è âûáðàííîìó íàáîðó òî÷åê �i ,

i = 0; 1; : : : ; n� 1.

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëî I íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ðè-

ìàíà ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ íàèáîëüøåé èç äëèí îòðåçêîâ d, åñëè äëÿ

ëþáîãî ÷èñëà " > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî � > 0, òàêîå, ÷òî ïðè óñëîâèè

d < � ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî j�(xi; �i)� Ij < ".

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìà-

íó íà îòðåçêå [a; b], åñëè äëÿ ýòîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

I åå èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ðèìàíà ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ íàèáîëüøåé èç

äëèí îòðåçêîâ d. Òîãäà ýòîò ïðåäåë I íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì èíòå-

ãðàëîì îò ôóíêöèè y = f(x) íà îòðåçêå [a; b] è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

bZ
a

f(x)dx:

Çäåñü ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé, ÷èñëî
a � íèæíèì ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷èñëî b � âåðõíèì ïðåäå-
ëîì èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 1. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó.) Åñëè

ôóíêöèÿ y = f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b], òî îíà

îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a; b].

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî òåîðåì, ãîâîðÿùèõ î äîñòàòî÷íûõ óñëî-

âèÿõ èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó.

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], òî îíà

èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b].

Òåîðåìà 3. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà è ìîíîòîííà íà îòðåçêå

[a; b], òî îíà èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b].

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíîé íà

îòðåçêå [a; b], åñëè îíà íåïðåðûâíà âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ îòðåçêà

[a; b] çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, â êàæäîé èç

êîòîðûõ îíà èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå, êîíå÷íûå ïðàâûé è ëåâûé ïðåäåëû,

è òàêæå ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðàâûé ïðåäåë ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå

a è êîíå÷íûé ëåâûé ïðåäåë â òî÷êå b.
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Òåîðåìà 4. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) êóñî÷íî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b],

òî îíà èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b].

7.2. Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Ñâîéñòâî 1. (Àääèòèâíîñòü.) Ïóñòü òî÷êà c 2 [a; b]. Òîãäà èíòåãðèðó-

åìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èíòå-

ãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêàõ [a; c] è [c; b], ïðè÷åì

bZ
a

f(x)dx =

cZ
a

f(x)dx+

bZ
c

f(x)dx:

Ñâîéñòâî 2.
aR
a

f(x)dx = 0:

Ñâîéñòâî 3.
bR
a

f(x)dx = �
aR
b

f(x)dx.

Ñâîéñòâî 4. (Ëèíåéíîñòü.) Ïóñòü ôóíêöèè y = f(x) è y = g(x) èíòå-

ãðèðóåìû ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b], òîãäà äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë � è � ôóíêöèÿ y = �f(x)+�g(x) òàêæå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó

íà îòðåçêå [a; b], ïðè÷åì âåðíî ðàâåíñòâî

bZ
a

(�f(x) + �g(x)) dx = �

bZ
a

f(x)dx+ �

bZ
a

g(x)dx:

Ñâîéñòâî 5. (Èíòåãðèðóåìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî.) Ïóñòü ôóíê-
öèè y = f(x) è y = g(x) èíòåãðèðóåìû ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b], òîãäà

ôóíêöèè y = f(x) � g(x) è y = f(x)
g(x) òàêæå èíòåãðèðóåìû ïî Ðèìàíó íà

îòðåçêå [a; b].

Ñâîéñòâî 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îò-

ðåçêå [a; b] è ïðè âñåõ x 2 [a; b] âåðíî íåðàâåíñòâî f(x) � 0, òîãäà
bR
a

f(x)dx � 0:

Ñâîéñòâî 7. Ïóñòü ôóíêöèè y = f(x) è y = g(x) èíòåãðèðóåìû ïî

Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b] è ïðè âñåõ x 2 [a; b] âåðíî íåðàâåíñòâî f(x) �
g(x), òîãäà

bZ
a

f(x)dx �
bZ

a

g(x)dx:
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Ñâîéñòâî 8. (Òåîðåìà î ñðåäíåì.) Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) èíòåãðèðóå-

ìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b], ÷åðåç M îáîçíà÷èì íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

ôóíêöèè y = f(x) íà îòðåçêå [a; b], à ÷åðåç m � íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

ôóíêöèè y = f(x) íà ýòîì æå îòðåçêå. Òîãäà ñóùåñòâóåò 
 , óäîâëåòâî-

ðÿþùåå íåðàâåíñòâó m � 
 �M , òàêîå, ÷òî

bZ
a

f(x)dx = 
(b� a):

Ñâîéñòâî 9. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b]. Òîãäà

ñóùåñòâóåò c 2 [a; b], òàêîå, ÷òî

bZ
a

f(x)dx = f(c)(b� a):

Ñâîéñòâî 10. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îò-

ðåçêå [a; b], òîãäà ôóíêöèÿ y = jf(x)j òàêæå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó

íà îòðåçêå [a; b] è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

�����
bR
a

f(x)dx

����� �
bR
a

jf(x)j dx:

7.3. Èíòåãðàë êàê ôóíêöèÿ âåðõíåãî ïðåäåëà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèì îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, ó êîòîðîãî âåðõ-

íèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé x. Ïîýòîìó

àðãóìåíò ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè è äèôôåðåíöèàëà îáîçíà÷èì áóêâîé

t. Ò. å. ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (x) =

xZ
a

f(t)dt:

Òàêîé èíòåãðàë íàçûâàþò èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðå-
äåëîì.

Òåîðåìà 5. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], òî ôóíê-

öèÿ F (x) =
xR
a

f(t)dt ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè y = f(x) íà ýòîì

îòðåçêå.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò äëÿ ëþáîé èíòåãðè-

ðóåìîé ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèè y = f(x), èìåþùåé ïåðâî-

îáðàçíóþ íà ýòîì îòðåçêå, ñâåñòè âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ê
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âû÷èñëåíèþ ðàçíîñòè çíà÷åíèé ïåðâîîáðàçíîé ýòîé ôóíêöèè â òî÷êàõ b è

a.

Òåîðåìà 6. (Ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà.) Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x)

èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a; b] è ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ

�(x) ôóíêöèè y = f(x) íà îòðåçêå [a; b], òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

bZ
a

f(x)dx = �(b)� �(a):

Ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü îïðåäåëåííûå èí-

òåãðàëû îò øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû ìåòîäû âû-

÷èñëåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ. Êðîìå òîãî, ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè íà

ñëó÷àé îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííûõ è ìåòîä èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Òåîðåìà 7. (Çàìåíà ïåðåìåííûõ â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå.) Ïóñòü ôóíê-

öèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], îòðåçîê [a; b] ÿâëÿåòñÿ ìíî-

æåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè x = '(t), îïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [�; �],

ïðè÷åì a = '(�) è b = '(�). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

bZ
a

f(x)dx =

�Z
�

f('(t)) � '0(t)dt:

Òåîðåìà 8. (Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ îïðåäåëåííîãî èí-

òåãðàëà.) Ïóñòü ôóíêöèè y = f(x) è y = g(x) èìåþò íåïðåðûâíûå ïðî-

èçâîäíûå íà îòðåçêå [a; b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

bZ
a

f 0(x) � g(x)dx = f(x) � g(x)
����
b

a

�
bZ

a

f(x) � g0(x)dx:

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
1R
0

dxp
1�x2 .

1Z
0

dxp
1� x2

= arcsinx

����
1

0

=
�

2
� 0 =

�

2
:

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
�
3R
�
6

tg xdx.
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Ñäåëàåì çàìåíó t = cosx, òîãäà dt = � sinxdx è tg xdx = sinx
cosxdx. Ó÷òåì,

÷òî ïðè x = �
6
t =

p
3
2
, à ïðè x = �

3
t = 1

2
, ïîëó÷èì

�
3Z

�
6

tg xdx =

1

2Z
p
3

2

(�dt)
t

= � ln jtj
����
1

2

p
3

2

= � ln
1

2
+ ln

p
3

2
= ln

p
3 =

ln 3

2
:

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
�
2R
0

x cosxdx.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïóñòü f(x) = x, g0(x) =
cosx, òîãäà f 0(x) = 1, g(x) = sinx, ïîëó÷àåì

�
2Z

0

x cosxdx = x � sinx
����
�
2

0

�
�
2Z

0

sinxdx =

=
�

2
� 0� (� cosx)

����
�
2

0

=
�

2
+ 0� 1 =

�

2
� 1:

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîïðîâåðêè

Óïðàæíåíèå 1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû íåïîñðåäñòâåí-

íûì ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà:

1.
2R
0

(1� x)dx.

2.
2R
1

dx
x2 .

3.
1R
0

10xdx.

4.
1R
0

(ex � 1)2exdx.

5.
0;5R
0

dxp
3�3x2 .

6.

�
3R
�
6

tg2 xdx.

7.
�R
0

sinxdx.

8.

�
3R
0

dx
cos 2x+sin2 x

.

9.
1R
0

dx
1+x2 .

10.
2R
1

dx
5
p
x
.

11.
�R
0

sinx � cosxdx.
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Óïðàæíåíèå 2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû, ïðèìåíÿÿ ðàç-

ëè÷íûå çàìåíû:

1.
1R
0

p
1 + xdx.

2.
2R

�13
dx

5
p

(3�x)4 .

3.
1R
0

(ex � 1)4 exdx.

4.
eR
1

x�1p
x+1

dx.

5.
9R
4

1+lg x
x dx.

6.

�
2R
0

cos5 x sin 2xdx.

7.

2

�R
1

�

sin 1

x

x2 dx.

8.
3R
2

xdx
(x2+1)2

.

9.
2R
1

e
1
x dx
x2 .

10.
eR
1

dx

x
p

1�ln2 x
.

11.
e3R
1

dx
x
p
1+lnx

.

Óïðàæíåíèå 3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû, èñïîëüçóÿ ôîð-

ìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

1.
e�1R
0

ln(x+ 1)dx.

2.
1R
0

xe�xdx.

3.
3R
0

p
9� x2dx.

4.

�
3R
�
4

xdx
sin2 x

.

5.
1R
0

arccosxdx.

6.

�
2R
0

e2x cosxdx.

7.

p
3R

0

x arctg xdx.

8.
�R
0

x3 sinxdx.

9.
2R
1

x log2 xdx.

10.

p
2R

0

x3dxp
1+x2

.

11.
eR
1

ln3 xdx.
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