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Ââåäåíèå

Ïîñîáèå ïîñâÿùåíî áàçîâûì ðàçäåëàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, êîòî-

ðûå íåîáõîäèìû äëÿ äàëüíåéøåãî îñâîåíèÿ ïðîãðàììû ïî ìíîãèì äèñöè-

ïëèíàì åñòåñòâåííî-íàó÷íîãî öèêëà. Öåëü ïîñîáèÿ � êðàòêî îïèñàòü îñíîâ-

íîé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïî ðàçäåëàì ¾Êîìïëåêñíûå ÷èñëà¿, ¾×èñëî-

âûå è ñòåïåííûå ðÿäû¿, ¾Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåí-

íûõ¿, ¾Êðàòíûå èíòåãðàëû¿ è ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿, ïîÿñíèòü

íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ïðè ðåøåíèè ïðèìåðîâ ïî äàííûì ðàçäåëàì.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, êîòîðûé ïîäõîäèò

äëÿ äèñöèïëèí ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Äèô-

ôåðåíöèàëüíûå è ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ¿. Äàííîå ïîñîáèå áóäåò ïîëåçíî

ñòóäåíòàì ïåðâîãî è âòîðîãî êóðñîâ äëÿ ïîäêðåïëåíèÿ ëåêöèîííîãî ìàòåðè-

àëà, à òàêæå äëÿ ãðàìîòíîãî âûïîëíåíèÿ òèïîâûõ ðàñ÷åòîâ â ñîîòâåòñòâèè

ñ òðåáîâàíèÿìè ïðåïîäàâàòåëÿ. Òàêæå ïîñîáèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

äîïîëíèòåëüíàÿ ëèòåðàòóðà äëÿ ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé.

Ïîñîáèå ñîñòîèò èç ïÿòè ðàçäåëîâ: ïåðâûé ïîñâÿùåí îñíîâíûì ïîíÿòè-

ÿì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ïðîñòåéøèì îïåðàöèÿì íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëà-

ìè, âòîðîé � ÷èñëîâûì è ñòåïåííûì ðÿäàì, òðåòèé � äèôôåðåíöèàëüíîìó

èñ÷èñëåíèþ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ÷åòâåðòûé � êðàòíûì èíòåãðà-

ëàì, ïÿòûé � òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðîñòåéøèì ìåòîäàì

èõ ðåøåíèÿ. Ïîñëå êàæäîãî ïàðàãðàôà äëÿ ñàìîïðîâåðêè óñâîåíèÿ çíàíèé

ñòóäåíòó ïðåäëàãàåòñÿ âûïîëíèòü ðÿä óïðàæíåíèé. Ïðè ïîäãîòîâêå òåîðå-

òè÷åñêîãî ìàòåðèàëà àâòîðû îïèðàëèñü íà ðÿä ðàáîò [1 � 3].
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Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

1. Ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

1.1. Îïðåäåëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 1. Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

z = a+ bi; (1.1.1)

ãäå a, b � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (a 2 R, b 2 R), i � ÷èñëî, êâàäðàò

êîòîðîãî ðàâåí ìèíóñ åäèíèöå (i2 = �1).
Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëà a è b ïðè ýòîì íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî

äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà è îáîçíà÷àþò

a = Rez , b = Imz , i � ìíèìàÿ åäèíèöà.

Îïðåäåëåíèå 3. Âûðàæåíèå (1.1.1) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ôîð-
ìîé çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Ìíîæåñòâî (ïîëå) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ C.

Ïðèìåð 1. Çàïèñàòü äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ÷èñåë

z1 = 3� 2i; z2 = 5; z3 = �3i; z4 = 1 + i:

Ðåøåíèå.
Rez1 = 3; Imz1 = �2;
Rez2 = 5; Imz2 = 0;

Rez3 = 0; Imz3 = �3;
Rez4 = 1; Imz4 = 1:

Èñòîðèÿ
Âïåðâûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà áûëè ââåäåíû â ñâÿçè ñ âûâåäåíèåì ôîð-

ìóëû âû÷èñëåíèÿ êîðíåé êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ x3 = px+q . Èòàëüÿíñêèé

ìàòåìàòèê Òàðòàëüÿ â ïåðâîé ïîëîâèíå XVI âåêà ïîëó÷èë âûðàæåíèå äëÿ

êîðíÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû. Êàê îêàçàëîñü, òàêîå ðåøåíèå íå

äëÿ âñåõ êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìåëî ðåøåíèå â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ.

Ýòî ÿâëåíèå îáúÿñíèë Áîìáåëëè â 1572 ãîäó, ÷òî ïî ñóòè è áûëî ââåäå-

íèåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. È òîëüêî ëèøü â XIX âåêå Êàðë Ãàóññ îáîñíîâàë
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ýòè ÷èñëà è ââåë òåðìèí ¾êîìïëåêñíûå ÷èñëà¿. ¾Ìíèìûìè¿ ýòè ÷èñëà ñòà-

ëè íàçûâàòü áëàãîäàðÿ Ðåíå Äåêàðòó (1637 ã.).

Ñèìâîë ¾i¿ ââåë îäèí èç êðóïíåéøèõ ìàòåìàòèêîâ XVIII âåêà Ëåî-

íàðä Ýéëåð, ïðåäëîæèâ èñïîëüçîâàòü ïåðâóþ áóêâó ôðàíöóçñêîãî ñëîâà

imaginaire � ìíèìûé.

Ïðèìåíåíèå

� ýëåêòðîòåõíèêà (ñëîæíûå èíòåãðàëû ðåøàþòñÿ ëåã÷å è áûñòðåå);

� ñàìîëåòîñòðîåíèå;

� àýðîìåõàíèêà;

� ðàñ÷åò ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé íà ïðî÷íîñòü.

1.2. Äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè

Îòíîøåíèå ïîðÿäêà íåâîçìîæíî, òîëüêî ëèøü ðàâåíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 4. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ó íèõ

ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè:

z1 = z2 ,
(

Rez1 = Rez2;

Imz1 = Imz2:

Îïðåäåëåíèå 5. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñ-
ëè ó íèõ ðàâíû äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, à ìíèìûå ïðîòèâîïîëîæíû ïî

çíàêó. ×èñëî, ñîïðÿæåííîå ÷èñëó z = a+ bi, îáîçíà÷àåòñÿ �z = a� bi:

Re�z = Rez; Im�z = �Imz:
Îïðåäåëåíèå 6. Ñóììîé äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = a1 + b1i è z2 =

a2 + b2i íàçûâàåòñÿ ÷èñëî z = a + bi, òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

a = a1 + a2 , b = b1 + b2 , ò. å.

z = z1 + z2 = (a1 + a2) + i(b1 + b2):

Ïðàâèëî ñëîæåíèÿ. Ïðè ñëîæåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñêëàäûâàþòñÿ
äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 2.Íàéòè ñóììó ÷èñåë z1 è z2 , z2 è z3 , ãäå z1 = 3�2i, z2 = 5+2i,

z3 = 1� i.
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Ðåøåíèå.

z1 + z2 = 3� 2i+ 5 + 2i = (3 + 5) + (�2i+ 2i) = 8;

z2 + z3 = 5 + 2i+ 1� i = (5 + 1) + (2i� i) = 6 + i:

Îïðåäåëåíèå 7. Ðàçíîñòüþ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = a1+b1i è z2 =

a2 + b2i íàçûâàåòñÿ ÷èñëî z = a + bi òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

a = a1 � a2 , b = b1 � b2 , ò. å.

z = z1 � z2 = (a1 � a2) + i(b1 � b2):

Ïðàâèëî âû÷èòàíèÿ. Ïðè íàõîæäåíèè ðàçíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

èç äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé óìåíüøàåìîãî âû÷èòàþòñÿ ñîîòâåò-

ñòâåííî äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè âû÷èòàåìîãî.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ðàçíîñòü ÷èñåë z1 è z2 , z2 è z3 , ãäå z1 = 3 � 2i,

z2 = 5 + 2i, z3 = 1� i.

z1 � z2 = 3� 2i� (5 + 2i) = (3� 5) + (�2i� 2i) = �2� 4i;

z2 � z3 = 5 + 2i� (1� i) = (5� 1) + (2i+ i) = 4 + 3i:

Îïðåäåëåíèå 8. Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = a1 + b1i

è z2 = a2 + b2i íàçûâàåòñÿ ÷èñëî z = a + bi, òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà a = a1a2 � b1b2 , b = a1b2 + a2b1 .

Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ

z = z1 � z2 = (a1 + b1i) � (a2 + b2i) = a1a2 + a1b2i+ a2b1i+ b1b2i
2;

ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî i2 = �1:

a1a2 + a1b2i+ a2b1i� b1b2 = (a1a2 � b1b2) + i(a1b2 + a2b1))

z = z1 � z2 = (a1a2 � b1b2) + i(a1b2 + a2b1):

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïåðåìíîæàþòñÿ, êàê äâó-

÷ëåíû, ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî i2 = �1.
Ïðèìåð 4. Íàéòè ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë z1 è z2 , ãäå z1 = 1�2i, z2 = 3+4i.

z1 � z2 = (1� 2i) � (3 + 4i) = 1 � 3 + 1 � 4i� 2i � 3� 2i � 4i =

= 3 + 4i� 6i� 8i2 = 3� 2i+ 8 = 11� 2i:
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Ïðèìåð 5 (òåîðåòè÷åñêèé). Íàéòè ïðîèçâåäåíèå ñîïðÿæåííûõ êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë z è �z .

z � �z = (a+ bi)(a� bi) = a2 + abi� abi� b2i2 = a2 + b2:

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ

÷èñåë âñåãäà áóäåò äåéñòâèòåëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì.

Îïðåäåëåíèå 9. ×àñòíûì îò äåëåíèÿ ÷èñëà z1 = a1+b1i íà z2 = a2+b2i

(z2 6= 0) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî z = a + bi, òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

z � z2 = z1:

Ïðàâèëî äåëåíèÿ. ×òîáû ðàçäåëèòü ÷èñëî z1 = a1+b1i íà z2 = a2+b2i

(z2 6= 0), ñëåäóåò ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè z1
z2
óìíîæèòü íà ÷èñëî �z2 ,

ñîïðÿæåííîå çíàìåíàòåëþ.

Ïðèìåð 6. Íàéòè ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ÷èñëà z1 = 3 + 2i íà z2 = 2� i.

Ðåøåíèå.

3 + 2i

2� i
=

(3 + 2i)(2 + i)

(2� i)(2 + i)
=

6 + 4i+ 3i+ 2i2

4� i2
=

=
(6� 2) + (4 + 3)i

4 + 1
=

4 + 7i

5
=

4

5
+

7

5
i:

Îïðåäåëåíèå 10. Âîçâåäåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z â ñòåïåíü n �

íàõîæäåíèå ïðîèçâåäåíèÿ n ñîìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâåí z .

Ïðàâèëî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü n ÷èñëà z

èñïîëüçóþò ïðàâèëî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü äâó÷ëåíà (a+bi), â îáùåì ñëó÷àå

ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà áèíîìà Íüþòîíà:

(a+ bi)n =
nX
k=0

Ck
na

n�k(ib)k; ãäå Ck
n =

n!

k!(n� k)!
:

Ïðèìåð 7. a) Íàéòè ðàçëè÷íûå ñòåïåíè ÷èñëà i: i3 , i6 , i23 . b) Íàéòè

Im(1� i)4 , Re(2� i)3 .

Ðåøåíèå.
a) Ðàñêëàäûâàåì ëþáóþ ñòåïåíü ÷èñëà i òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûäåëèòü

i2 :

i3 = i2 � i = (�1) � i = �i;
i6 = (i2)3 = (�1)3 = �1;
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i23 = (i2)11 � i = (�1)11 � i = �i:
b) Äëÿ íà÷àëà íàéäåì êàæäîå èç äâóõ ÷èñåë, ìíèìóþ è äåéñòâèòåëüíóþ

÷àñòü êîòîðûõ íàì òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü:

(1� i)4 = 14 � 4 � 13 � i+ 6 � 12 � i2 � 4 � 1 � i3 + i4 =

= 1� 4i� 6 + 4i+ 1 = �4:
Ìíèìàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ÷èñëà áóäåò ðàâíà íóëþ, ò. å. Im(1� i)4 = 0.

(2� i)3 = 23 � 3 � s2 � i+ 3 � 2 � i2 � i3 = 8� 12i� 6 + i = 2� 11i:

Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ÷èñëà ðàâíà 2, ò. å. Re(2� i)3 = 2.

1.3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = a + bi ãåîìåòðè÷åñêè ìîæíî ñîïî-

ñòàâèòü òî÷êó M(a; b), àáñöèññîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ a = Rez , îðäèíàòîé

b = Imz . Îñü àáñöèññ � äåéñòâèòåëüíàÿ îñü, îñü îðäèíàò � ìíèìàÿ îñü.

Ðèñ. 1. Äèàãðàììà Àðãàíà

Óïðàæíåíèå 1.3.1. Èçîáðàçèòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñëåäóþùèå
÷èñëà:

z1 = 1 + 3i; z2 = 3i; z3 = �2 + i; z4 = �1;
z5 = �2� i; z6 = �2i; z7 = 1� 3i:
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2. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

2.1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà

Ïîëîæåíèå òî÷êè íà ïëîñêîñòè ìîæíî çàôèêñèðîâàòü ïàðîé ÷èñåë

(jzj; '), ãäå jzj � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z äî íà÷àëà êîîðäèíàò èëè äëèíà

ðàäèóñ-âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó.

jzj =
p
a2 + b2 ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

Îïðåäåëåíèå 1. Àðãóìåíòîì (Arg z) êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+bi íà-

çûâàåòñÿ óãîë ', íà êîòîðûé íóæíî ïîâåðíóòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè

ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ïîëóîñü, ÷òîáû åå íàïðàâëåíèå ñîâïàëî ñ

âåêòîðîì z íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

Argz = '+ 2�k; k 2 Z:
Îïðåäåëåíèå 2. Ãëàâíûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà (arg z) êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z = a+ bi íàçûâàåòñÿ óãîë 0 � ' � 2� (�� � ' � �).

Â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè, â êîòîðîé ðàñïîëîæåíî êîì-

ïëåêñíîå ÷èñëî, íàõîäèì óãîë ':

' =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

arctg b
a ; åñëè z 2 I;

arctg b
a + �; åñëè z 2 II; III;

arctg b
a + 2�; åñëè z 2 IV ;

0; åñëè b = 0; a > 0;

�; åñëè b = 0; a < 0;

�

2
; åñëè a = 0; b > 0;

3�

2
; åñëè a = 0; b < 0:

Îïðåäåëåíèå 3. Ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ó÷èòûâàþùàÿ ìî-

äóëü è ãëàâíûé àðãóìåíò äàííîãî ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé

ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà:

z = jzj(cos'+ i sin'): (2.1.1)
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Ïðèìåð 1. Ïðåäñòàâèòü ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå:

z1 = 10; z2 = 2i; z3 =
p
3 + i; z4 = 1� i:

Ðåøåíèå. Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ÷èñëà àðãóìåíò è ìîäóëü.

jz1j =
p

102 + 02 = 10; '1 = 0)
z1 = 10(cos 0 + i sin 0);

jz2j =
p

02 + 22 = 2; '2 =
�

2
)

z2 = 2
�
cos

�

2
+ i sin

�

2

�
;

jz3j =
qp

3
2
+ 12 = 2; '3 = arctg

1p
3
=
�

6
)

z3 = 2
�
cos

�

6
+ i sin

�

6

�
;

jz4j =
p

12 + (�1)2 =
p
2; '4 = arctg

(�1)
1

+ 2� =
7�

4
)

z4 =
p
2

�
cos

7�

4
+ i sin

7�

4

�
:

Äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìå

z1 � z2 = jz1j � jz2j(cos('1 + '2) + i sin('1 + '2));

z1
z2

=
jz1j
jz2j(cos('1 � '2) + i sin('1 � '2)):

Ïðèìåð 2. Âûïîëíèòü óìíîæåíèå è äåëåíèå â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîð-
ìå, åñëè

z1 = 5

�
cos

3�

8
+ i sin

3�

8

�
; z2 =

p
6

�
cos

5�

8
+ i sin

5�

8

�
:

Ðåøåíèå.

z1 � z2 = 5
p
6

�
cos

�
3�

8
+

5�

8

�
+ i sin

�
3�

8
+

5�

8

��
=

= 5
p
6 (cos� + i sin �) = �5

p
6;

z1
z2

=
5p
6

�
cos

�
3�

8
� 5�

8

�
+ i sin

�
3�

8
� 5�

8

��
=

=
5
p
6

6

�
cos
�
��
4

�
+ i sin

�
��
4

��
:
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2.2. Ôîðìóëû Ìóàâðà è Ýéëåðà

Îïðåäåëåíèå 4. Ôîðìóëà Ìóàâðà äëÿ âîçâåäåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â

ñòåïåíü n:

zn = jzjn (cos(n') + i sin(n')) ; n 2 Z:
Îïðåäåëåíèå 5. Èçâëå÷åíèå êîðíÿ n ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà:

n
p
z = n

p
jzj
�
cos

�
'+ 2�k

n

�
+ i sin

�
'+ 2�k

n

��
; k = 0; 1; : : : ; (n� 1):

Ïðèìåð 3. Íàéòè z20 è
p
z äëÿ z =

p
3
2
�

p
3
2
i.

Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ìóàâðà è ôîðìóëó èç-

âëå÷åíèÿ êîðíÿ èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü ÷èñëî â

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

jzj =

vuut p3

2

!2

+

�p�3
2

�2

=

r
3

2
; ' = arctg(�1) + 2� =

7�

4
)

z =

p
3

2
�
p
3

2
i =

r
3

2

�
cos

7�

4
+ i sin

7�

4

�
:

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ìóàâðà:

z20 =

 r
3

2

!20

�
�
cos

�
20 � 7�

4

�
+ i sin

�
20 � 7�

4

��
=

=
310

210
(cos(35�) + i sin(35�)) = (1; 5)10 � (�1) = �(1; 5)10:

Èçâëå÷åì êâàäðàòíûé êîðåíü èç çàäàííîãî ÷èñëà. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì

ôîðìóëó äëÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Äàëåå ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ è àðãó-

ìåíòà è âûïèøåì îáà çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè èçâëå÷åíèè êâàä-

ðàòíîãî êîðíÿ (áûë áû êîðåíü ïÿòîé ñòåïåíè, ìû áû ïîëó÷èëè 5 çíà÷åíèé).

p
z =

p
jzj
�
cos

'+ 2�k

2
+ i sin

'+ 2�k

2

�
; k = 0; 1;sp

3

2
�
p
3

2
i =

sr
3

2

�
cos

7�
4
+ 2�k

2
+ i sin

7�
4
+ 2�k

2

�
; k = 0; 1;

ïðè k = 0

!0 =
4

r
3

2

�
cos

7�

8
+ i sin

7�

8

�
;
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ïðè k = 1

!1 =
4

r
3

2

�
cos

15�

8
+ i sin

15�

8

�
:

Óïðàæíåíèå 2.2.1. Ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Ìóàâðà è ôîðìóëû èçâëå-

÷åíèÿ êîðíÿ íàéòè i20 , 3
p
i. Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè èçîáðàçèòü âñå òðè

çíà÷åíèÿ êîðíÿ èç ÷èñëà i.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðàâåíñòâî

ei' = cos'+ i sin'

íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà. Òîãäà çàïèñü âèäà z = jzjei' íàçûâàåòñÿ

ïîêàçàòåëüíîé ôîðìîé çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Óïðàæíåíèå 2.2.2. Çàïèñàòü ÷èñëà z1 = �5i, z2 = �3 + 4i â ïîêàçà-

òåëüíîé ôîðìå.

Äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

z1 � z2 = jz1jei'1 � jz2jei'2 = jz1j � jz2jei('1+'2);
z1
z2

=
jz1j
jz2j

ei'1

ei'2
=
jz1j
jz2je

i('1�'2);

zk = (jzjei')k = jzjk � eik'; k 2 Z:
Ïðèìåð 4. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = 4ei

�
6 â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

âûïîëíèòü âîçâåäåíèå â ñòåïåíü 100; ïðåäñòàâèòü èñõîäíîå ÷èñëî â àëãåá-

ðàè÷åñêîé ôîðìå.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü äëÿ ÷èñëà,

ïðåäñòàâëåííîãî â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå:

z100 = (jzjei')100 = jzj100 � ei100';�
4ei

�
6

�100
= 4100 � ei100�6 = 4100 � ei 2�3 = 4100

�
cos

2�

3
+ i sin

2�

3

�
=

= 4100 �
�
�1

2

�
+ 4100 �

p
3

2
i:
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3. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê

Ìîäóëü � ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè. Åñëè ðàññìàòðèâàòü
ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè íà êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè, òî ïîëó÷àåì 7 ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòà-

öèè ìîäóëÿ, ñîäåðæàùåãî êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

1. jz � z0j = a, (jz � z0j > a, jz � z0j � a) � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â

òî÷êå z0 è ðàäèóñîì R = a (âíåøíÿÿ ÷àñòü îêðóæíîñòè, âíóòðåííîñòü

êðóãà).

2. a < jz � z0j < b � êîëüöî ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 ñ ðàäèóñàìè R1 = a è

R2 = b.

3. arg(z � z0) = ' � ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå z0 è óãëîì ïîâîðîòà îòíîñè-

òåëüíî îñè Ox ðàâíûì '.

4. � < arg z < � � âíóòðåííîñòü íåîãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ñåêòîðà ñ

âåðøèíîé â òî÷êå z0 è óãëîì � � �.

5. Rez = a (Rez > a, Rez � a) � ïðÿìàÿ x = a, ïàðàëëåëüíàÿ ìíè-

ìîé îñè (ïîëóïëîñêîñòü, íàõîäÿùàÿñÿ ïðàâåå ïðÿìîé x = a; ïîëóïëîñ-

êîñòü, íàõîäÿùàÿñÿ ëåâåå ïðÿìîé x = a, âêëþ÷àÿ ñàìó ïðÿìóþ).

6. Imz = b (Imz > b, Imz � b) � ïðÿìàÿ y = b, ïàðàëëåëüíàÿ äåé-

ñòâèòåëüíîé îñè (ïîëóïëîñêîñòü, íàõîäÿùàÿñÿ âûøå ïðÿìîé y = b;

ïîëóïëîñêîñòü, íàõîäÿùàÿñÿ íèæå ïðÿìîé y = b, âêëþ÷àÿ ñàìó ïðÿ-

ìóþ).

7. jz � z1j = jz � z2j � ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò òî÷åê z1 è

z2 , òî åñòü ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé ê îòðåçêó z1z2 .
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Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîïðîâåðêè

Óïðàæíåíèå 1. Äàíû äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z1 è z2 . Íàéòè z1 + z2 ,

z1 � z2 , z1 � z2 , z1
z2
:

1. z1 = 1 + 2i, z2 = 1� 2i.

2. z1 = 2� i, z2 = �2� i.

3. z1 = 1 + 4i, z2 = 2� 3i.

4. z1 = �5, z2 = 4i.

5. z1 = 3 + 2i, z2 = 2� 3i.

6. z1 = 4 + 2i, z2 = �5 + i.

7. z1 = �i, z2 = �1 + i.

8. z1 = 6 + i, z2 = 4 + 3i.

Óïðàæíåíèå 2. Äëÿ çàäàííûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàéòè èõ ìîäóëè è

àðãóìåíòû:

1. z = 1 + 2i.

2. z = �1� i.

3. z = 6� i.

4. z = �5 + 7i.

5. z = �1.
6. z = 3i.

7. z = 4� 2i.

8. z = 1 + 2i.

Óïðàæíåíèå 3. Âûïîëíèòü óêàçàííûå äåéñòâèÿ:

1.
�p

3� i
�15

.

2. (2� i)5 .

3.
�
sin �

12
+ i cos �

12

�37
.

4. (�i)131 .

5. (2i)14 .

6.
�
2 cos �

12
+ 2i sin �

12

�13
.

7.
(
p
2
2
+

p
2
2
i)5

(1�p3i)3
.

Óïðàæíåíèå 4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ êîðíåé è èçîáðàçèòü

èõ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

1.
p�i.

2.
3
p

2 + 2
p
3i.

3. 8
p�16.

4. 6
p
9 + 9i.

5.
4
pp

3� 3i.

6. 5
p�32 + 32i.

7. 3
p�1� i.

8. 4
p
4 + 3i.
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Óïðàæíåíèå 5. Ïðåäñòàâèòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå êîìïëåêñ-

íûå ÷èñëà:

1.
p�i.

2.
3
p

2 + 2
p
3i.

3. 8
p�16.

4. 6
p
9 + 9i.

5.
4
pp

3� 3i.

6. 5
p�32 + 32i.

7. 3
p�1� i.

8. 4
p
4 + 3i.

Óïðàæíåíèå 6. Ïîñòðîèòü îáëàñòè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

1. 
1 = fIm(z(3 + 2i)) > 0; �
4
< arg(z + 3i) � �

2
g.

2. 
2 = fRe z
z+i+2

� 1g.
3. 
3 = f0 < Rez < �

5
; 1 � Imz < 2g.

4. 
4 = f�
4
< arg z � �

2
g.

5. 
5 = fjzj � 2;��
4
< arg z < 0g.

6. 
6 = f�2� � Rez � 0;�1 < Imz < 1g.
7. 
7 = fRez < 0; Imz < 0g.
8. 
8 = fjzj = 2g.
9. 
9 = fjzj � 1g.
10. 
10 = fRez > 2; 1 � Imz � 3g.
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×èñëîâûå è ñòåïåííûå ðÿäû

4. ×èñëîâûå ðÿäû

4.1. Çíàêîïîñòîÿííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë un , n = 1; 2; : : :, ñîñòàâèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn , n = 1; 2; : : :

S1 = u1;

S2 = u1 + u2;

: : :

Sn = u1 + u2 + : : :+ un:

Ñóììà âèäà u1+u2+ : : :+un+ : : : íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì ñ îáùèì

÷ëåíîì un è îáîçíà÷àåòñÿ
1X
n=1

un; (4.1.1)

ýëåìåíòû un � ÷ëåíû ðÿäà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fSng � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà, Sn � n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (4.1.1)

ñõîäèòñÿ, òî îí íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì, à åñëè ðàñõîäèòñÿ �

ðàñõîäÿùèìñÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè (4.1.1) ñõîäèòñÿ, òî lim
n!1

Sn = S íàçûâàþò ñóììîé
ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñóììîé ðÿäîâ
1P
n=1

an è
1P
n=1

bn íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäà

1P
n=1

(an+ bn), ò. å. ÷ëåíû íîâîãî ðÿäà îáðàçîâàíû êàê ñóììû ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ÷ëåíîâ äàííûõ ðÿäîâ.

Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

1o . Åñëè
1P
n=1

an ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
1P
n=1

C � an ñõîäèòñÿ è

1X
n=1

C � an = C �
1X
n=1

an:
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2o . Åñëè
1P
n=1

an è
1P
n=1

bn ñõîäÿòñÿ, òî
1P
n=1

(an + bn) ñõîäèòñÿ è

1X
n=1

(an + bn) =
1X
n=1

an +
1X
n=1

bn:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî 1o:

Ïî óñëîâèþ ðÿä
1P
n=1

an ñõîäèòñÿ. Ñîñòàâèì n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà

An = a1 + a2 + : : :+ an . Òîãäà lim
n!1

An = A.

Ñîñòàâèì n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà:
1P
n=1

C � an

Sn = Ca1 + Ca2 + : : :+ Can = C(a1 + a2 + : : :+ an) = CAn:

Òîãäà

lim
n!1

Sn = lim
n!1

CAn = C � lim
n!1

An = C � A:

Ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ðÿäà
1P
n=1

C �an ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
1P
n=1

C �an ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî 2o:

Ïî óñëîâèþ ðÿäû
1P
n=1

an è
1P
n=1

bn ñõîäÿòñÿ. Ñîñòàâèì n-å ÷àñòè÷íûå ñóì-

ìû ðÿäîâ An = a1+a2+ : : :+an è Bn = b1+b2+ : : :+bn . Òîãäà lim
n!1

An = A

è lim
n!1

Bn = B .

Ñîñòàâèì n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà
1P
n=1

(an + bn):

Sn = (a1 + b1) + (a2 + b2) + : : :+ (an + bn) =

= (a1 + a2 + : : :+ an) + (b1 + b2 + : : :+ bn) = An +Bn:

Òîãäà

lim
n!1

Sn = lim
n!1

(An +Bn) = lim
n!1

An + lim
n!1

Bn = A+B:

Ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ðÿäà
1P
n=1

(an+bn) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ.
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Ïðèìåð 1. Íàéòè ñóììó ðÿäà
1P
n=1

1

n(n+ 1)
.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà âûïèøåì n-é ÷ëåí ðÿäà è ðàçîáüåì äðîáü íà

ïðîñòåéøèå (âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ [? ]):

an =
1

n(n+ 1)
=
A

n
+

B

n+ 1
=
A(n+ 1) +Bn

n(n+ 1)
:

Âûïèñûâàåì êîýôôèöèåíòû â ÷èñëèòåëå ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ñëåâà è

ñïðàâà:

n : 0 = A+B ,

n0 : 1 = A.

Ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé è ïîëó÷èì A = 1, B = �1. Òåïåðü ìû ìîæåì

çàïèñàòü n-é ÷ëåí ðÿäà â ñëåäóþùåì âèäå:

an =
1

n(n+ 1)
=

1

n
� 1

n+ 1
:

Âîñïîëüçóåìñÿ íîâûì âèäîì n-ãî ÷ëåíà ðÿäà è çàïèøåì Sn :

Sn =

�
1

1
� 1

2

�
+

�
1

2
� 1

3

�
+

�
1

3
� 1

4

�
+ : : :+

�
1

n
� 1

n+ 1

�
= 1� 1

n+ 1
:

Íàéäåì ñóììó ðÿäà:

S = lim
n!1

Sn = lim
n!1

�
1� 1

n+ 1

�
= 1:

Ïðèìåð 2. Íàéòè ñóììó ðÿäà
1P
n=1

(�1)n+1 .

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà:

S1 = a1 = 1; S2 = a1+a2 = 1+(�1) = 0; S3 = a1+a2+a3 = 1+(�1)+1 = 1;

S4 = a1 + a2 + a3 + a4 = 1 + (�1) + 1 + (�1) = 0;

S5 = a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 1 + (�1) + 1 + (�1) + 1 = 1:

Ìû ïîëó÷èëè ðàñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàê êàê ïðåäåë ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.

å. lim
n!1

S2n = 0. Â ýòî æå âðåìÿ ïðåäåë ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íå÷åòíûìè

íîìåðàìè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, ò. å. lim
n!1

S2n+1 = 1. Òà-

êèì îáðàçîì, ó îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü äâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê ðàçëè÷íûì ïðåäåëàì, ñîîòâåòñòâåííî, èñõîäíàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ðàñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, è ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
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Çàìå÷àíèå 1. Ñóììà äâóõ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ìîæåò áûòü ñõîäÿùèìñÿ

ðÿäîì.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ñóììó ðÿäîâ
1P
n=1

(�1)n+1 è
1P
n=1

(�1)n .
Ðåøåíèå. Â ïðèìåðå 2 ìû óáåäèëèñü, ÷òî ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ÷åðå-

äóþùèõñÿ 1 è �1, ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ. Â óñëîâèè äàííîé çàäà÷è ó íàñ

äâà ðÿäà, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî ó ïåðâîãî èç íèõ íå÷åòíûå ÷ëå-

íû ðÿäà ïîëîæèòåëüíû, à ÷åòíûå � îòðèöàòåëüíû. Äëÿ âòîðîãî ðÿäà âñå

íå÷åòíûå ÷ëåíû ðÿäà îòðèöàòåëüíû, à ÷åòíûå � ïîëîæèòåëüíû. Íî îáà ýòè

ðÿäà ðàñõîäÿòñÿ.

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ñóììû äàííûõ äâóõ ðÿäîâ,

áóäåò ñõîäÿùèìñÿ. Âûïèøåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ íîâîãî ðÿäà:

a1 + b1 = 1 + (�1) = 0; a2 + b2 = �1 + 1 = 0; a3 + b3 = 1 + (�1) = 0:

Òàêèì îáðàçîì, âíîâü ïîëó÷åííûé ðÿä � ýòî ðÿä, ñîñòîÿùèé èç íóëåé. Åãî

ñóììà áóäåò ðàâíà íóëþ. Ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.

Òåîðåìà 1. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè. Åñëè ðÿä (4.1.1) ñõî-

äèòñÿ, òî åãî îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

lim
n!1

un = 0: (4.1.2)

Çàìå÷àíèå 2. Îáðàòíîå íåâåðíî, òî åñòü ñóùåñòâóþò ðÿäû, äëÿ êîòîðûõ

lim
n!1

un = 0, íî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà îòëè÷åí îò íóëÿ èëè íå

ñóùåñòâóåò, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 4. Ïðîâåðèòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå è íàéòè ñóììó ðÿäà

1X
n=1

1p
n
:

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå:

lim
n!1

un = lim
n!1

1p
n
= 0:

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ. Äàëåå íàéäåì ñóììó ðÿäà, äëÿ ýòîãî

âûïèøåì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà:

Sn = 1 +
1p
2
+

1p
3
+ : : :+

1p
n
:
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ìû ñìîãëè ïîñ÷èòàòü ïðåäåë äàííîé ñóììû, çàìåíèì âñå

ñëàãàåìûå, êðîìå ïîñëåäíåãî, íàèìåíüøèì ÷èñëîì, ò. å. 1p
n
:

�n =
1p
n
+

1p
n
+

1p
n
+ : : :+

1p
n
= n � 1p

n
=
p
n:

Î÷åâèäíî, ÷òî èñõîäíàÿ ñóììà áîëüøå ïîëó÷åííîé, òî åñòü Sn > �n =
p
n,

ïðè ýòîì lim
n!1

�n = lim
n!1

p
n = +1. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n!1

Sn = +1;

ñîîòâåòñòâåííî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ (ñì. Çàìå÷àíèå 2).

Ïðèìåð 5. Ïðîâåðèòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ñëåäóþùèõ ðÿäîâ:

(5:1)
1P
n=1

n2

2n2 + 1
;

(5:2)
1P
n=1

�
n

n+ 1

�n
;

(5:3)
1P
n=1

3n

n2n
:

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ðÿäà (5.1):

lim
n!1

n2

2n2 + 1
=

1

2
6= 0;

ñîîòâåòñòâåííî, ðÿä (5.1) ðàñõîäèòñÿ (ñì. Ñëåäñòâèå 1).

Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ðÿäà (5.2):

lim
n!1

�
n

n+ 1

�n
= lim

n!1

�
1 +

(�1)
n+ 1

�n� n+1
(�1) �

(�1)
n+1

= lim
n!1

e
�n
n+1 = e�1 =

1

e
6= 0;

ñîîòâåòñòâåííî, ðÿä (5.2) ðàñõîäèòñÿ (ñì. Ñëåäñòâèå 1).

Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ðÿäà (5.3):

lim
n!1

3n

n2n
= lim

n!1

�
3
2

�n
n

= lim
n!1

�
3
2

�n � ln 3
2

1
= +1;

ñîîòâåòñòâåííî, ðÿä (5.3) ðàñõîäèòñÿ (ñì. Ñëåäñòâèå 1).
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4.2. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè

Ïóñòü íàì äàí ðÿä
1X
n=1

un: (4.2.1)

Òåîðåìà 2. Ïåðâûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Ïóñòü äàí ðÿä

1X
n=1

bn (4.2.2)

è un � bn , 8n 2 N. Òîãäà
1) åñëè ðÿä (4.2.2) ñõîäèòñÿ, òî ðÿä (4.2.1) ñõîäèòñÿ;

2) åñëè ðÿä (4.2.1) ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä (4.2.2) ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 3. Âòîðîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Åñëè un � bn , ò. å.

lim
n!1

un
bn

= k;

òî (4.2.1) è (4.2.2) ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

À òåïåðü ðàññìîòðèì ðÿä, ñ êîòîðûì óäîáíî áóäåò ñðàâíèâàòü ðàññìàò-

ðèâàåìûå íàìè ðÿäû.

Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

1X
n=1

1

n�

"
� > 1 ) ðÿä ñõîäèòñÿ,

� � 1 ) ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
(4.2.3)

Òåîðåìà 4. Ïðèçíàê Äàëàìáåðà. Ïóñòü äàí ðÿä
1P
n=1

un . Òîãäà åñëè

ñóùåñòâóåò ÷èñëî

q = lim
n!1

un+1

un
; (4.2.4)

òî ïðè q > 1 ðÿä (4.2.1) ðàñõîäèòñÿ,

òî ïðè q < 1 ðÿä (4.2.1) ñõîäèòñÿ,

òî ïðè q = 1 � ? (âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì, äàííûé ïðèçíàê íåëüçÿ

ïðèìåíÿòü ê èññëåäîâàíèþ òàêîãî ðÿäà).

NB! Åñëè îáùèé ÷ëåí ðÿäà ñîäåðæèò ôàêòîðèàë, òî ðåêîìåíäóåòñÿ ïðè-
ìåíÿòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðÿäà íà ñõîäèìîñòü èìåííî ïðèçíàê Äàëàìáåðà.
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Òåîðåìà 5. Ïðèçíàê Êîøè (ðàäèêàëüíûé). Ïóñòü äàí ðÿä
1P
n=1

un .

Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî

q = lim
n!1

n
p
un; (4.2.5)

òî ïðè q > 1 ðÿä (4.2.1) ðàñõîäèòñÿ,

òî ïðè q < 1 ðÿä (4.2.1) ñõîäèòñÿ,

òî ïðè q = 1 � ? (âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì, äàííûé ïðèçíàê íåëüçÿ

ïðèìåíÿòü ê èññëåäîâàíèþ òàêîãî ðÿäà).

Ïðèìåð 6. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèå ðÿäû:

(6:1)
1P
n=1

16

n2 + 1
;

(6:2)
1P
n=1

1

n!
;

(6:3)
1P
n=1

1

nn
:

Ðåøåíèå. Èññëåäóåì ðÿä (6.1) ïî âòîðîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ. Äëÿ

ýòîãî ïîäáåðåì ðÿä, ýêâèâàëåíòíûé èñõîäíîìó:

1X
n=1

16

n2 + 1
�

1X
n=1

1

n2
; òàê êàê lim

n!1

16
n2+1
1
n2

= 16:

Ðÿä
1P
n=1

1

n2
ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì, èç óñëîâèé (4.2.3) � = 2 > 1 ñëåäó-

åò, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó

ñðàâíåíèÿ êàê ýêâèâàëåíòíûé ñõîäÿùåìóñÿ ðÿäó.

Èññëåäóåì ðÿä (6.2) ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà (åñòü ôàêòîðèàë). Îïðåäå-

ëèì çíà÷åíèå

q = lim
n!1

1

(n+ 1)!
� n!
1

= lim
n!1

n!

(n+ 1) � n! = lim
n!1

1

n+ 1
= 0:

Ïîëó÷èëè, ÷òî q = 0 < 1, ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèçíàêîì Äà-

ëàìáåðà èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Èññëåäóåì ðÿä (6.3) ïî ïðèçíàêó Êîøè (ðàäèêàëüíîìó). Îïðåäåëèì çíà-

÷åíèå
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q = lim
n!1

n

r
1

nn
= lim

n!1
1

n
= 0:

Ïîëó÷èëè, ÷òî q = 0 < 1, ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàäèêàëüíûì

ïðèçíàêîì Êîøè èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

4.3. Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 5. Çíàêîïåðåìåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäà

a1 � a2 + a3 � : : :+ (�1)n+1an + : : : =
1X
n=1

(�1)n+1an; (4:3:1)

ãäå an > 0, 8n 2 N.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðÿä
1P
n=1

an íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè

ñõîäèòñÿ ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ìîäóëåé ÷ëåíîâ ðÿäà

1X
n=1

janj: (4:3:2)

Îïðåäåëåíèå 7. Ñõîäÿùèéñÿ ðÿä
1P
n=1

un íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿ-

ùèìñÿ, åñëè îí ñõîäèòñÿ, íî íå àáñîëþòíî.

Òåîðåìà 6. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ.

Àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà

1. Ïðîâåðÿåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïðèãî-

æäàåòñÿ øêàëà ðîñòà ôóíêöèé).

Øêàëà ðîñòà ôóíêöèé

loga n << nr << an << n! << nn (a > 1; r > 0)

2. Èññëåäóåì ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü, ò. å. èññëåäóåì çíàêîïîñòî-

ÿííûé ðÿä
1P
n=1

janj.

3. Åñëè â ï. 2 ïîëó÷èëè ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä, òî èññëåäóåì íà óñëîâíóþ

ñõîäèìîñòü.
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Ïðèìåð 1. Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü:

1X
n=1

(�1)n+1

n2
:

1. Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå:

lim
n!1

(�1)n+1

n2
= 0;

îíî âûïîëíÿåòñÿ, çíà÷èò èññëåäóåì äàëåå íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü.

2. Ñîñòàâèì ðÿä, ñîñòîÿùèé èç ìîäóëåé:

1X
n=1

����(�1)n+1

n2

���� = 1X
n=1

1

n2
:

Ïîëó÷èëè îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä, ïðè � = 2 îí ñõîäèòñÿ, ñëåäî-

âàòåëüíî, èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ïðèçíàêè óñëîâíîé ñõîäèìîñòè

Òåîðåìà 7. Ïðèçíàê Ëåéáíèöà. Ðÿä

1X
n=1

(�1)n+1bn (4:3:3)

ñõîäèòñÿ óñëîâíî, åñëè bn ìîíîòîííî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ò. å.

lim
n!1

bn = 0;

bn � bn+1:

Òåîðåìà 8. Ïðèçíàê Äèðèõëå. Ðÿä

1X
n=1

un � bn (4:3:4)

ñõîäèòñÿ óñëîâíî, åñëè

Ä1) bn ìîíîòîííî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ;

Ä2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì îãðàíè÷åíà ïî ñîâîêóïíîñòè,

ò. å.

9M > 0 8N 2 N
�����
NX
n=1

un

����� �M:
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Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü:
1X
n=1

(�1)n+1

n
:

1. Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå:

lim
n!1

(�1)n+1

n
= 0;

îíî âûïîëíÿåòñÿ, çíà÷èò, èññëåäóåì äàëåå íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü.

2. Ñîñòàâèì ðÿä, ñîñòîÿùèé èç ìîäóëåé:
1X
n=1

����(�1)n+1

n

���� = 1X
n=1

1

n
:

Ïîëó÷èëè îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä, ïðè � = 1 îí ðàñõîäèòñÿ, ñëå-

äîâàòåëüíî, èñõîäíûé ðÿä áóäåì ïðîâåðÿòü íà óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü.

3. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ ïðèçíàêà Ëåéáíèöà. Ñõîäèìîñòü bn ê íóëþ

lim
n!1

1

n
= 0

âûïîëíÿåòñÿ, îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò ìîíîòîííî. Äîëæíî

âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

1

n
� 1

n+ 1
) bn � bn+1:

Îáà óñëîâèÿ ïðèçíàêà Ëåéáíèöà âûïîëíÿþòñÿ, çíà÷èò, èñõîäíûé ðÿä ñõî-

äèòñÿ óñëîâíî.

Ïðèìåð 3. Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü:
1X
n=1

n(�1)n�1

p
n+ 1

:

1. Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñðàçó äëÿ ðÿäà, ñîñòàâëåííîãî èç ìîäóëåé,

÷òîáû ÷åðåäîâàíèå çíàêîâ âàñ íå ïóòàëî ïðè íàõîæäåíèè ïðîñòîãî ïðåäåëà:

lim
n!1

np
n+ 1

=1:

Îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, çíà÷èò, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

2. Ïðåäñòàâèì, ÷òî âû çàáûëè ïðîâåðèòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå è ñðàçó íà-

÷àëè èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü. Ïðîâåðÿåòå àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü:
1X
n=1

����n(�1)n�1

p
n+ 1

���� = 1X
n=1

np
n+ 1

:
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Ïîëó÷èëè îáû÷íûé çíàêîïîëîæèòåëüíûé ðÿä, êîòîðûé ìîæíî ñðàâíèòü

(îïÿòü æå, åñëè è çäåñü íå âñïîìíèëè ïðî íåîáõîäèìîå óñëîâèå è íå îñòà-

íîâèëè èññëåäîâàíèÿ) ñ îáîáùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì. Ïðè � = �1=2
îí ðàñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé ðÿä áóäåì ïðîâåðÿòü íà óñëîâíóþ

ñõîäèìîñòü.

3. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ ïðèçíàêà Ëåéáíèöà

lim
n!1

np
n+ 1

=1;

ñõîäèìîñòü bn ê íóëþ íå âûïîëíÿåòñÿ, ìîíîòîííîñòü ïðîâåðÿòü óæå íåò

ñìûñëà. Íà ýòîì ìîìåíòå óæå òî÷íî óáåäèëèñü, ÷òî ïåðåä íàìè ðàñõîäÿ-

ùèéñÿ ðÿä.

5. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 1. Ðÿä, ÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè îò ïåðåìåí-

íîé x, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì:

u1(x) + u2(x) + u3(x) + : : :+ un(x) + : : : =
1X
n=1

un(x); (5:1:1)

ãäå an > 0, 8n 2 N.
Ïðèäàâàÿ x îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå x0 , ìû ïîëó÷èì ÷èñëîâîé ðÿä

u1(x0) + u2(x0) + u3(x0) + : : :+ un(x0) + : : : =
1X
n=1

un(x0);

êîòîðûé ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ïîëó÷åííûé ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ, òî òî÷êà x0
íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (5.1.1), åñëè æå ðàñõîäèòñÿ � òî÷-
êîé ðàñõîäèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñîâîêóïíîñòü ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà x, ïðè êî-

òîðûõ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìî-
ñòè ðÿäà (5.1.1).

Â îáëàñòè ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà åãî ñóììà ÿâëÿåòñÿ íåêî-

òîðîé ôóíêöèåé îò ïåðåìåííîé x: S = S(x).

S(x) = lim
n!1

Sn(x);
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ãäå Sn(x) = u1(x)+u2(x)+u3(x)+ : : :+un(x) � n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà.

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà:

1X
n=1

xn:

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà ñîñòàâëÿåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿ-

äà:

lim
n!1

xn = 0; jxj < 1;

lim
n!1

xn 6= 0; jxj � 1:

Ñîîòâåòñòâåííî, èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü áóäåì â îáëàñòè jxj < 1. Ïðè-

ìåíèì ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè:

q = lim
n!1

n
p
xn = x:

Ïðè óñëîâèè, ÷òî jxj < 1, ïîëó÷àåì, ÷òî q < 1, ñîîòâåòñòâåííî, â ýòîé

îáëàñòè ðÿä ñõîäèòñÿ. Ïîëó÷èëè, ÷òî îáëàñòü ñõîäèìîñòè èñõîäíîãî ðÿäà

jxj < 1.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

âèäà
1X
n=0

Cn(x� x0)
n = C0 + C1(x� x0) + : : :+ Cn(x� x0)

n + : : : ; (5:1:2)

ãäå Cn 2 R (Cn 2 C) � êîýôôèöèåíòû ðÿäà (5.1.2).

Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ðÿäà (5.1.2) ðàññìàòðèâàþò ðÿä âèäà

1X
n=0

Cnx
n = C0 + C1x+ : : :+ Cnx

n + : : : : (5:1:3)

Òåîðåìà 1. Òåîðåìà Àáåëÿ. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä (5.1.3) ñõîäèòñÿ ïðè

x = x0 6= 0, òî îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ íåðàâåíñòâó jxj < jx0j.
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ðÿä (5.1.3) ðàñõîäèòñÿ ïðè x = x1 , òî îí ðàñõîäèòñÿ

è ïðè âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó jxj > jx1j.
Îïðåäåëåíèå 5. Èíòåðâàë (�jx0j; jx0j) íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì ñõîäè-
ìîñòè, à ÷èñëî R = jx0j � ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè.
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Çàìå÷àíèå 3. 1. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè

ðàâåí íóëþ R = 0.

2. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

(êîìïëåêñíûõ), òî ðàäèóñ ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè R =1.

3. Íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ïðè x = �R ñõîäèìîñòü ðÿäà ïðî-

âåðÿåòñÿ â êàæäîì ñëó÷àå â îòäåëüíîñòè.

Òåîðåìà 2. Ôîðìóëà Êîøè � Àäàìàðà.

1

R
= lim

n!1
n
p
jCnj;

R = lim
n!1

���� CnCn+1

���� :
Ïðèìåð 2. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè è îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà

1X
n=0

xn

n!
:

Ðåøåíèå. Íà÷íåì ñ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè, ïðèìåíèâ ôîðìóëó Êîøè �

Àäàìàðà. Íå çàáûâàåì, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò èìåííî êîýôôèöèåíòû Cn = 1
n! :

R = lim
n!1

1
n!
1

(n+1)!

= lim
n!1

(n+ 1)!

n!
= lim

n!1
(n+ 1) =1:

R =1 ) èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ x 2 R.
Ïðèìåð 3. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè è îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà

1X
n=0

(x� 3)n

(n+ 1)2n
:

Ðåøåíèå. Íà÷íåì ñ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè, ïðèìåíèâ ôîðìóëó Êîøè �

Àäàìàðà. Êîýôôèöèåíòû Cn = 1
(n+1)2n

,

1

R
= lim

n!1
n
p
jCnj = lim

n!1
n

s���� 1

(n+ 1)2n

���� = lim
n!1

1

2 n
p
n+ 1

=
1

2
:

Ïîëó÷èëè, ÷òî ðàäèóñ R = 2. Òåïåðü âûïèøåì îáëàñòü ñõîäèìîñòè

jx� 3j < 2:

Âûïîëíèâ ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ìîäóëåì, ïîëó÷èì îáëàñòü ñõîäèìîñòè

1 < x < 5. Òî åñòü âíóòðè äàííîé îáëàñòè ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, âíå
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èíòåðâàëà � ðàñõîäèòñÿ, ãðàíèöû êàæäûé ðàç ïðîâåðÿåì îòäåëüíî.

1. Ïðè x = 1 ñîñòàâèì ÷èñëîâîé ðÿä:

1X
n=0

(1� 3)n

(n+ 1)2n
=

1X
n=0

(�1)n2n
(n+ 1)2n

=
1X
n=0

(�1)n
(n+ 1)

:

Ïîëó÷èëè çíàêîïåðåìåííûé ðÿä. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåì ñàìîñòîÿòåëüíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî ïî ïðèçíàêó Ëåéáèíöà.

2. Ïðè x = 5 ñîñòàâèì ÷èñëîâîé ðÿä:

1X
n=0

(5� 3)n

(n+ 1)2n
=

1X
n=0

2n

(n+ 1)2n
=

1X
n=0

1

(n+ 1)
:

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ (î÷åâèäíî), ðÿä ýêâèâàëåíòåí îáîùåí-

íîìó ãàðìîíè÷åñêîìó ðÿäó, êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, â äàííîé

òî÷êå ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Îòâåò: Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = 2, îáëàñòü ñõîäèìîñòè [1; 5).
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Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîïðîâåðêè

Óïðàæíåíèå 1. Íàéòè ñóììó ðÿäà:

1.
1P
n=1

2

5n
.

2.
1P
n=1

(�1)n�1

3n�1
.

3.
1P
n=1

�
1

3n
+

1

5n

�
.

4.
1P
n=1

1

(n+ 2)(n+ 3)
.

5.
1P
n=1

1

(3n� 2)(3n+ 1)
.

6.
1P
n=1

1

25n2 + 5n� 6
.

Óïðàæíåíèå 2. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñõîäè-

ìîñòè ðÿäà:

1.
1P
n=1

(�1)n2n
2 + 3n+ 4

2n2 + 1
.

2.
1P
n=1

r
3n+ 4

5n+ 1
.

3.
1P
n=1

n
p
0; 3.

4.
1P
n=1

�
2n� 1

2n+ 1

�n
.

5.
1P
n=1

(n+ 1) arctg
1

n+ 2
.

6.
1P
n=1

n+ 2

n(n+ 1)
.

Óïðàæíåíèå 3. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü çíàêîïîñòîÿííûõ ðÿäîâ:

1.
1P
n=1

n+ 1

n2 + 1
.

2.
1P
n=1

cos2 n

n(n+ 1)
.

3.
1P
n=1

3n

n!
.

4.
1P
n=1

4nn!

nn
.

5.
1P
n=1

en + n4

3n + ln2(n+ 1)
.

6.
1P
n=1

arctg n

n2 + 2
.

7.
1P
n=1

5n

nn
.

8.
1P
n=1

�
n2 + 5

n2 + 8

�n3
.

9.
1P
n=1

n10

(n+ 1)!
.

10.
1P
n=1

(2n+ 1)!

(3n+ 1)4n
.
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Óïðàæíåíèå 4. Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü:

1.
1P
n=1

sin(2n+ �
4
)

n 3
p
n+ 2

.

2.
1P
n=1

(�n)n
(2n)!

.

3.
1P
n=1

(�1)n
(2 + n) 4

p
n+ 1

.

4.
1P
n=1

(�1)n(2n)!!
(n+ 1)n

.

5.
1P
n=1

(�1)n+1 ln2 n

3(n+ 1)
.

6.
1P
n=1

arctg(�n)n
3
p
2n5 � 3n+ 1

.

Óïðàæíåíèå 5. Íàéòè ðàäèóñ è îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà:

1.
1P
n=1

(x� 1)n

n
p
n

.

2.
1P
n=1

�
2n� 1

3n+ 2

�n
(x+ 5)n .

3.
1P
n=1

(�1)nxn
3n+ 1

.

4.
1P
n=1

2 + (�1)n
n

(x+ 2)n .

5.
1P
n=1

4n(n3 + 2)(x� 1)2n .

6.
1P
n=1

(2n� 1)!!

n!
(x+ 1)n .

Óïðàæíåíèå 6. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Ìàêëîðåíà:

1. f(x) = e3x .

2. f(x) = sin 3x2 .

3. f(x) =
1

1 + x2
.

4. f(x) =
1

(1� x)2
.

5. f(x) =
1p

1� x2
.

6. f(x) =
p
1 + x3 .

33



Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

6. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

6.1. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êîé x n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ óïî-

ðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà (x1; : : : ; xn) = x.

×èñëî xi íàçûâàåòñÿ i-êîîðäèíàòîé òî÷êè x, i = 1; 2; : : : ; n.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè x = (x1; : : : ; xn) è y = (y1; : : : ; yn)

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

�(x; y) =
p

(x1 � y1)2 + : : :+ (xn � yn)2: (6.1.1)

Îïðåäåëåíèå 2. Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn , äëÿ

êîòîðûõ îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå ñîãëàñíî (6.1.1), íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì
åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì R

n .

Â ñëó÷àå n = 1 ïðîñòðàíñòâî Rn ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé, â ñëó÷àå n =

2 � ñ ïëîñêîñòüþ, à â ñëó÷àå n = 3 � ñ ïðîñòðàíñòâîì, èçó÷àåìûì â

ýëåìåíòàðíîé è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî n > 3 íå

ñëåäóåò èñêàòü â îïðåäåëåíèè ñêðûòîãî ôèçè÷åñêîãî èëè ãåîìåòðè÷åñêîãî

ñìûñëà. Íàøà öåëü � ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, óäîáíîãî äëÿ

èçó÷åíèÿ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Ñâîéñòâà � â Rn

1. �(x; y) � 0 8x; y 2 Rn ;
�(x; y) = 0, x = y (î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ôîðìóëû (6.1.1).

2. �(x; y) = �(y; x); 8x; y 2 Rn (î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ôîðìóëû

(6.1.1).

3. �(x; z) � �(x; y) + �(y; z); 8x; y; z 2 Rn (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî òî÷åê x = (x1; x2; : : : ; xn) n-ìåðíîãî åâêëè-

äîâà ïðîñòðàíñòâà Rn , òàêèõ, ÷òî x1 = x2 = : : : = xi�1 = xi+1 = xn = 0,

íàçûâàåòñÿ i-é êîîðäèíàòíîé îñüþ (i = 1; 2; : : : ; n) ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òî÷êà O = (0; 0; : : : ; 0) íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü x 2 Rn è " > 0. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê y ïðî-

ñòðàíñòâà Rn , òàêèõ, ÷òî �(x; y) < ", íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì øàðîì ñ

öåíòðîì â òî÷êå x è ðàäèóñîì " èëè "-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x â Rn

O(x; ") = fy : y 2 Rn; �(x; y) < "g : (6.1.2)

Â êîîðäèíàòíîé çàïèñè ïðè " > 0, 8x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Rn

O(x; ") =

(
y = (y1; : : : ; yn) :

nX
i=1

(yi � xi)2 < "2

)
:

Â ñëó÷àå ñ ïðÿìîé ïðè n = 1, x = x1 , y = y1 ïîëó÷àåì

O(x; ") = fy : jy � xj < "g;
òî åñòü èíòåðâàë äëèíû 2" ñ öåíòðîì â òî÷êå x (îêðåñòíîñòü òî÷êè â ïðè-

âû÷íîì ñìûñëå).

Â ñëó÷àå ïëîñêîñòè ïðè n = 2, x = (x1; x2), y = (y1; y2)

O(x; ") = fy = (y1; y2) : (y1 � x1)2 + (y2 � x2)2 < "2g; " > 0;

òî åñòü êðóã ðàäèóñà " ñ öåíòðîì â òî÷êå x = (x1; x2).

Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà ïðè n = 3 îêðåñòíîñòü òî÷êè x = (x1; x2; x3)

O(x; ") = fy = (y1; y2; y3) : (y1 � x1)2 + (y2 � x2)2 + (y3 � x3)2 < "2g; " > 0;

ÿâëÿåòñÿ øàðîì ðàäèóñà " ñ öåíòðîì â òî÷êå x = (x1; x2; x3).

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Rn , �i > 0, i = 1; 2; : : : ; n.

Ìíîæåñòâî

P (x; �1; �2; : : : ; �n) = fy = (y1; : : : ; yn) : xi � �i < yi < xi + �i; i = 1; : : : ; ng
íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì, à òî÷êà x � åãî öåíòðîì.

Îïðåäåëåíèå 6. Åñëè �1 = �2 = : : : = �n = � , òî P (x; �; �; : : : ; �) = P (x; �)

íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì êóáîì ñ öåíòðîì â òî÷êå x.

Åñëè n = 1, òî ìíîæåñòâî P (x; �) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì ñ öåíòðîì â

òî÷êå x äëèíû 2� ; åñëè n = 2, òî ìíîæåñòâî P (x; �1; �2) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìî-

óãîëüíèêîì ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò (äëèíû ñòîðîí

2�1 è 2�2); ïðè n = 3 ìíîæåñòâî P (x; �1; �2; �3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìî-

óãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ ðåáðàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò (èõ

äëèíû 2�1 , 2�2 è 2�3).

35



Îïðåäåëåíèå 7. Âñÿêèé n-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä P (x; �1; �2; : : : ; �n) íà-

çûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x.

Åñëè ïðÿìîóãîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì êóáîì, òî

îíà íàçûâàåòñÿ òàêæå è êóáè÷åñêîé îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè.

Ëåììà 1. Êàêîâà áû íè áûëà "-îêðåñòíîñòü O(x; ") òî÷êè x 2 Rn , ñó-
ùåñòâóåò åå ïðÿìîóãîëüíàÿ îêðåñòíîñòü P (x; �1; �2; : : : ; �n), òàêàÿ, ÷òî

P (x; �1; �2; : : : ; �n) � O(x; ");

è íàîáîðîò, êàêîâà áû íè áûëà ïðÿìîóãîëüíàÿ îêðåñòíîñòü

P (x; �1; �2; : : : ; �n) òî÷êè x 2 Rn , ñóùåñòâóåò åå "-îêðåñòíîñòü O(x; "),

òàêàÿ, ÷òî

O(x; ") � P (x; �1; �2; : : : ; �n):

Ïðè n = 2 ëåììà îçíà÷àåò, ÷òî âî âñÿêèé ïðÿìîóãîëüíèê ìîæíî ïîìå-

ñòèòü êðóã ñ öåíòðîì â öåíòðå ïðÿìîóãîëüíèêà, à âî âñÿêèé êðóã ìîæíî

âïèñàòü ïðÿìîóãîëüíèê ñ öåíòðîì â öåíòðå êðóãà.

Ïðè n = 3 ëåììà îçíà÷àåò, ÷òî âî âñÿêèé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëå-

ïèïåä ìîæíî ïîìåñòèòü øàð ñ öåíòðîì â öåíòðå ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà è

âî âñÿêèé øàð ìîæíî âïèñàòü ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ öåíòðîì â

öåíòðå ðàññìàòðèâàåìîãî øàðà.

6.2. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå

Ôóíêöèè, êîòîðûå îïðåäåëåíû íà Rn è çíà÷åíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ
f : Rn ! R:

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0; y0; z0) çà-

äàíà ôóíêöèÿ u = u(x; y; z). Ôèêñèðóÿ ïåðåìåííûå y è z : y = y0 , z = z0 ,

ïîëó÷èì ôóíêöèþ îäíîãî ïåðåìåííîãî x: u = u(x; y0; z0). Îáû÷íàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå x = x0 íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè u(x; y; z) â òî÷êå (x0; y0; z0) ïî x è îáîçíà÷àåòñÿ

@u(x0; y0; z0)

@x
: (6.2.1)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü

@u

@y
;
@u

@z
;
@u

@x1
;
@u

@x2
; : : : ;

@u

@xn
:
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Îïðåäåëåíèå 9. Ïî àíàëîãèè ñ ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé ëèíåéíûå

ôóíêöèè @u
@xdx,

@u
@ydy ,

@u
@zdz íàçûâàþòñÿ ÷àñòíûìè äèôôåðåíöèàëàìè

ôóíêöèè u(x; y; z).

Ïðèìåð 1. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè

z(x; y) = xye
x
y :

Ðåøåíèå. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðâîé èç äâóõ ïåðåìåííûõ, òî åñòü

ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè áóäåì ñìîòðåòü íà ïåðåìåííóþ x, à ïåðåìåííóþ

y ïðè ýòîì áóäåì âîñïðèíèìàòü êàê êîíñòàíòó:

@z

@x
= ye

x
y + xye

x
y � 1
y
= (x+ y)e

x
y :

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî âòîðîé èç äâóõ ïåðåìåííûõ, òî åñòü ïðè äèôôå-

ðåíöèðîâàíèè áóäåì ñìîòðåòü íà ïåðåìåííóþ y , à ïåðåìåííóþ x ïðè ýòîì

áóäåì âîñïðèíèìàòü êàê êîíñòàíòó:

@z

@y
= xe

x
y + xye

x
y � �x

y2
=
x(y � x)e

x
y

y
:

6.3. Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü z = f(x; y)

îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé � -îêðåñòíîñòè O(M0; �) òî÷êè M0(x0; y0) è ïóñòü

M(x; y) 2 O(M0; �). Ïóñòü �x = x� x0 , �y = y � y0 . Òîãäà

�(M;M0) =
p

(�x)2 + (�y)2 < �:

Ïóñòü �z = f(x0+�x; y0+�y)� f(x0; y0) � ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíê-

öèè.

Îïðåäåëåíèå 10. Ôóíêöèÿ z = f(x; y) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóå-
ìîé â òî÷êå (x0; y0), åñëè ñóùåñòâóþò äâà òàêèå ÷èñëà À è Â, ÷òî

�z = A ��x+B ��y + �(�x;�y);

ãäå ïðè � 6= 0, �(�x;�y) = "(�x;�y)�, lim
�!0

"(�x;�y) = 0.

Îïðåäåëåíèå 11. Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(x; y) â òî÷êå

(x0; y0), ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ A��x+B��y ïåðåìåííûõ �x è �y íàçûâàåòñÿ

ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(x; y) â òî÷êå (x0; y0):

dz = A ��x+B ��y = Adx+Bdy:
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Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ z = f(x; y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0; y0),

òî îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ z = f(x; y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0; y0)

è dz = Adx + Bdy � åå äèôôåðåíöèàë â ýòîé òî÷êå, òî â òî÷êå (x0; y0)

ó ôóíêöèè ñóùåñòâóþò âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

@f(x0; y0)

@x
= A;

@f(x0; y0)

@y
= B:

Òàêèì îáðàçîì,

dz =
@z

@x
dx+

@z

@y
dy: (6.3.1)

Òåîðåìà 3. Î äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x; y) â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0; y0) èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå @z
@x è

@z
@y , êîòîðûå íåïðåðûâíû â ñàìîé òî÷êå (x0; y0), òîãäà ôóíêöèÿ z = f(x; y)

äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 12. Ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ â íåêîòîðîé òî÷êå (èëè íà íåêîòî-
ðîì ìíîæåñòâå) íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, íàçûâàåòñÿ íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå.

Ïðèìåð 2. Íàéòè äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

z(x; y) = xye
x
y :

Ðåøåíèå. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðâîé èç äâóõ ïåðåìåííûõ, òî åñòü

ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè áóäåì ñìîòðåòü íà ïåðåìåííóþ x, à ïåðåìåííóþ

y ïðè ýòîì áóäåì âîñïðèíèìàòü êàê êîíñòàíòó:

@z

@x
= ye

x
y + xye

x
y � 1
y
= (x+ y)e

x
y :

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî âòîðîé èç äâóõ ïåðåìåííûõ, òî åñòü ïðè äèôôå-

ðåíöèðîâàíèè áóäåì ñìîòðåòü íà ïåðåìåííóþ y , à ïåðåìåííóþ x ïðè ýòîì

áóäåì âîñïðèíèìàòü êàê êîíñòàíòó:

@z

@y
= xe

x
y + xye

x
y � �x

y2
=
x(y � x)e

x
y

y
:

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (6.3.1):

dz(x; y) = (x+ y)e
x
ydx+

x(y � x)e
x
y

y
dy:
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6.4. Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ôóíêöèè x(t) è y(t) ïåðåìåííîé t äèôôåðåíöèðóåìû â

òî÷êå t0 è ïóñòü x0 = x(t0), y0 = y(t0). Åñëè ôóíêöèÿ z = f(x; y) äèôôå-

ðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0; y0), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ z = f(x(t); y(t)) èìååò

â òî÷êå t0 ïðîèçâîäíóþ è ýòà ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

dz

dt
=
@z

@x

@x

@t
+
@z

@y

@y

@t
: (6.4.1)

Ïðèìåð 3. Ïóñòü z = cos(x+ y), x = cos t, y = sin 2t. Íàéòè z0t äâóìÿ

ñïîñîáàìè.

Ðåøåíèå. I ñïîñîá. Ìû âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ z(x; y) çàâèñèò îò äâóõ

ïåðåìåííûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé t, òîãäà ñîãëàñíî

ôîðìóëå (6.4.1) íàéäåì ïðîèçâîäíóþ:

dz

dt
=
@z

@x

@x

@t
+
@z

@y

@y

@t
:

Îòäåëüíî âûïèøåì êàæäóþ èç ÷àñòåé äàííîé ôîðìóëû:

@z

@x
= � sin(x+ y);

@z

@y
= � sin(x+ y);

@x

@t
= � sin t;

@y

@t
= 2 cos 2t:

Ïîäñòàâèì âñå â ôîðìóëó

dz

dt
= � sin(x+ y) � (� sin t)� sin(x+ y) � (2 cos 2t) =

= � sin(x+ y)(2 cos 2t� sin t):

Ðåøåíèå. II ñïîñîá. Ìû âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ z(x; y) çàâèñèò îò äâóõ

ïåðåìåííûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé t, ïîäñòàâèì â

èñõîäíóþ ôóíêöèè âûðàæåíèÿ äëÿ x è y :

z(x(t); y(t)) = z(t) = cos(cos t+ sin 2t):

Ïåðåä íàìè ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ, íî îäíîé ïåðåìåííîé, ïîýòîìó íàéäåì åå

ïðîèçâîäíóþ ïî ïðèâû÷íûì óæå ïðàâèëàì:

z0t = � sin(cos t+sin 2t)�(cos t+sin 2t)0 = � sin(cos t+sin 2t)�(� sin t+2 cos 2t):

Åñëè â ïðåäûäóùåì ðåøåíèè â êîíöå ðåøåíèÿ x è y çàìåíèòü íà ôóíê-

öèè îò ïåðåìåííîé t, òî ìû óâèäèì, ÷òî îòâåò ïîëó÷èëè îäèí è òîò æå,

íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà ðåøåíèÿ.
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Ïðèìåð 4. Ïóñòü u = f(�; �; �), �(x; y; z) = x, �(x; y; z) = x
y ,

�(x; y; z) = xy
z . Íàéòè du ëþáûì ñïîñîáîì.

Ðåøåíèå. I ñïîñîá. Ìû âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ u(�; �; �) çàâèñèò îò òðåõ

ïåðåìåííûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ îò òðåõ ïåðåìåííûõ (x; y; z). Ñî-

ñòàâèì ôîðìóëó äëÿ ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ,

à ïîòîì ðàñïèøåì äëÿ êàæäîé ÷àñòè ñëîæíîé ôóíêöèè, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ñ

ïðîèçâîäíûìè:

du(�(x; y; z); �(x; y; z); �(x; y; z)) =
@u

@x
dx+

@u

@y
dy +

@u

@z
dz:

Êàæäîå ñëàãàåìîå äàííîé ôîðìóëû ìû íàéäåì ïî ôîðìóëå (6.4.1):

@u

@x
=
@f

@�
� @�
@x

+
@f

@�
� @�
@x

+
@f

@�
� @�
@x
;

u0x = f 0� � 1 + f 0� �
1

y
+ f 0� �

y

z
:

Âòîðîå ñëàãàåìîå äàííîé ôîðìóëû

@u

@y
=
@f

@�
� @�
@y

+
@f

@�
� @�
@y

+
@f

@�
� @�
@y
;

u0y = f 0� � 0 + f 0� �
�x
y2

+ f 0� �
x

z
= �f 0� �

x

y2
+ f 0� �

x

z
:

Òðåòüå ñëàãàåìîå äàííîé ôîðìóëû

@u

@z
=
@f

@�
� @�
@z

+
@f

@�
� @�
@z

+
@f

@�
� @�
@z
;

u0z = f 0� � 0 + f 0� � 0 + f 0� �
�xy
z2

= �f 0� �
xy

z2
:

Îòâåò:

du =

�
f 0� � 1 + f 0� �

1

y
+ f 0� �

y

z

�
dx+

�
�f 0� �

x

y2
+ f 0� �

x

z

�
dy +

�
�f 0� �

xy

z2

�
dz:

6.5. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(x; y). Òîãäà êàæäàÿ èç åå

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ f 0x , f
0
y ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöåé íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ x è y è ìîæåò òàêæå èìåòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

(f 0x)
0
x = f 00xx =

@

@x

�
@f

@x

�
=
@2f

@x2
;
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(f 0x)
0
y = f 00xy =

@

@y

�
@f

@x

�
=

@2f

@x@y
;

(f 0y)
0
x = f 00yx =

@

@x

�
@f

@y

�
=

@2f

@y@x
;

(f 0y)
0
y = f 00yy =

@

@y

�
@f

@y

�
=
@2f

@y2
:

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(x; y) îïðåäåëåíà âìåñòå

ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè f 0x , f
0
y , f

00
xy , f

00
yx â íåêîòîðîé O(x0; y0),

ïðè÷åì f 00xy , f
00
yx íåïðåðûâíû â ýòîé òî÷êå òîãäà

f 00xy(x0; y0) = f 00yx(x0; y0):

NB! Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-

íûì.

Ïðèìåð 5. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè

z = x3y2 � 3xy3 � xy + 1:

Ðåøåíèå. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ïî

ïåðåìåííîé x:
@z

@x
= 3x2y2 � 3y2 � y;

@2z

@x2
= 6xy2:

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ïî ïåðåìåííîé

y :
@z

@y
= 2x3y � 9xy2 � x;

@2z

@y2
= 2x3 � 18xy:

Íàéäåì ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà è óáåäèìñÿ â èõ ðàâåí-

ñòâå:
@2z

@x@y
= 6x2y � 9y2 � 1 � @2z

@y@x
= 6x2y � 9y2 � 1:

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå òðåòüåãî ïîðÿäêà:

@3f

@x3
;
@3f

@x2@y
;
@3f

@x@y2
;
@3f

@y3

Òåîðåìà 6. Ðåçóëüòàò ïîâòîðíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè äâóõ

íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðè

óñëîâèè, åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
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Ïðîèëëþñòðèðóåì ñìûñë òåîðåìû íà ïðèìåðå ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ:

@3z

@x@y2
=

@3z

@y@x@y
;

@3z

@x@y2
=

@

@y

�
@2z

@x@y

�
=

@

@y

�
@2z

@y@x

�
=

@3z

@y@x@y
:

6.6. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Îïðåäåëåíèå 13. Ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì II ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ
ïîëíûé äèôôåðåíöèàë îò ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà I ïîðÿäêà dz ïðè óñëî-

âèè, ÷òî dx è dy ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè.

d2z = d

�
@z

@x
dx+

@z

@y
dy

�
=

@

@x

�
@z

@x
dx+

@z

@y
dy

�
dx+

@

@y

�
@z

@x
dx+

@z

@y
dy

�
dy =

=

�
@2z

@x2
dx+

@2z

@y@x
dy

�
dx+

�
@2z

@x@y
dx+

@2z

@y2
dy

�
dy =

=
@2z

@x2
dx2 + 2

@2z

@x@y
dxdy +

@2z

@y2
dy2: (6.6.1)

dmz =

�
@

@x
dx+

@

@y
dy

�(m)

f(x; y): (6.6.2)

Ïðè m = 3

d3z =

�
@3

@x3
dx3 + 3

@3

@x2@y
dx2dy + 3

@3

@x@y2
dxdy2 +

@3

@y3
dy3
�
f(x; y): (6.6.3)

Ïðèìåð 6. Äàíà ôóíêöèÿ z(z; y) = exy + cos(2x� y). Íàéòè d2z .

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî

ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ:

d2z =
@2z

@x2
dx2 + 2

@2z

@x@y
dxdy +

@2z

@y2
dy2 = z00xxdx

2 + 2z00xydxdy + z00yydy
2:

Íàéäåì êàæäóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî ïîðÿäêà îòäåëüíî:

z0x = yexy � 2 sin(2x� y); z00xx = y2exy � 4 cos(2x� y);
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z0y = xexy + sin(2x� y); z00yy = x2exy � cos(2x� y);

z00xy = exy + xyexy + 2 cos(2x� y):

Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó (6.6.1):

d2z =
�
y2exy � 4 cos(2x� y)

�
dx2 + 2 (exy + xyexy + 2 cos(2x� y)) dxdy+

+
�
x2exy � cos(2x� y)

�
dy2:

6.7. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = f(x1; x2; : : : ; xn) îïðåäåëåíà íà

ìíîæåñòâå E � R
n . Òî÷êà x0 = (x10; x

2
0; : : : ; x

n
0) 2 E íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

ñòðîãîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñò-

íîñòü O(x0) òî÷êè x0 , ÷òî 8x 2 O(x0) \ E , x 6= x0 âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî

f(x) < f(x0) (f(x) > f(x0)) :

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà ñòðîãîãî ìàêñèìóìà õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî

�f = f(x) � f(x0) < 0; à ñòðîãîãî ìèíèìóìà �f = f(x) � f(x0) > 0,

8x 2 O(x0) \ E; x 6= x0:

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = f(x1; x2; : : : ; xn) îïðåäåëåíà íà

ìíîæåñòâå E � R
n . Òî÷êà x0 = (x10; x

2
0; : : : ; x

n
0) 2 Eíàçûâàåòñÿ òî÷êîé

ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü O(x0)

òî÷êè x0 , ÷òî 8x 2 O(x0) \ E , x 6= x0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(x) � f(x0) (f(x) � f(x0)) :

Îïðåäåëåíèå 16. Òî÷êè (ñòðîãîãî) ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ôóíêöèè íà-
çûâàþòñÿ òî÷êàìè (ñòðîãîãî) ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà 7. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x),
x = (x1; x2; : : : ; xn) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(x0); åñëè îíà

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x) è åñëè â íåé ñóùåñòâóåò

êàêàÿ-ëèáî èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ @f
@xj (j ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç

çíà÷åíèé 1; 2; : : : ; n), òî îíà ðàâíà íóëþ:

@f(x0)

@xj
= 0:
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Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ýêñòðåìóìà

x0 , òî åå äèôôåðåíöèàë ðàâåí íóëþ â ýòîé òî÷êå:

df(x0) = 0:

Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìû è ñëåäñòâèÿ). Ïóñòü j = 1. Åñëè x0 =

(x10; x
2
0; : : : ; x

n
0) � òî÷êà ýêñòðåìóìà äëÿ ôóíêöèè f(x1; x2; x3; : : : ; xn), òî

x10 � òî÷êà ýêñòðåìóìà äëÿ ôóíêöèè f(x1; x20; x
3
0; : : : ; x

n
0) îäíîé ïåðåìåííîé

x1 . Ïîýòîìó åñëè â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ @f
@x1 , òî ïî òåîðåìå

îá ýêñòðåìóìå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé îíà ðàâíà íóëþ, òî åñòü

@f(x0)

@x1
=
df(x1; x20; : : : ; x

n
0)

dx1

����
x1=x10

= 0:

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé xj , j = 2; 3; : : : ; n. Åñëè ôóíê-

öèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ýêñòðåìóìà x0 , òî â ýòîé òî÷êå ñóùå-

ñòâóþò âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå @f
@xj , j = 1; 2; 3; : : : ; n è âñå îíè ðàâíû

íóëþ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

df(x0) =
nX
j=1

@f(x0)

@xj
dxj = 0: 2

Ïðèìåð 7. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ

z = x2 + y2:

Ðåøåíèå. Íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì äèôôåðåíöèàë

ïåðâîãî ïîðÿäêà è îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ îí ðàâåí íóëþ: dz =

2xdx+2ydy ) x0(0; 0) � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà. Ïðè ïîäñòàíîâêå êîîðäèíàò

òî÷êè â ôóíêöèþ ïîëó÷àåì, ÷òî îíà ðàâíà íóëþ z(x0) = z(0; 0) = 0. Âî

âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ 8(x; y) 6= (0; 0) ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà z(x; y) > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåííàÿ òî÷êà � ñòðîãèé ìèíèìóì äëÿ ôóíêöèè z(x; y).

Ïðèìåð 8. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ

z = x2 � y2:

Ðåøåíèå. Íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì äèôôåðåí-

öèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà è îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ îí ðàâåí íóëþ:

dz = 2xdx�2ydy ) x0(0; 0) � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà. Ïðè ïîäñòàíîâêå êîîð-

äèíàò òî÷êè â ôóíêöèþ ïîëó÷àåì, ÷òî îíà ðàâíà íóëþ z(x0) = z(0; 0) = 0,

íî z(x; y) > 0, 8(x; 0) 6= (0; 0) è z(x; y) < 0, 8(0; y) 6= (0; 0) ) x0(0; 0) �

íå òî÷êà ýêñòðåìóìà, à ñëåäîâàòåëüíî, ó ôóíêöèè z(x; y) íåò òî÷åê ýêñòðå-

ìóìà.
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6.8. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòðîãîãî ýêñòðåìóìà

Îïðåäåëåíèå 17. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x) = A(x1; : : : ; xn) =
nX

i;j=1

aijxixj; aij = aji; i; j = 1; 2; : : : ; n

íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé, åñëè

A(x) > 0 (A(x) < 0) 8x 2 Rn , x 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 18. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ïðèíèìàþùàÿ êàê ïîëîæèòåëü-

íûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííîé.

Îïðåäåëåíèå 19. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 2
R
n . Åñëè df(x0) = 0, òî x0 íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè

f(x).

Òåîðåìà 8. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòðîãîãî ýêñòðåìóìà. Ïóñòü

ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïî-

ðÿäêà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(x0). Ïóñòü x0 ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé

òî÷êîé ôóíêöèè f(x), òîãäà åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(dx1; dx2; : : : ; dxn) =
nX

i;j=1

@2f(x0)

@xi@xj
dxidxj;

òî åñòü âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè â òî÷êå x0 , ïîëîæèòåëüíî (îò-

ðèöàòåëüíî) îïðåäåëåíà, òî x0 � ñòðîãèé ìèíèìóì (ñòðîãèé ìàêñèìóì).

Åñëè íåîïðåäåëåíà, òî â òî÷êå x0 íåò ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà 9. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà. 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà

A(x) = A(x1; : : : ; xn) =
nX

i;j=1

aijxixj;

ó êîòîðîé aij = aji; i; j = 1; 2; : : : ; n, áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

a11 > 0;

����� a11 a12
a21 a22

����� > 0;

�������
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

������� > 0; : : : ;

�������
a11 : : : a1n
: : : : : : : : :

an1 : : : ann

������� > 0:
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2. Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà áûëà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-

íîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

a11 < 0;

����� a11 a12
a21 a22

����� > 0;

�������
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

������� < 0; : : : ; (�1)n
�������
a11 : : : a1n
: : : : : : : : :

an1 : : : ann

������� > 0:

Òåîðåìà 10. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-
íûõ. Ïóñòü P0(x0; y0) � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(x; y), òî åñòü
@f(P0)
@x = 0 è @f(P0)

@y = 0. Îáîçíà÷èì

A =
@2f(P0)

@x2
; B =

@2f(P0)

@x@y
; C =

@2f(P0)

@y2
:

Åñëè B2�AC < 0, A < 0, C < 0, òî P0 � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè,

åñëè B2 � AC < 0, A > 0, C > 0, òî P0 � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè,

åñëè B2 � AC > 0, òî P0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà ôóíêöèè,

åñëè B2 � AC = 0, òî íè÷åãî î íàëè÷èè ýêñòðåìóìà â äàííîé òî÷êå

ñêàçàòü íåëüçÿ, òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè f 00xx 6= 0 â òî÷êå P0(x0; y0), òî

A(dx; dy) = f 00xxdx
2 + 2f 00xydxdy + f 00yydy

2 =

=
1

f 00xx

�
f 002xxdx

2 + 2f 00xxf
00
xydxdy + f 00xxf

00
yydy

2
�
=

=
1

f 00xx

�
f 002xxdx

2 + 2f 00xxf
00
xydxdy + f 002xydy

2 � f 002xydy
2 + f 00xxf

00
yydy

2
�
=

=
1

f 00xx

��
f 00xxdx+ f 00xydy

�2
+
�
f 00xxf

00
yy � f 002xy

�
dy2
�

(?)

1.1. Òîãäà, åñëè B2�AC = f 002xy � f 00xxf 00yy < 0, òî åñòü
�
f 00xxf

00
yy � f 002xy

�
> 0, òî

â (?) âûðàæåíèå â ñêîáêàõ áóäåò ïîëîæèòåëüíûì è êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, åñëè f 00xx > 0 è îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà,

åñëè f 00xx < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà è òåîðåìå î äîñòàòî÷íûõ óñëî-

âèÿõ ñòðîãîãî ýêñòðåìóìà ïðè f 00xx > 0 � ñòðîãèé ìèíèìóì, ïðè f 00xx < 0 �

ñòðîãèé ìàêñèìóì.

1.2. Òîãäà, åñëè B2 � AC = f 002xy � f 00xxf
00
yy > 0, òî åñòü

�
f 00xxf

00
yy � f 002xy

�
< 0,

òî ïðè dy = 0, dx 6= 0 çíàê êâàäðàòè÷íîé ôîðìû çàâèñèò îò çíàêà f 00xx ,
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à ïðè dx = f 00xy , dy = �f 00xx çíàê êâàäðàòè÷íîé ôîðìû áóäåò ïðîòèâîïîëî-

æåí çíàêó f 00xx ) A(dx; dy) � íåîïðåäåëåíà ) ýêñòðåìóìà íåò.

2. Åñëè f 00xx = 0, f 00yy 6= 0 è f 00xxf
00
yy � f 002xy 6= 0 � èññëåäîâàíèå ïðîâîäÿò àíà-

ëîãè÷íûì îáðàçîì.

3. Åñëè f 00xx = f 00yy = 0, íî f 00xxf
00
yy � f 002xy 6= 0 ) f 00xy 6= 0 ) B2 � AC > 0 è

A(dx; dy) = 2f 00xydxdy � íåîïðåäåëåíà, à çíà÷èò, ýêñòðåìóìà íåò.

4. Åñëè f 00xx = f 00yy = f 00xy = 0 ) B2 � AC = 0 � äîïóñêàåòñÿ êàê ñóùåñòâî-

âàíèå, òàê è îòñóòñòâèå ýêñòðåìóìà. Íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå èññëåäî-

âàíèå.

Ïðèìåð 9. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ

z(x; y) = 2x3 + xy2 + 5x2 + y2:

Ðåøåíèå. 1. Íàéäåì äèôôåðåíöèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà è ñîñòàâèì ñèñòåìó

óðàâíåíèé, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñòàöèîíàðíûå òî÷êè:

dz(x; y) = (6x2 + y2 + 10x)dx+ (2xy + 2y)dy;(
6x2 + y2 + 10x = 0

2xy + 2y = 0
)

(
6x2 + y2 + 10x = 0

2y(x+ 1) = 0
)266664

(
6x2 + 10x = 0

y = 0(
y2 � 4 = 0

x = �1

)M1(0; 0); M2(�5=3; 0); M3(�1; 2); M4(�1;�2):

2. Äàëåå äëÿ êàæäîé òî÷êè áóäåì îïðåäåëÿòü çíàê âûðàæåíèÿ B2�AC , à
äëÿ ýòîãî íàì íåîáõîäèìî íàéòè A, B , C .

A = z00xx = 12x+ 10; B = z00xy = 2y; C = z00yy = 2x+ 2;

B2 � AC = (2y)2 � (12x+ 10)(2x+ 2) = 4y2 � 24x2 � 20x� 24x� 20 =

= 4y2 � 24x2 � 44x� 20:

2.1. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ òî÷êó M1(0; 0):

(B2 � AC)(M1) = �20 < 0; A(M1) = 10 > 0; C(M1) = 2 > 0;

ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå M1(0; 0) � ñòðîãèé ìèíèìóì.

2.2. Ðàññìîòðèì âòîðóþ òî÷êó M2(�5=3; 0):

(B2 � AC)(M2) = �40 < 0; A(M2) = �10 < 0; C(M2) = �4

3
< 0;
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ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå M2(�5=3; 0) � ñòðîãèé ìàêñèìóì.

2.3. Ðàññìîòðèì òðåòüþ òî÷êó M3(�1; 2):

(B2 � AC)(M3) = 16 > 0:

Ýêñòðåìóìà íåò.

2.4. Ðàññìîòðèì ÷åòâåðòóþ òî÷êó M4(�1;�2):

(B2 � AC)(M4) = 16 > 0:

Ýêñòðåìóìà íåò.

6.9. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì

Ïóñòü íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå 
 � Rn çàäàíû ôóíêöèè

yj = 'j(x); j = 1; 2; : : : ;m;

ãäå x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî òî÷åê x 2 
, â

êîòîðûõ âñå ôóíêöèè 'j(x), j = 1; 2; : : : ;m îáðàùàþòñÿ â íóëü:

E = fx : 'j(x) = 0; j = 1; 2; : : : ;m; x 2 
g:

Îïðåäåëåíèå 20. Óðàâíåíèÿ 'j(x) = 0, j = 1; 2; : : : ;m íàçûâàþòñÿ

óðàâíåíèÿìè ñâÿçè.

Îïðåäåëåíèå 21. Ïóñòü íà 
 çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x). Òî÷êà x0 2 E

íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x) îòíîñèòåëü-

íî óðàâíåíèé ñâÿçè, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé îáû÷íîãî ýêñòðåìóìà ýòîé

ôóíêöèè, ðàññìàòðèâàåìîé òîëüêî íà ìíîæåñòâå E .

Ìåòîä Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè n-ïåðåìåííûõ
Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ z = f(x1; x2; : : : ; xn) è m óðàâíåíèé ñâÿçè (n � m)

'1(x
1; x2; : : : ; xn) = 0; '2(x) = 0; : : : ; 'm(x) = 0:

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x1; x2; : : : ; xn; �1; : : : ; �m) = f(x) + �1'1(x) + : : :+ �m'm(x); (6.9.1)

ãäå �j , j = 1; 2; : : : ;m � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
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Òåîðåìà 11. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà. Ïóñòü L(x; �), x = (x1; x2; : : : ; xn), � = (�1; �2; : : : ; �m) îïðåäåëåíà â

íåêîòîðîé O(x0); åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Ëàãðàí-

æà è åñëè â íåé ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå @L
@xi , i = 1; : : : ; n, @L

@�j
,

j = 1; : : : ;m, òî îíè ðàâíû íóëþ:8>>>><>>>>:
@L

@xi
= 0; i = 1; : : : ; n;

@L

@�j
= 0; j = 1; : : : ;m:

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ìíîæèòåëþ

Ëàãðàíæà äàåò óðàâíåíèå ñâÿçè, óñëîâèÿ òåîðåìû ïðèíèìàþò âèä8>><>>:
@L

@xi
= 0; i = 1; : : : ; n;

'j(x) = 0; j = 1; : : : ;m:

Òåîðåìà 12. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Ñîñòà-
âèì ãåññèàí ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

H =

�����������������

@2L

@x21

@2L

@x1@x2
: : :

@2L

@x1@xn

@2L

@x2@x1

@2L

@x22
: : :

@2L

@x2@xn
: : : : : : : : : : : :
@2L

@xn@x1

@2L

@xn@x2
: : :

@2L

@x2n

�����������������
:

Â êàæäîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå íàõîäèì çíà÷åíèå ãåññèàíà Ëàãðàíæà:

1. Åñëè çíàêè óãëîâûõ ìèíîðîâ H2m+1 , H2m+2 , : : :, H2m+n ñîâïàäàþò ñî

çíàêîì (�1)m , òî÷êà óñëîâíîãî ìèíèìóìà.
2. Åñëè çíàêè óãëîâûõ ìèíîðîâ H2m+1 , H2m+2 , : : :, H2m+n ÷åðåäóþòñÿ,

ïðè÷åì çíàê H2m+1 ñîâïàäàåò ñî çíàêîì (�1)m+1 , òî÷êà óñëîâíîãî ìàê-

ñèìóìà.

Ìåòîä Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ
Ïóñòü íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå 
 � R2 çàäàíà ôóíêöèÿ

y = '(x);
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ãäå x = (x1; x2) 2 
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî òî÷åê x 2 
, â êîòîðûõ

ôóíêöèÿ '(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü:

E = fx : '(x) = 0; x 2 
g:

Îïðåäåëåíèå 22. Óðàâíåíèå '(x) = 0 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñâÿçè.

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ z = f(x1; x2) è óðàâíåíèå ñâÿçè '(x1; x2) = 0.

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x1; x2; �) = f(x) + �'(x);

ãäå � � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 13. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà â R2 . Ïóñòü L(x; �), x = (x1; x2) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé O(x0); åñëè

îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà è åñëè â íåé ñóùå-

ñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå @L
@xi , i = 1; 2, @L

@� , òî îíè ðàâíû íóëþ:8>><>>:
@L

@xi
= 0; i = 1; 2;

'(x) = 0:

Òåîðåìà 14. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà â R2 .
Ïî çíàêó äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà

d2L = L00xxdx
2 + 2L00xydxdy + L00yydy

2

â êàæäîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå îïðåäåëÿåì íàëè÷èå ýêñòðåìóìà:

1) åñëè d2L > 0 � òî÷êà óñëîâíîãî ìèíèìóìà;

2) åñëè d2L < 0 � òî÷êà óñëîâíîãî ìàêñèìóìà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíàêà äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà èñïîëüçóþò

óðàâíåíèå ñâÿçè. Íàõîäèì äèôôåðåíöèàë óðàâíåíèÿ ñâÿçè è ïîëó÷àåì çà-

âèñèìîñòü ìåæäó dx è dy :

'0xdx+ '0ydy = 0)

dy = �'
0
x

'0y
dx:
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1-é ñïîñîá. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîäñòàâëÿåì â äèôôåðåíöèàë âòîðîãî

ïîðÿäêà ôóíêöèè Ëàãðàíæà äëÿ êàæäîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè:

d2L = � dx2

('0y)
2

��('0y)2L00xx + 2'0x'
0
yL

00
xy � ('0x)

2L00yy
�
:

2-é ñïîñîá. Íàõîäèì ãåññèàí â êàæäîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå:

H =

�������
0 '0x '0y
'0x L00xx L00xy
'0y L00xy L00yy

������� :
Åñëè H > 0 � òî÷êà óñëîâíîãî ìàêñèìóìà, åñëè H < 0 � òî÷êà óñëîâíîãî

ìèíèìóìà.

Ïðèìåðû èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè äâóõ è òðåõ ïåðåìåííûõ
Ïðèìåð 10.
Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ z = x+ 3y íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì îòíîñèòåëüíî

óñëîâèÿ ñâÿçè x2 + y2 = 10.

Ðåøåíèå. 1þ Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x; y; �) = x+ 3y + �(x2 + y2 � 10):

2. Ñîñòàâëÿåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, äëÿ ýòîãî íàõîäèì ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì x è y è äîïîëíÿåì ñèñòåìó óñëîâèåì ñâÿ-

çè: 8><>:
1 + 2�x = 0;

3 + 2�y = 0;

x2 + y2 � 10 = 0:

Ðåøàåì ñèñòåìó 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

x = � 1

2�

y = � 3

2�

1

4�2
+

9

4�2
= 10

)

8>>>>>><>>>>>>:

x = �1

y = �3

� = �1

2
:

Ïîëó÷èëè äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè: ïðè �1 = 1
2
òî÷êà M1(�1;�3), ïðè

�2 = �1
2
òî÷êà M2(1; 3).
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3. Ïðîâåðÿåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â êàæäîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå. Äëÿ ýòîãî

íàéäåì äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

d2L = 2�dx2 + 2�dy2 = 2�(dx2 + dy2):

1-é ñïîñîá. Îïðåäåëÿåì çíàê d2L â êàæäîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå:

d2L(M1) = 2 � 1
2
(dx2 + dy2) > 0)

M1 � òî÷êà óñëîâíîãî ìèíèìóìà.

d2L(M2) = 2 � (�1

2
)(dx2 + dy2) < 0)

M2 � òî÷êà óñëîâíîãî ìàêñèìóìà.

2-é ñïîñîá. Íàõîäèì îïðåäåëèòåëü â êàæäîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå:

H =

�������
0 '0x '0y
'0x L00xx L00xy
'0y L00xy L00yy

������� =
�������
0 2x 2y

2x 2� 0

2y 0 2�

������� :
Äëÿ òî÷êè M1

H =

�������
0 �2 �6
�2 1 0

�6 0 1

������� = �40 < 0)

M1 � òî÷êà óñëîâíîãî ìèíèìóìà.

Äëÿ òî÷êè M2

H =

�������
0 2 6

2 �1 0

6 0 �1

������� = 40 > 0)

M2 � òî÷êà óñëîâíîãî ìàêñèìóìà.

Ïðèìåð 11.
Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ u = xyz íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ïðè óðàâíåíèÿõ

ñâÿçè x+ y � z = 3, x� y � z = 8.

Ðåøåíèå. 1. Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x; y; z; �1; �2) = xyz + �1(x+ y � z � 3) + �2(x� y � z � 8):
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2. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà:8>>>>><>>>>>:

yz + �1 + �2 = 0

xz + �1 � �2 = 0

xy � �1 � �2 = 0

x+ y � z = 3

x� y � z = 8;

)M1

�
11

4
;�5

2
;
11

4

�
:

3. Íàõîäèì äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà:

d2L = 2zdxdy + 2ydxdz + 2xdydz:

Èç óðàâíåíèé ñâÿçè ïîëó÷èì çàâèñèìîñòè(
dx+ dy � dz = 0

dx� dy � dz = 0
)
(
dx = dz

dy = 0:

Îïðåäåëÿåì çíàê äèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå

d2L(M1) = 2 �
�
�5

2

�
dz2 = �5dz2 < 0)

M1 � òî÷êà óñëîâíîãî ìàêñèìóìà.

Ïðèìåð 12.
Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ z = 3y3 + 4x2 � xy íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì îòíî-

ñèòåëüíî óñëîâèÿ ñâÿçè x+ y = 0.

Ðåøåíèå. 1. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x; y; �) = 3y3 + 4x2 � xy + �(x+ y):

2. Ñîñòàâëÿåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Äëÿ ýòîãî íàõîäèì ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì x è y è äîïîëíÿåì ñèñòåìó óñëîâèåì ñâÿ-

çè: 8><>:
8x� y + � = 0;

9y2 � x+ � = 0;

x+ y = 0:

Ðåøàåì ñèñòåìó8>>>>><>>>>>:

8x+ x+ � = 0

9x2 � x+ � = 0

y = �x

)

8>>>>><>>>>>:

� = �9x

9x2 � x� 9x = 0

y = �x

)

8>>>>><>>>>>:

� = �10

x = 10
9

y = �10
9

è

8>>>>><>>>>>:

� = 0

x = 0

y = 0
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Ïîëó÷èëè äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè: ïðè �1 = �10 òî÷êà M1

�
10
9
;�10

9

�
; ïðè

�2 = 0 òî÷êà M2(0; 0).

3. Ïðîâåðÿåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â êàæäîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå. Äëÿ ýòîãî

íàéäåì äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

d2L = 8dx2 + 2(�1)dxdy + 18ydy2:

1-é ñïîñîá. Îïðåäåëÿåì çíàê d2L â êàæäîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå. Äëÿ ýòîãî

èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè íàéäåì çàâèñèìîñòü ïðèðàùåíèé ïî êàæäîé èç ïåðåìåí-

íûõ:

dx+ dy = 0) dy = �dx) d2L = (10 + 18y)dx2:

d2L

�
M1

�
10

9
;�10

9

��
= �10dx2 < 0)

M1 � òî÷êà óñëîâíîãî ìàêñèìóìà.

d2L(M2(0; 0)) = 10dx2 > 0)

M2 � òî÷êà óñëîâíîãî ìèíèìóìà.

2-é ñïîñîá. Íàõîäèì îïðåäåëèòåëü â êàæäîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå:

H =

�������
0 '0x '0y
'0x L00xx L00xy
'0y L00xy L00yy

������� =
�������
0 1 1

1 8 �1
1 �1 18y

������� :
Äëÿ òî÷êè M1

H =

�������
0 1 1

1 8 �1
1 �1 �20

������� = 10 > 0)

M1 � òî÷êà óñëîâíîãî ìàêñèìóìà.

Äëÿ òî÷êè M2

H =

�������
0 1 1

1 8 �1
1 �1 0

������� = �10 < 0)

M2 � òî÷êà óñëîâíîãî ìèíèìóìà.
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Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîïðîâåðêè

Óïðàæíåíèå 1. Íàéòè äèôôåðåíöèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè

z(x; y):

1. z(x; y) = 2x4 � 3x2y + x3y .

2. z(x; y) = y3 + 2x2y + 3.

3. z(x; y) = 1 + x2y3 .

4. z(x; y) = 3xy3 + 7x� 3.

Óïðàæíåíèå 2. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå z0x; z
0
y íåÿâíî çàäàííîé

ôóíêöèè z(x; y):

1. xz5 + y3z � x3 = 0.

2. x2 + zx+ z2 + y = 0.

3. xyz � x2 + y2 + z2 = 0.

4. xyz � x2 + y2 + z2 = 0.

Óïðàæíåíèå 3. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé

ôóíêöèè, íàéòè dz
dt :

1. z(x; y) = ex+y; ãäåx = sin 2t; y = t3 .

2. z(x; y) = arcsin(x+ y); ãäåx = 3t2; y = 1
t .

3. z(x; y) = sin(x+ y); ãäåx = ln t; y = t3 .

4. z(x; y) = ln(x+ y); ãäåx = t5; y = cos 2t.

Óïðàæíåíèå 4. Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè:

1. z(x; y) = x2 + xy + y2 � 12x� 3y .

2. z(x; y) = 3 + 2x� y � x2 + xy � y2 .

3. z(x; y) = 3x+ 6y � x2 � xy + y2 .

4. z(x; y) = x2 + xy + y2 � 3x� 3y � 2.

5. u(x; y; z) = x2 + 2x+ y2 + 4y + z2 � 6z .
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6. u(x; y; z) = x2 + 12xy + y2 + z2 + 2z .

7. u(x; y; z) = xy2z3(1� x� 2y � 3z); x > 0; y > 0; z > 0.

8. z(x; y) = e2x+3y(8x2 � 6xy + 3y2).

Óïðàæíåíèå 5. Íàéòè óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè:

1. z(x; y) = xy; åñëèx+ y = 1.

2. z(x; y) = y2 + x2; åñëè 2x+ 3y = 6.

3. u(x; y; z) = x� 2y + 2z; åñëèx2 + y2 + z2 = 1.

4. u(x; y; z) = xyz; åñëèx+ y + z = 1; x2 + y2 + z2 = 1.

56



7. Êðàòíûå èíòåãðàëû

7.1. Ìåðà Æîðäàíà

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ,
åñëè A\B = ?. Ìíîæåñòâà A1 , A2 , . . . , An íàçûâàþòñÿ ïîïàðíî íåïå-
ðåñåêàþùèìèñÿ, åñëè äëÿ 8i; j 2 f1; 2; : : : ; ng, i 6= j , Ai \ Aj = ?. Ñè-

ñòåìà ìíîæåñòâ fA1; A2; : : : ; Ang íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà

A, åñëè A =
nS
i=1

Ai; è A1; A2; : : : ; An ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îáîçíà÷àòü

îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ áóäåì ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì A =
nF
i=1

Ai .

Îïðåäåëåíèå 2. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A1 , A2 , : : :,

An íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A1 � A2 � : : :� An = f(x1; x2; : : : ; xn) : xi 2 Ai; i = 1; 2; : : : ; ng:
Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîìåæóòêàìè â R áóäåì íàçûâàòü îòðåçêè, ïîëó-

èíòåðâàëû, èíòåðâàëû.

Îïðåäåëåíèå 4. Êëåòêàìè â R íàçûâàþòñÿ ïðîìåæóòêè, òî÷êè, ïó-

ñòîå ìíîæåñòâî. Åñëè êëåòêà I � ïðîìåæóòîê, òî åå ìåðîé m(I) íà-

çûâàåòñÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ äëèíå ïðîìåæóòêà I . Åñëè êëåòêà I � òî÷êà

èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî, òî åå ìåðà m(I) = 0.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü I1; I2; : : : ; In êëåòêè â R. Ìíîæåñòâî � = I1 �
I2�: : :�In íàçûâàåòñÿ êëåòêîé â Rn .Ìåðîé êëåòêè � = I1�I2�: : :�In
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

m(�) =
nY
k=1

m(Ik):

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîæåñòâî A � R
n íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì ìíîæå-

ñòâîì, åñëè ñóùåñòâóþò êëåòêè �i , i = 1; 2; : : : ; p, òàêèå, ÷òî A =
pF
i=1

�i . Ìåðà êëåòî÷íîãî ìíîæåñòâà m(A) =
pP
i=1

m(�i).

Ëåììà 1. Ìåðà êëåòî÷íîãî ìíîæåñòâà íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ

ìíîæåñòâà íà êëåòêè.

Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîæåñòâî 
 � R
n íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî

Æîðäàíó, åñëè äëÿ 8" > 0 íàéäóòñÿ òàêèå êëåòî÷íûå ìíîæåñòâà A

è B , òàêèå, ÷òî A � 
 � B è m(B)�m(A) < ".
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Îïðåäåëåíèå 8. Åñëè 
 � èçìåðèìî ïî Æîðäàíó, òî ìåðà Æîðäàíà
m(
) � ÷èñëî, äëÿ ëþáûõ êëåòî÷íûõ ìíîæåñòâ A è B , òàêèõ, ÷òî A �

 � B , óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó m(A) � m(
) � m(B).

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïî Æîðäàíó ìíîæåñòâà 
 ìåðà m(
)

ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì:

m(
) = sup
A�


m(A) = inf
B�


m(B);

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ è òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíè áåðóòñÿ ïî êëåòî÷íûì ìíî-

æåñòâàì A è B ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî 
 � R
n èçìåðèìî ïî Æîðäàíó òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà 
 � îãðàíè÷åíî è m(@
) = 0.

7.2. Îïðåäåëåíèå êðàòíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü ìíîæåñòâà 
, 
1 , 
2 , . . . , 
N � èçìåðèìûå

ïî Æîðäàíó â Rn , 
 =
NF
i=1


i: Òîãäà ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ r = f
i :

i = 1; 2; : : : ; Ng íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà 
. Äèàìåòðîì
ìíîæåñòâà 
i íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà d(
i) = sup

x;y2
i

kx�ykn; à äèàìåòðîì
ðàçáèåíèÿ r � âåëè÷èíà �r = max

i=1;2;:::;N
d(
i):

Îòíîøåíèå r � r0 ðàçáèåíèé r è r0 , ãäå r0 = f
0i : i = 1; 2; : : : ; N 0g;
îçíà÷àåò, ÷òî 8i 9k 
0i � 
k .

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : 
 ! R, 
 � R
n , r �

ðàçáèåíèå 
. Âûáåðåì òî÷êè �i 2 
i , 8i = 1; 2; : : : ; N . Òîãäà âûðàæåíèå

Sr = Sr(f; �) =
NX
i=1

f(�i)m(
i)

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà f : 
 ! R íà ìíîæåñòâå


, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ r è íàáîðó òî÷åê � = (�1; �2; : : : ; �N).

Îïðåäåëåíèå 11. Åñëè ôóíêöèÿ f : 
 ! R îãðàíè÷åíà íà 
, òî äëÿ

ëþáîãî ðàçáèåíèÿ r îïðåäåëåíû ÷èñëà mi = inf
x2
i

f(x); Mi = sup
x2
i

f(x):

Âûðàæåíèÿ

Sr =
NX
i=1

Mim(
i); Sr =
NX
i=1

mim(
i)

íàçûâàþòñÿ âåðõíåé è íèæíåé ñóììîé Äàðáó.
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Îïðåäåëåíèå 12. Êîíå÷íûé ïðåäåë I = lim
�r!0

Sr(f; �), åñëè îí ñóùåñòâóåò

è íå çàâèñèò îò âûáîðà ðàçáèåíèé r è òî÷åê �i , íàçûâàåòñÿ êðàòíûì
èíòåãðàëîì Ðèìàíà îò ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó 
 è îáîçíà÷àåòñÿ

I =

Z



f(x)dx =

nøòóêz }| {Z



Z



: : :

Z



f(x1; x2; : : : ; xn)dx1dx2 : : : dxn: (7.2.1)

Äðóãèìè ñëîâàìè, êðàòíûé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò, åñëè

(8" > 0)(9� > 0)(8r)(8�)(�r < � ) jI � Sr(f; �)j < "):

Ïðè n = 2 êðàòíûé èíòåãðàë
RR



f(x; y)dxdy íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðà-

ëîì, ïðè n = 3 èíòåãðàë âèäà
RRR



f(x; y; z)dxdydz íàçûâàåòñÿ òðîéíûì

èíòåãðàëîì.

Ñâîéñòâà êðàòíîãî èíòåãðàëà

1. Åñëè 
 � èçìåðèìîå ïî Æîðäàíó ìíîæåñòâî, òî
R



1dx = m(
).

2. Åñëè f èíòåãðèðóåìà íà èçìåðèìîì ïîÆîðäàíó ìíîæåñòâå 
, f(x) �
0 äëÿ âñåõ x 2 
, òî

R



f(x)dx � 0:

3. Àääèòèâíîñòü. Ïóñòü 
 = 
0[
00 , 
0\
00 = ;. Òîãäà f(x) èíòåãðèðó-
åìà íà 
 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) èíòåãðèðóåìà íà 
0 è 
00 ,

ïðè ýòîì Z



f(x)dx =

Z

0

f(x)dx+

Z

00

f(x)dx:

4. Ëèíåéíîñòü. Ïóñòü f1(x) è f2(x) èíòåãðèðóåìû íà èçìåðèìîì ìíîæå-

ñòâå 
 ôóíêöèè, òîãäà äëÿ ëþáûõ �1; �2 2 R ôóíêöèÿ �1f1(x)+�2f2(x)

èíòåãðèðóåìà íà 
 èZ



(�1f1(x) + �2f2(x))dx = �1

Z



f1(x)dx+ �2

Z



f2(x)dx:

5. Åñëè f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå 
 è äëÿ

8x 2 
 âûïîëíÿåòñÿ f(x) � g(x), òîãäàZ



f(x)dx �
Z



g(x)dx:
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6. Åñëè m(
) = 0, òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f : 
 ! R èíòåãðèðóåìà íà 
,

ïðè ýòîì Z



f(x)dx = 0:

7. Åñëè f íåïðåðûâíà íà èçìåðèìîì ñâÿçíîì êîìïàêòå 
, òî íàéäåòñÿ

� 2 
, òàêîå, ÷òî Z



f(x)dx = f(�)m(
):

8. Åñëè f èíòåãðèðóåìà íà èçìåðèìîì ïî Æîðäàíó ìíîæåñòâå 
, òî

jf(x)j èíòåãðèðóåìà íà 
 è������
Z



f(x)dx

������ �
Z



jf(x)jdx:

7.3. Ñâåäåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ïî ïðÿìîóãîëüíèêó

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x; y), çàäàííóþ íà ïðÿìî-

óãîëüíèêå P = I1� I2 = [a1; b1]� [a2; b2]. Ïóñòü f(x; y) � 0, 8(x; y) 2 P . Ïî
àíàëîãèè ñ èíòåãðàëîì â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâåííóþ

ôèãóðó H, çàêëþ÷åííóþ ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ f(x; y) è ïëîêîñòüþ z = 0

ïðè (x; y) 2 P . Òàêèì îáðàçîì, ôèãóðà ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê (x; y; z), äëÿ

êîòîðûõ

H = f(x; y; z) : x 2 I1; y 2 I2; 0 � z � f(x; y)g :
Îïðåäåëåíèå 13. Ôèãóðó H áóäåì íàçûâàòü öèëèíäðè÷åñêîé êðèâî-
ëèíåéíîé ôèãóðîé, ïîðîæäåííîé ïîâåðõíîñòüþ f(x; y).

Ðàçîáüåì ïðÿìîóãîëüíèê P íà ìåíüøèå ïðÿìîóãîëüíèêè ñ ïîìîùüþ

ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îñÿì Ox è Oy è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè ðàçáè-

åíèÿ rx íà îñè Ox:

a1 = x0 < x1 < x2 < : : : < xm = b1;

è òî÷êè ðàçáèåíèÿ ry íà îñè Oy :

a2 = y0 < y1 < y2 < : : : < yn = b2:
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Îïðåäåëåíèå 14. Ïðÿìîóãîëüíèê Pk;l � P , òî÷êè êîòîðîãî óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì

x 2 �xk = [xk�1; xk]; y 2 �yl = [yl�1; yl];

ãäå �xk åñòü k-é îòðåçîê ðàçáèåíèÿ rx , à �yl åñòü l-é îòðåçîê ðàçáèåíèÿ

ry , áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòîì ðàçáèåíèÿ r ïðÿìîóãîëüíèêà P ñ èí-

äåêñîì (k; l), à ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ Pk;l , k = 1; : : : ;m, l = 1; : : : ; n

� ðàçáèåíèåì r ïðÿìîóãîëüíèêà P .

Â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå Pk;l âîçüìåì òî÷êó Ak;l ñ êîîðäèíàòàìè

(�k;l; �k;l).

Îïðåäåëåíèå 15. Ìíîæåñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ Pk;l è òî÷åê Ak;l áóäåì

íàçûâàòü ðàçìå÷åííûì ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà P , êîòîðîå îáîçíà-

÷èì V .

Ìåðà ýëåìåíòà Pk;l � ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà:

m(Pk;l) = �xk ��yl = (xk � xk�1)(yl � yl�1):

Îïðåäåëåíèå 16. Ñóììà

S(V ) =
mX
k=1

nX
l=1

f(�k;l; �k;l)�xk�yl

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà ôóíêöèè f(x; y), ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ðàçáèåíèþ V .

Îïðåäåëåíèå 17. Äëèíó äèàãîíàëè
p

�x2k +�y2l ïðÿìîóãîëüíèêà Pk;l áó-

äåì íàçûâàòü äèàìåòðîì �k;l .

Îïðåäåëåíèå 18. Äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ P áóäåì íàçûâàòü

�V = maxf�k;lg:
Îïðåäåëåíèå 19. ×èñëî I íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì Ðèìà-
íà îò îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f(x; y) ïî ïðÿìîóãîëüíèêó P , åñëè 8" > 0

9�(") > 0: 8V ñ óñëîâèåì �V < � ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî jS(V )� Ij < ".

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f(x; y) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî

Ðèìàíó íà ïðÿìîóãîëüíèêå P .

Ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ïî ïðÿìîóãîëüíèêó P :ZZ
P

f(x; y)dxdy =

b1Z
a1

b2Z
a2

f(x; y)dxdy:
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7.4. Äâîéíîé èíòåãðàë ïî ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè E

Ïóñòü íà îòðåçêå [a; b] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè '(x) è  (x):

'(x) �  (x), 8x 2 [a; b].

E = f(x; y) : a � x � b; '(x) � y �  (x)g:
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x; y) îïðåäåëåíà íà E . Åñëè 8x 2 [a; b] ôóíêöèÿ f(x; y),

êàê ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé y èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå ['(x);  (x)], òî åñòü

8x 2 [a; b] ñóùåñòâóåò
 (x)Z
'(x)

f(x; y)dy;

è ôóíêöèÿ F (x) =
 (x)R
'(x)

f(x; y)dy èíòåãðèðóåìà íà [a; b], òî

ZZ
E

f(x; y)dxdy =

bZ
a

dx

 (x)Z
'(x)

f(x; y)dy

íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì èíòåãðàëîì ïî ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü â äðóãîì íàïðàâ-

ëåíèè. Ïóñòü íà îòðåçêå [c; d] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè '1(y) è  1(y):

'1(y) �  1(y), 8y 2 [c; d].

E = f(x; y) : c � y � d; '1(y) � x �  1(y)g:
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x; y) îïðåäåëåíà íà E . Åñëè 8y 2 [c; d] ôóíêöèÿ f(x; y),

êàê ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé x èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå ['1(y);  1(y)], òî

åñòü 8y 2 [c; d] ñóùåñòâóåò

 1(y)Z
'1(y)

f(x; y)dx;

è ôóíêöèÿ F (y) =
 1(y)R
'1(y)

f(x; y)dx èíòåãðèðóåìà íà [c; d], òî

ZZ
E

f(x; y)dxdy =

dZ
c

dy

 1(y)Z
'1(y)

f(x; y)dx
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íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì èíòåãðàëîì ïî ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè.

Ïðèìåð 1. Ðàññòàâèòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ

äëÿ èíòåãðàëà
RR
E

f(x; y)dxdy; åñëè îáëàñòü E : x = 1, y = x2 , y = 0.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì îáëàñòü, êîòîðàÿ íàì çàäàíà.

Ïîñìîòðèì â ïåðâîì íàïðàâëåíèè � ñíèçó ââåðõ. Òî åñòü îïðåäåëÿåì,

â êàêîì ïðîìåæóòêå ïî x íàõîäèòñÿ âñÿ îáëàñòü, è êàêàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåò-

ñÿ íèæíåé ãðàíèöåé, à êàêàÿ âåðõíåé (è íå ¾ñëîìàëèñü¿ ëè ãðàíèöû ãäå-

íèáóäü).

Ðèñ. 2. Îáëàñòü E

Äàëåå ðàññòàíîâêó ïðîèçâîäèì â ïîðÿäêå: ñíà÷àëà ïî x (ýòî îáÿçàòåëüíî

êîíñòàíòû!), ïîòîì ïî y (åñëè îáëàñòü íå ïðÿìîóãîëüíèê, òî ýòî âñåãäà

ôóíêöèè îò ïåðåìåííîé x).

ZZ
E

f(x; y)dxdy =

1Z
0

dx

x2Z
0

f(x; y)dy:

Åñëè íåîáõîäèìî ðàññòàâèòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â äðóãîì íàïðàâ-

ëåíèè, òî íà îáëàñòü ñìîòðèì ñëåâà íàïðàâî. Äëÿ íàñ ïåðåìåííàÿ ýòî y ,

îïðåäåëÿåì äëÿ íà÷àëà, â êàêîì ïðîìåæóòêå ïî y íàõîäèòñÿ âñÿ îáëàñòü,

äàëåå ñìîòðèì, êàêàÿ ãðàíèöà ëåâàÿ (íèæíÿÿ), à êàêàÿ ïðàâàÿ (âåðõíÿÿ).

Íå çàáûâàåì âûðàçèòü ôóíêöèè x = x(y). Â äàííîì ïðèìåðå ëåâàÿ ãðàíè-

öà ýòî y = x2 , ñîîòâåòñòâåííî íóæíî âûðàçèòü x ÷åðåç y : x = �py (íàì

íóæíàÿ ïðàâàÿ âåòî÷êà ïàðàáîëû, ñëåäîâàòåëüíî âûáèðàåì âûðàæåíèå ñî

çíàêîì +). Ïðàâàÿ ãðàíèöà � ïðÿìàÿ x = 1. Äàëåå ðàññòàíîâêó ïðîèç-

âîäèì â ïîðÿäêå: ñíà÷àëà ïî y (ýòî îáÿçàòåëüíî êîíñòàíòû!), ïîòîì ïî x
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Ðèñ. 3. Îáëàñòü E

(åñëè îáëàñòü íå ïðÿìîóãîëüíèê, òî ýòî âñåãäà ôóíêöèè îò ïåðåìåííîé y).

ZZ
E

f(x; y)dxdy =

1Z
0

dy

1Z
p
y

f(x; y)dx:

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

ZZ
E

f(x; y)dxdy =

1Z
0

dx

x2Z
0

f(x; y)dy =

1Z
0

dy

1Z
p
y

f(x; y)dx:

7.5. Òðîéíîé èíòåãðàë

Äëÿ ðàññòàíîâêè ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü îá-
ëàñòü G.

1. Åñëè âûáðàòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ < x; y; z >, òî äëÿ íà÷àëà ðàñ-

ñìàòðèâàþò ïðîåêöèþ îáëàñòè íà ïëîñêîñòü Oxy . Ðàññòàíîâêó ïðåäåëîâ ïî

ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü Oxy ïðîâîäÿò êàê â äâîéíîì èíòåãðàëå. Âîçìîæíû

âàðèàíòû < x; y > è < y; x >.

2. Äàëåå äëÿ ïåðåìåííîé z ðàññòàíîâêà ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèñ-

õîäèò âäîëü îñè Oz ñíèçó ââåðõ (âäîëü ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè).

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëZZZ
G

dxdydz

(1 + x+ y + z)3
; G = fx+ y + z = 1; x = 0; y = 0; z = 0g:

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì îáëàñòü G è åå ïðîåêöèþ íà ïëîñêîñòü Oxy .
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Ðèñ. 4. Îáëàñòü G

Âûïîëíèì ðàññòàíîâêó â ïîðÿäêå < x; y >: âñÿ ïðîåêöèÿ íàõîäèòñÿ â

ïðîìåæóòêå [0; 1] ïî ïåðåìåííîé x. Ïîýòîìó ãðàíèöû ïåðâîãî èíòåãðàëà

îò 0 äî 1. Äàëåå âäîëü îñè Oy , íèæíÿÿ ãðàíèöà � ïðÿìàÿ y = 0, âåðõíÿÿ

ãðàíèöà � ïðÿìàÿ y = 1� x.

Äàëåå âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîìó èçîáðàæåíèþ, è âäîëü îñè Oz íèæíÿÿ

ãðàíèöà � ïëîñêîñòü z = 0, à âåðõíÿÿ ãðàíèöà � ïëîñêîñòü x+ y + z = 1,

ò. å. z = 1 � x � y . Òåïåðü, ðàññòàâèâ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, âû÷èñëèì

èíòåãðàë

1Z
0

dx

1�xZ
0

dy

1�x�yZ
0

dz

(z + (1 + x+ y))3
=

1Z
0

dx

1�xZ
0

dy

1�x�yZ
0

d(z + (1 + x+ y))

(z + (1 + x+ y))3
=

1Z
0

dx

1�xZ
0

(z + (1 + x+ y))�2 � (�0:5)
����1�x�y
0

dy =

= �0:5
1Z

0

dx

1�xZ
0

�
1

4
� 1

(x+ y + 1)2

�
dy =

= �0:5
1Z

0

�
1

4
y +

1

x+ y + 1

� ����1�x
0

dx =
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= �0:5
1Z

0

�
1

4
� 1

4
x+

1

2
� 1

x+ 1

�
dx =

= �0:5
�
3

4
x� 1

8
x2 � ln jx+ 1j

� ����1
0

= � 5

16
+ ln

p
2:

7.6. Ïëîùàäü è îáúåì

Ìåðà ëþáîé îáëàñòè â R2 � åå ïëîùàäü. Ñîîòâåòñòâåííî äâîéíîé èí-

òåãðàë ïî ýòîé îáëàñòè ñ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé f(x; y) = 1 è åñòü

ïëîùàäü äàííîé îáëàñòè. Ïóñòü G � R2 , òîãäà

m(G) = SG =

ZZ
G

dxdy:

Ìåðà ëþáîé îáëàñòè â R3 � åå îáúåì. Ñîîòâåòñòâåííî òðîéíîé èíòåãðàë

ïî ýòîé îáëàñòè ñ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé f(x; y; z) = 1 è åñòü îáúåì

äàííîé îáëàñòè. Ïóñòü G � R3 , òîãäà

m(G) = VG =

ZZZ
G

dxdydz:

Ïðèìåð 3. Íàéòè ïëîùàäü îáëàñòè G = fy = 11� x2 y = �10xg.
Ðåøåíèå.×òîáû âûïîëíèòü ðàññòàíîâêó ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, íàì

íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, â êàêîì ïðîìåæóòêå ïî îñè Ox íàõîäèòñÿ âñÿ îá-

ëàñòü. Äëÿ ýòîãî íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êðèâûõ, êîòîðûå îáðàçóþò

îáëàñòü.

Äëÿ ýòîãî ðåøèì óðàâíåíèå 11� x2 = �10x:
x2 � 10x� 11 = 0;

D = 100� 4(�11) = 144;

x1 = �1; x2 = 11:

Âûïîëíèì ðàññòàíîâêó ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ñíà÷àëà ïî x: âñÿ îá-

ëàñòü íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå îò �1 äî 11 ïî îñè Ox. Ñìîòðèì íà îáëàñòü

ñíèçó ââåðõ: íèæíÿÿ ãðàíèöà y = �10x, âåðõíÿÿ ãðàíèöà � y = 11� x2 .

SG =

11Z
�1

dx

11�x2Z
�10x

dy =

11Z
�1

y

����11�x2
�10x

dx =
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=

11Z
�1

(11� x2 + 10x)dx =

�
11x� x3

3
+ 5x2

� ����11
�1

= 288 êâ. åä.

Ïðèìåð 4. Íàéòè îáúåì îáëàñòè G = fz = 0; z = 1 � x2; y = 0; y =

3� xg.
Ðåøåíèå. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåì ñàìîñòîÿòåëüíî ïîñòðîèòü äàííóþ îá-

ëàñòü è óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ïåðåñå÷åíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà è òðåõ

ïëîñêîñòåé. Âûïîëíèì ðàññòàíîâêó ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ñíà÷àëà ïî

x: âñÿ îáëàñòü íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå îò -1 äî 1 ïî îñè Ox. Ñìîòðèì íà

ïðîåêöèþ ñíèçó ââåðõ: íèæíÿÿ ãðàíèöà y = 0, âåðõíÿÿ ãðàíèöà y = 3� x.

Òåïåðü äâèãàåìñÿ âäîëü îñè Oz : íèæíÿÿ ãðàíèöà � ïëîñêîñòü z = 0,

âåðõíåé ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ öèëèíäð z = 1 � x2 . Èòàê, îáúåì ïîñòðîåííîé

îáëàñòè âû÷èñëÿåì ïðè ïîìîùè òðîéíîãî èíòåãðàëà

VG =

ZZZ
G

dxdydz =

1Z
�1

dx

3�xZ
0

dy

1�x2Z
0

dz =

1Z
�1

dx

3�xZ
0

z

����1�x2
0

dy =

=

1Z
�1

dx

3�xZ
0

1� x2dy =

1Z
�1

(1� x2)y

����3�x
0

dx =

=

1Z
�1

(3� x� 3x2 + x3)dx =

�
3x� x2

2
� x3 +

x4

4

� ����1
�1

= 4 êóá. åä.

7.7. Çàìåíà êîîðäèíàò â êðàòíîì èíòåãðàëå

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå

F =

(
x = x(u; v)

y = y(u; v)

îòêðûòîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà G � R
2
uv íà îòêðûòîå èçìåðèìîå

ìíîæåñòâî G� � R2
xy :

R
2
uv � G
 G� � R2

xy;

ïðè÷åì

1) F � âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò G íà G� ;
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2) F � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà G;

3)

J(u; v) =
@(x; y)

@(u; v)
=

����� x0u x0v
y0u y0v

����� 6= 0;

ïóñòü

4) f(x; y) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà G� ;

5) ïðîèçâåäåíèå f(F)(u; v)J(u; v) îãðàíè÷åíî íà G, ãäå f(F)(u; v) =

f(x(u; v); y(u; v)). ÒîãäàZZ
G�

f(x; y)dxdy =

ZZ
G

f(x(u; v); y(u; v))J(u; v)dudv: (7.7.1)

Ñëåäñòâèå 4.

m(G�) =

ZZ
G�

dxdy =

ZZ
G

J(u; v)dudv:

Çàìå÷àíèå 4 (Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ßêîáèàíà). ßêîáèàí ïðåîáðàçîâà-

íèÿ åñòü êîýôôèöèåíò äåôîðìàöèè ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäè ïðè ïðåîáðàçî-

âàíèè êîîðäèíàò.

Ïîëÿðíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò(
x = r cos';

y = r sin':
(7.7.2)

Ïîñ÷èòàåì ßêîáèàí äëÿ ïîëÿðíîé çàìåíû êîîðäèíàò:

J(r; ') =

����� cos' �r sin'
sin' r cos'

����� = r cos2 '+ r sin2 ' = r:

Ïîëó÷àåì ôîðìóëó ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì â äâîéíîì èíòåãðà-

ëå: ZZ
G�

f(x; y)dxdy =

ZZ
G

f(r cos'; r sin')rd'dr: (7.7.3)

Ïðèìåð 5. Ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì è âû÷èñëèòüZZ
G�

p
1 + x2 + y2dxdy; G� = fx2 + y2 � 4g:

Ðåøåíèå. Îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ êðóãîì ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è

ðàäèóñîì 2. Ïîýòîìó ïðè ïåðåõîäå ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ÷òîáû
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îáîéòè îáëàñòü, íàì ïîíàäîáèòñÿ óãîë 0 � ' � 2� , ïðè ýòîì ðàäèóñ íàõî-

äèòñÿ â ïðîìåæóòêå 0 � r � 2. Ïîäñòàâèì äàííûå â ôîðìóëó (7.7.3):

2�Z
0

d'

2Z
0

�p
1 + r2

�
rdr =

1

2

2�Z
0

d'

2Z
0

(1 + r2)
1
2d(r2 + 1) =

=
1

2

2�Z
0

2(1 + r2)
3
2

3

����2
0

d' =
1

3

2�Z
0

(5
3
2 � 1)d' =

1

3
(5

3
2 � 1)'

����2�
0

=
2�

3
(5
p
5� 1):

Öèëèíäðè÷åñêàÿ çàìåíà êîîðäèíàò8><>:
x = r cos';

y = r sin';

z = z:

(7.7.4)

Ïîñ÷èòàåì ßêîáèàí äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé çàìåíû êîîðäèíàò:

J(r; '; z) =

�������
cos' �r sin' 0

sin' r cos' 0

0 0 1

������� = r cos2 '+ r sin2 ' = r:

Ïîëó÷àåì ôîðìóëó ïåðåõîäà ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì â òðîéíîì

èíòåãðàëå:ZZZ
G�

f(x; y; z)dxdydz =

ZZZ
G

f(r cos'; r sin'; z))rd'drdz: (7.7.5)

Ïðèìåð 6. Ïåðåéòè ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàìZZZ
G�

f(x; y; z)dxdydz; G� = fx2 + y2 � 1; z = 0; z + x+ y = 2g:

Ðåøåíèå. Îáëàñòüþ ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, öåíòð

îêðóæíîñòè-ñå÷åíèÿ íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, ðàäèóñ ðàâåí åäèíèöå.

Öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü îãðàíè÷èâàåò ñíèçó ïëîñêîñòü z = 0, ñâåð-

õó � íàêëîííàÿ ïëîñêîñòü z = 2 � x � y . Ïî ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü Oxy

ðàññòàâëÿåì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ êàê äëÿ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäè-

íàò, à âäîëü îñè Oz ñíèçó ââåðõ, çàìåíÿÿ ïðè ýòîì ïåðåìåííûå x è y :ZZZ
G�

f(x; y; z)dxdydz =

2�Z
0

d'

1Z
0

dr

2�r cos'�r sin'Z
0

f(r cos'; r sin'; z)rdz:
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Ñôåðè÷åñêàÿ çàìåíà êîîðäèíàò8><>:
x = r cos' sin �;

y = r sin' sin �;

z = r cos �:

(7.7.6)

Ïîñ÷èòàåì ßêîáèàí äëÿ äàííîé çàìåíû êîîðäèíàò:

jJ(r; '; �)j =

�������
cos' sin � �r sin' sin � r cos' cos �

sin' sin � r cos' sin � r sin' cos �

cos � 0 �r sin �

������� =
= j�r2 cos2 ' sin3 ��r2 sin2 ' cos2 � sin ��r2 cos2 ' sin � cos2 ��r2 sin' sin3 �j =

= j � r2(sin3 �(cos2 '+ sin2 ') + sin � cos2 �(cos2 '+ sin2 '))j =
= r2(sin �(cos2 � + sin2 �)) = r2 sin �:

Ïîëó÷àåì ôîðìóëó ïåðåõîäà ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì â òðîéíîì èíòå-

ãðàëå: ZZZ
G�

f(x; y; z)dxdydz =

=

ZZZ
G

f(r cos' sin �; r sin' sin �; r cos �))r2 sin �d'drd�: (7.7.7)

Ïðèìåð 7. Ïåðåéòè ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàìZZZ
G�

f(x; y; z)dxdydz; G� = fa2 � x2 + y2 + z2 � 4a2; z � 0g:

Ðåøåíèå. Îáëàñòü çàêëþ÷åíà ìåæäó äâóìÿ ñôåðàìè ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò è ðàäèóñàìè a è 2a ñîîòâåòñòâåííî, íàõîäèòñÿ â âåðõíåé ïîëó-

ïëîñêîñòè íàä Oxy .

�Z
0

d'

2aZ
a

dr

�Z
0

f(r cos' sin �; r sin' sin �; r cos �))r2 sin �d�:
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Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîïðîâåðêè

Óïðàæíåíèå 1. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:

1.
3R
0

dx
xR
�x
f(x; y)dy .

2.
4R
2

dy
4R
y

f(x; y)dx.

3.
2R
0

dx
2xR
x

f(x; y)dy .

4.
1R
0

dx
x2R
x3
f(x; y)dy .

5.
2R
�6

dx
2�xR
x2

4 �1

f(x; y)dy .

6.
1R
0

dy
yR
0

f(x; y)dx.

7.
1R
�1

dx
1�x2R

�
p
1�x2

f(x; y)dy .

8.
2R
1

dy

p
2y�y2R
2�y

f(x; y)dx.

9.
eR
1

dx
lnxR
0

f(x; y)dy .

10.
2�R
0

dx
sinxR
0

f(x; y)dy .

Óïðàæíåíèå 2. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë:

1.
1R
0

dx
x2R

� 3
p
x

1; 2 4
p
xdy .

2.
1R
0

dx

3
p
xR

�x2
0; 6

p
ydy .

3.
1R
0

dx
x3R

� 3
p
x

3
p
xdy .

4.
1R
0

dx

3
p
xR

�x3
1; 2 4

p
ydy .

5.
1R
0

dx
xR
0

(x+ y)dy .

6.
1R
0

dx
xR
x2
xy2dy .

7.
2�R
�

dx
2R
0

x2 sin ydy .

8.
1R
�1

dx
xR
�3

x3y2dy .

Óïðàæíåíèå 3. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

1.
RR
D

dxdy; D : y2 � 2y + x2 = 0; y = xp
3
;x = 0.

2.
RR
D

dxdy; D : y2 � 8x+ x2 = 0; y =
p
3x;x = 0.

3.
RR
D

dxdy; D : y2 � 4y + x2 = 0; y = x;x = 0.
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4.
RR
D

dxdy; D : y2 � 6x+ x2 = 0; y = x;x = 0.

5.
RR
D

p
x2 + y2dxdy; D : y2 + x2 = 4.

6.
RR
D

dxdy; D : y2 � 4y + x2 � 2x = 0.

Óïðàæíåíèå 4. Âû÷èñëèòü òðîéíîé èíòåãðàë:

1.
RRR
V

xe2z3dxdydz; V : z = xy; y = x; x = 1; z = 0.

2.
RRR
V

= dxdydz
(1+x+y+z)3dxdydz; V : x+ y + z = 1; x = 0; y = 0; z = 0.

3.
RRR
V

xyzdxdydz; V : x2 + y2 + z2 = 1; x = 0; y = 0; z = 0.

4.
RRR
V

p
x2 + y2dxdydz; V : x2 + y2 � z2 = 0; z = 1.

Óïðàæíåíèå 5. Âû÷èñëèòü òðîéíîé èíòåãðàë â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîð-
äèíàòàõ:

1.
RRR
V

xdxdydz; V : x2 + y2 = z; x2 + y2 = 25; z = 0.

2.
RRR
V

zdxdydz; V : x2 + y2 = 16; x2 + y2 � z2 = 0; z � 0.

3.
RRR
V

ydxdydz; V : x2 + y2 = z; x2 + y2 = 16; z = 0.

4.
RRR
V

z2dxdydz; V : x2 + y2 = 25; x2 + y2 � z2 = 0; z � 0.

Óïðàæíåíèå 6. Íàéòè îáúåìû òåë, îãðàíè÷åííûõ ñëåäóþùèìè ïîâåðõ-

íîñòÿìè:

1. x2 + y2 = z; 2x2 + 2y2 = z; y = x; y = x2 .

2. z = x+ y; z = xy; x+ y = 1; x = 0; y = 0.

3. z = 6� x2 � y2; z =
p
x2 + y2 .

4. x = 5y2 � 9; x = �4; z = x2 + 4x� y2 � 4; z = x2 + 4x� y2 + 2.

5. y = 5x2 + 2; y = 7; z = �7x2 + 3y2 � 2; z = �7x2 + 3y2 � 5.

6. z = 3
p
x2 + y2x+ y; z = 10� x2 � y2 .
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7. z = �16(x2 + y2) + 1; z = �32x� 1.

8. z = 32((x� 1)2 + y2) + 3; z = 67� 64x.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

8. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

8.1. Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ � îñíîâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôè-

çè÷åñêèõ è äðóãèõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ. Îñíîâíàÿ öåëü òåîðèè äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé � ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ïîèñêà ðåøåíèé äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé è èññëåäîâàíèå èõ ñâîéñòâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå � ñîîòíîøåíèå

ìåæäó íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé, åå ïðîèçâîäíûìè è íåçàâèñèìûìè ïåðå-

ìåííûìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå ïî ìíîãèì íåçàâè-

ñèìûì ïåðåìåííûì, íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ

F (x; y; dx; dy) = 0:

Îïðåäåëåíèå 3. Óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå ëèøü ïî îäíîé èç

íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, íàçûâàþòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöè-
àëüíûìè óðàâíåíèÿìè

F (x; y; y0; : : : ; y(m)) = 0: (8.1.1)

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîðÿäîê ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, âõîäÿùåé â óðàâíåíèå

(8.1.1), íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.
y0 = f(x; y) (8.1.2)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëü-

íî ïðîèçâîäíîé.

8.2. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 6. Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (8.1.1)

íàçûâàþò òàêóþ ôóíêöèþ y(x), êîòîðàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå

îáðàùàåò åãî â òîæäåñòâî.
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Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà äîñòàòî÷íîå ÷èñëî

ðàç, à îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ è åãî ðåøåíèÿ ñîãëàñîâàíû.

Îïðåäåëåíèå 7. Ëþáîå êîíêðåòíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ íàçûâàþò åãî ÷àñòíûì ðåøåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 8. Îáùèì ðåøåíèåì íàçûâàåòñÿ ñîäåðæàùàÿ îäíó èëè

íåñêîëüêî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ôîðìóëà, ïî êîòîðîé ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû ÷àñòíûå ðåøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 9. Åñëè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âûðàæåíî

÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíî íàéäåíî â ÿâíîì âè-
äå.

Îïðåäåëåíèå 10. Åñëè ðåøåíèå çàïèñàíî ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è

èíòåãðàëû îò íèõ, òî îíî íàéäåíî â êâàäðàòóðàõ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò.

Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

8.3. Çàäà÷à Êîøè

×òîáû âûäåëèòü êîíêðåòíîå ðåøåíèå èç ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íóæíî çàäàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îáû÷íî çàäàþò

óñëîâèå Êîøè. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ óñëîâèåì Êîøè íàçûâàåòñÿ

çàäà÷åé Êîøè:

F (x; y; y0) = 0;

y(x0) = y0:

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äàííîãî óñëîâèÿ � ãðàôèê ðåøåíèÿ ïðîõîäèò ÷å-

ðåç çàäàííóþ òî÷êó. Ãðàôèêè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà-

çûâàþò èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè.

Åñëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä y0 = f(x; y), òî â êàæäîé

òî÷êå ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (x; y) èçâåñòíî íàïðàâëåíèå èíòåãðàëüíîé

êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó. Íà ýòîì îñíîâàí ìåòîä èçîêëèí �

ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Èçîêëèíà � ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, â êîòîðûõ èíòåãðàëüíûå

êðèâûå ÄÓ èìåþò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå.
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Óðàâíåíèå èçîêëèíû f(x; y) = tg�, ãäå � � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé

ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ.

Ôóíêöèÿ f(x; y) îïðåäåëÿåò ïîëå íàïðàâëåíèé â òîé îáëàñòè ïëîñêîñòè

(x; y), ãäå çàäàíà ïðàâàÿ ÷àñòü (8.1.2). Ýòî ïîëå â êàæäîé òî÷êå çàäàåòñÿ

âåêòîðîì �(x; y) ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì tg�.

Ëåììà 1 (Ëåììà ×àïëûãèíà). Åñëè â îáëàñòè D ïëîñêîñòè (x; y) îäíî-

çíà÷íî ðàçðåøèìû íà÷àëüíûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dy1
dx

= f1(x; y);
dy2
dx

= f2(x; y);

ïðàâûå ÷àñòè è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-

ñòâàì

f1(x; y) � f2(x; y);

y1(x0) � y2(x0);

òî è ðåøåíèÿ y1(x) è y2(x) ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ Êîøè âñþäó â îáëà-

ñòè D óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

y1(x) � y2(x):

Âîçìîæíû è äðóãèå ñïîñîáû çàäàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, âûäåëÿ-

þùèõ îïðåäåëåííîå ÷àñòíîå ðåøåíèå. Ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ: òàê íàçûâàå-

ìûå êðàåâûå çàäà÷è, â êîòîðûõ îïðåäåëåííîå ÷àñòíîå ðåøåíèå âûäåëÿåòñÿ

òðåáîâàíèåì, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ â íåñêîëü-

êèõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ; çàäà÷è íà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ, ñîñòîÿùèå â îïðåäåëåíèè íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ â óðàâíå-

íèè, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ïîñòàâ-

ëåííûì äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèÿì.

8.4. Ôèçè÷åñêèå çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì

1. Çàäà÷è î ðàäèîàêòèâíîì âåùåñòâå. Ñêîðîñòü ðàñïàäà ðàäèîàê-

òèâíîãî âåùåñòâà ïðîïîðöèîíàëüíà åãî ìàññå. Íàéòè çàâèñèìîñòü ìàññû

âåùåñòâà îò âðåìåíè. Óðàâíåíèå: m0(t) = �km(t), k > 0. Åãî ðåøåíèå:

m(t) = ce�kt èëè m(t) = m(0)e�kt .

2. Çàäà÷à î ïóëå. Ïóëÿ óäàðÿåò â äîñêó òîëùèíîé 0,1 ì ñî ñêîðîñòüþ

200 ì/ñ è âûëåòàåò ñ äðóãîé ñòîðîíû ñî ñêîðîñòüþ 80 ì/ñ. Íàéòè âðåìÿ, â
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òå÷åíèå êîòîðîãî ïóëÿ íàõîäèòñÿ âíóòðè äîñêè. Óêàçàíèå: ñèëà ñîïðîòèâ-

ëåíèÿ äâèæåíèþ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè.

Óðàâíåíèå ms00 = �k(s0)2 , çäåñü s(t) � ïðîéäåííûé ïóòü çà âðåìÿ t.

3. Çàäà÷à î çåðêàëå. Íàéòè ôîðìó çåðêàëà, êîòîðîå îòðàæàåò ïàðàë-

ëåëüíî çàäàííîìó íàïðàâëåíèþ ñâåòîâûå ëó÷è, èñõîäÿùèå èç òî÷êè.

Ïóñòü (äëÿ ïðîñòîòû) çåðêàëî ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ. Ðàñ-

ñìîòðèì ñå÷åíèå èñêîìîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü

ñèììåòðèè. Òîãäà y0 = y

x+
p
x2+y2

.

4. Çàäà÷à î êðèâîé. Íàéòè êðèâóþ íà ïëîñêîñòè ñî ñëåäóþùèì ñâîé-

ñòâîì: òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé ê êðèâîé è îñÿìè êîîðäè-

íàò, èìååò ïîñòîÿííóþ ïëîùàäü.

Åñëè ïîñòðîèòü òàêîé òðåóãîëüíèê è âûðàçèòü åãî ïëîùàäü ÷åðåç âåëè-

÷èíû x, y è y0 (òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé), òî ïîëó÷èòñÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå: (y � xy0)
�
x� y

y0

�
= 2S .

5. Çàäà÷à î ðàñòâîðå. Â áàêå èìååòñÿ M ëèòðîâ ðàñòâîðà ñîëè. Êàæ-

äóþ ñåêóíäó èç áàêà âûòåêàåò m ëèòðîâ ðàñòâîðà, äîëèâàåòñÿ ñòîëüêî æå

âîäû, è ñìåñü ïåðåìåøèâàåòñÿ. Íàéòè çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðà

îò âðåìåíè.

Ïóñòü x(t) � ìàññà ñîëè â áàêå â ìîìåíò âðåìåíè t. Êàê èçìåíèòñÿ ýòà

âåëè÷èíà çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè �t? Î÷åâèäíî, ÷òî x(t + �t) =

x(t)�mx(t)
M �t. Ïîäåëèì íà �t, ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè �t! 0 è ïîëó÷èì

x0(t) = �m
Mx(t). Ðåøåíèå ýòîãî ÄÓ: x(t) = x(0)e�

m
M
t .

8.5. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Îïðåäåëåíèå 11. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðå-

øåííîå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, çàïèñûâàþò èëè â íîðìàëüíîé ôîð-
ìå y0 = f(x; y), èëè â äèôôåðåíöèàëàõ P (x; y)dx+Q(x; y)dy = 0.

Îïðåäåëåíèå 12. Óðàâíåíèå âèäà

p1(x)p2(y)dx+ q1(x)q2(y)dy = 0 (8.5.1)

èëè

y0 = f1(x)f2(y)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.
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Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè ðàçðåøàåìî â

êâàäðàòóðàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå âèäà (8.5.1). Ïîäåëèì îáå ÷à-

ñòè óðàâíåíèÿ íà q1(x)p2(y) (ñ÷èòàåì, ÷òî äàííîå ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íî îò

íóëÿ).

Íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèàë êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷àñòüþ

íîâîãî óðàâíåíèÿ:
p1(x)

q1(x)
dx+

q2(y)

p2(y)
dy = 0:

Òàê êàê äèôôåðåíöèàë äàííîé ôóíêöèè ðàâåí íóëþ, òî ýòà ôóíêöèÿ � ïî-

ñòîÿííàÿ. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì

èíòåãðèðîâàíèåì âñåõ åãî ÷àñòåé:Z
p1(x)

q1(x)
dx+

Z
q2(y)

p2(y)
dy = C:

Çàìå÷àíèå: ñëåäóåò ïðîâåðèòü, íå ïîòåðÿíû ëè ðåøåíèÿ âèäà q1(x) = 0,

p2(y) = 0. 2

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

xydx+ (x+ 1)dy = 0:

Ðåøåíèå.
(x+ 1)dy = �xydx;

dy

y
= � xdx

x+ 1
;Z

dy

y
= �

Z
xdx

x+ 1
;

ln jyj = �
Z
x+ 1� 1dx

x+ 1
= �

Z
(1� 1

x+ 1
)dx;

ln jyj = �x+ ln jx+ 1j+ C:

8.6. Îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 13. Óðàâíåíèå âèäà

y0 = f
�y
x

�
(8.6.1)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì.
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Ïðîâåðêà íà îäíîðîäíîñòü: óðàâíåíèå âèäà P (x; y)dx+q(x; y)dy = 0

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå �, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî

x è y âûðàæåíèé �x è �y ïîëó÷àåòñÿ èñõîäíîå óðàâíåíèå, ò. å.

P (�x; �y) = ��P (x; y); Q(�x; �y) = ��Q(x; y):

Òåîðåìà 2. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþ-

ùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ z = y
x . Åñëè óðàâ-

íåíèå çàäàíî â íîðìàëüíîé ôîðìå, òî y0 = z0x+ z , è òîãäà íîâîå óðàâíåíèå

áóäåò ñëåäóþùåãî âèäà:

z0x+ z = f(z):

Ïîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

xz0 = f(z)� z:

Åñëè óðàâíåíèå â äèôôåðåíöèàëàõ, òî dy = zdx + xdz è óðàâíåíèå áóäåò

ñëåäóþùåãî âèäà:

P (x; zx)dx+Q(x; zx)(zdx+ xdz) = 0;

x(P (1; z) +Q(1; z)z)dx+Q(1; z)xdz = 0:

2

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

xdy = (x+ y)dx:

Ðåøåíèå. Âûïîëíèì ïðîâåðêó íà îäíîðîäíîñòü. Äëÿ ýòîãî âìåñòî x è y

ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ �x è �y :

(�x)dy = (�x+ �y)dx;

�(x)dy = �(x+ y)dx:

Ìû âèäèì, ÷òî ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà � ïîëó÷àåì èñõîäíîå óðàâíåíèå. Ñî-

îòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå � îäíîðîäíîå. Ñäåëàåì çàìåíó y = zx, òîãäà

dy = zdx+ xdz :

x(zdx+ xdz) = (x+ zx)dx;

zxdx+ x2dz = xdx+ zxdx;
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xdz = dx:

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå:

dz =
dx

x
;Z

dz =

Z
dx

x
;

z = ln jxj+ C:

Âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì:

y

x
= ln jxj+ C:

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y0 =
y

x
� y2

x2
:

Ñäåëàåì çàìåíó y = zx, òîãäà y0 = z + xz0

z + xz0 = z � z2;

xz0 = �z2;
x
dz

dx
= �z2:

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå:
dz

z2
= �dx

x
;Z

dz

z2
= �

Z
dx

x
;

�1

z
= � ln jxj+ C;

1

z
= ln jxj+ lnC1;

z =
1

lnC1jxj :
Âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì:

y =
x

lnC1jxj :

Ñëåäñòâèå 5. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå âèäà

y0 = f

�
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

�
ðàçðåøàåìî â êâàäðàòóðàõ.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ:

1. Åñëè d =

����� a1 b1
a2 b2

����� = 0, òî ââîäÿò íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ z =

a1x+ b1y .

2. Åñëè d 6= 0, òî ââîäÿò çàìåíó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïåðåíåñòè íà÷àëî

êîîðäèíàò â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ: a1x + b1y + c1 = 0 è a2x + b2y +

c2 = 0. Åñëè æå ïðÿìûå íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî a1x + b1y = k(a2x + b2y).

Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä y0 = F (a2x+ b2y) è ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ

ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè çàìåíîé z = a2x+b2y èëè z = a2x+b2y+c2 .

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(x+ y � 2)dx� (x� y + 4)dy = 0:

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü:

d =

����� 1 1

1 �1

����� = �2 6= 0:

Íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ:(
x+ y � 2 = 0;

x� y + 4 = 0;
)
(
x+ y � 2 = 0;

2y � 6 = 0;
)
(
x = �1;
y = 3;

)
(
u = x+ 1;

v = y � 3:

du = dx; dv = dy:

Óðàâíåíèå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

(u� 1 + v + 3� 2)du� (u� 1� v � 3 + 4)dv = 0;

(u+ v)du� (u� v)dv;�
1 +

v

u

�
du�

�
1� v

u

�
dv = 0:

Ïîëó÷èëè îäíîðîäíîå óðàâíåíèå âèäà (8.6.1), êîòîðîå ðåøàåì ñ ïîìîùüþ

çàìåíû z = v
u .

v = uz; dv = udz + zdu;

(1 + z)du� (1� z)(udz + zdu) = 0;

du+ zdu� udz + zudz � zdu+ z2du = 0;

u(1� z)dz = (1 + z2)du:
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Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå:
(1� z)dz

1 + z2
=
du

u
;Z

dz

1 + z2
�
Z

zdz

1 + z2
=

Z
du

u
;

arctg z � 1

2

Z
d(1 + z2)

1 + z2
= ln juj+ C;

arctg z � 1

2
ln j1 + z2j = lnC1juj:

Âîçâðàùàåìñÿ ê ïåðåìåííûì u, v :

arctg
v

u
� 1

2
ln

����1 + v2

u2

���� = lnC1juj:

Âîçâðàùàåìñÿ ê ïåðåìåííûì x, y :

arctg
y � 3

x+ 1
� 1

2
ln

����1 + (y � 3)2

(x+ 1)2

���� = lnC1jx+ 1j:

Ñëåäñòâèå 6. Íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîðîäíûì äèô-

ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì çàìåíîé y = zm .

×òîáû îïðåäåëèòü ñòåïåíü m, äåëàåì çàìåíó â îáùåì âèäå y = zm è

òðåáóåì îò óðàâíåíèÿ, ÷òîáû îíî áûëî îäíîðîäíûì.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

2x4yy0 + y4 = 4x6:

Ïîäñòàâèì y = zm :

2x4zmmzm�1z0 + z4m = 4x6:

Ñðàâíèâàåì ñòåïåíè ñëåâà ó êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ è ñïðàâà:

4 + 2m� 1 = 4m = 6;

2m+ 3 = 4m = 6) m =
3

2
:

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìà çàìåíà y =

z3=2 . Òîãäà

2x4z3=2 � 3
2
� z1=2z0 + z4�3=2 = 4x6;

3x4z2z0 + z6 = 4x6:
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Ïîäåëèì îáå ÷àñòè íà x6 :

3
z2

x2
� z0 +

�z
x

�6
= 4:

Ïîëó÷èëè îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå áóäåì ðåøàòü

çàìåíîé t = z
x , òî z = tx, z0 = t0z + t, ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ:

3t2(t0x+ t) + t6 = 4;

3xt2t0 + 3t3 + t6 = 4;

3xt2
dt

dx
= 4� 3t3 � t6:

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå:
3t2dt

t6 + 3t3 � 4
=
�dx
x

:

Â ëåâîé ÷àñòè â ÷èñëèòåëå çàíåñåì ïîä äèôôåðåíöèàë 3t2 è ñäåëàåì çàìåíó

w = t3 : Z
dw

w2 + 3w � 4
= �

Z
dx

x
:

Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ðåøàåì ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ:Z
dw

(w � 1)(w + 4)
= � ln jxj+ C;

1

5
ln jw � 1j � 1

5
ln jw + 4j = ln

C1

jxj ;
1

5
ln

����w � 1

w + 4

���� = ln
C1

jxj :

Âîçâðàùàåìñÿ ê çàìåíå w = t3 :

1

5
ln

����t3 � 1

t3 + 4

���� = ln
C1

jxj :

Âîçâðàùàåìñÿ ê çàìåíå t = z
x è y = z3=2 :

1

5
ln

����� y
2

x3 � 1
y2

x3 + 4

����� = ln
C1

jxj ;

ln 5

vuut����� y
2

x3 � 1
y2

x3 + 4

����� = ln
C1

jxj ;

5

s���� y2 � x3

y2 + 4x3

���� = C1

jxj :
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8.7. Íåîäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 14. Ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåð-
âîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

y0 + a(x)y = b(x); (8.7.1)

ãäå a(x); b(x) � çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Ñõåìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.7.1):
1. Ðåøàþò ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y0 + a(x)y = 0

ïóòåì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, åãî ðåøåíèå y = C � F (x), ãäå ÷àñòíîå ðå-
øåíèå F (x) 6= 0.

2. Îáùåå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿþò â âèäå

y = F (x)C(x); (8.7.2)

ãäå C(x) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Äàëåå ðåøåíèå ïîäñòàâëÿþò â èñõîäíîå

óðàâíåíèå

y0 = F 0(x)C(x) + C 0(x)F (x);

F 0(x)C(x) + C 0(x)F (x) + a(x)F (x)C(x) = b(x);

C 0(x)F (x) + C(x)(F 0(x) + a(x)F (x)) = b(x):

Òàê êàê F (x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî F 0(x) + a(x)F (x) = 0.

Òîãäà èç óðàâíåíèÿ

C 0(x)F (x) = b(x)

íàõîäèì C(x):

C(x) =

Z
b(x)

F (x)
dx:

Ïîäñòàâèâ íàéäåííóþ C(x) â (8.7.2), ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(8.7.1).

Ïðèìåð 1. Íàéòè ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ

xy0 � 2y = 2x4:

Ðåøåíèå. Ðåøèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

xy0 � 2y = 0;
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çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ðàçäåëèì èõ:

xy0 = 2y;

y0

y
=

2

x
;

dy

y
= 2

dx

x
;

ln jyj = 2 � ln jxj+ C:

Ïîëó÷èëè ÷àñòíîå ðåøåíèå

~y = C � x2:
Ïîëîæèì C = C(x) è ïîäñòàâèì â èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

x � (C 0(x) � x2 + C(x) � 2x)� 2 � C(x) � x2 = 2x4;

x3 � C 0(x) + 2x2 � C(x)� 2x2 � C(x) = 2x4;

x3 � C 0(x) = 2x4;

C 0(x) = 2x;

dC(x)

dx
= 2x:

Ïðîèíòåãðèðóåì äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

dC(x) = 2xdx;

C(x) = x2 + C1:

Ïîäñòàâèì â íàéäåííîå ÷àñòíîå ðåøåíèå è íàéäåì îòâåò:

y = (x2 + C1) � x2:
Ïðèìåð 2. Íàéòè ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ

y0 + 2y = x:

Ðåøåíèå. Ðåøèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå:

y0 + 2y = 0;

y0 = �2y;
dy

dx
= �2y;
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dy

y
= �2dx;

ln jyj = �2x+ C;

÷àñòíîå ðåøåíèå ïðèìåò âèä

~y = e�2x � C:

Ïîëîæèì C = C(x) è ïîäñòàâèì â èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

C 0(x)e�2x + C(x) � (�2) � e�2x + 2 � C(x)e�2x = x;

C 0(x)e�2x = x;

C 0(x) = x � e2x;
ïðîèíòåãðèðóåì

C(x) =

Z
x � e2xdx =

�����u = x; dv = e2xdx; du = dx; v =
1

2
e2x

����� =
=

1

2
x � e2x �

Z
1

2
e2xdx =

1

2
x � e2x � 1

4
e2x + C1;

ïîäñòàâèì

~y = e2x
�
1

2
x � e2x � 1

4
e2x + C1

�
=

1

2
x� 1

4
+ C1e

�2x:

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

y0 cos2 x+ y = tg x; y(0) = 0:

Ðåøåíèå. Ðåøèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå:

y0 cos2(x) = �y;
dy

dx
cos2(x) = �y;

dy

y
= � dx

cos2(x)
;

ln jyj = � tg(x) + C;

÷àñòíîå ðåøåíèå ïðèìåò âèä

~y = C � e� tg(x):
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Ïîëîæèì C = C(x) è ïîäñòàâèì â èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

y0 = cos2(x)

�
C 0(x)e� tg(x) � C(x)e� tg(x) 1

cos2(x)

�
;

cos2(x)C 0(x)e� tg(x) � C(x)e� tg(x) + C(x)e� tg(x) = tg(x);

C 0(x)e� tg(x)cos2(x) = tg(x);

C(x) =

Z
tg(x)

cos2(x)
dx =

Z
tg(x)etg(x)d(tg(x)) =

��t = tg(x)
�� =

=

Z
tetdt = et(t� 1) + C1 = etg(x)(tg(x)� 1) + C1;

~y = e� tg(x)(etg(x)(tg(x)� 1) + C1) = tg(x)� 1 + e� tg(x)C1:

Â çàäà÷å òðåáîâàëîñü ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè. Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ èç óñëîâèÿ

è çàìåòèì, ÷òî y = 0 ïðè x = 0:

0 = 0� 1 + C1e
0;

C1 = 1;

ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

y = tg(x)� 1 + e� tg(x):

Ìåòîä Áåðíóëëè. Ñõåìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.7.1):
1. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.7.1) èùåì â âèäå

y = u � v;

ãäå u = u(x), v = v(x) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå

(8.7.1) y = uv , y0 = u0v + v0u:

u0v + v0u+ a(x)uv = b(x):

Ãðóïïèðóåì, íàïðèìåð, ê âèäó

u0v + u(v0 + a(x)v) = b(x):

2. Ôóíêöèè u(x), v(x) îïðåäåëÿåì èç ñèñòåìû(
v0 + a(x)v = 0;

u0v = b(x):
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Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íàõîäèì ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå è íàéäåííîå

ðåøåíèå ïîäñòàâëÿåì âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû. Îòâåò çàïèñûâàåì â

âèäå y = uv .

Ïðèìåð 4. Íàéòè ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ ìåòîäîì Áåðíóëëè:

xy0 � 2y = 2x4:

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó y = u � v , òîãäà y0 = u0v + v0u, ïîäñòàâèì â

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

x(u0v + v0u)� 2uv = 2x4;

u0xv + u(xv0 � 2v) = 2x4:

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ôóíêöèè

v(x), ïîýòîìó ïðèðàâíèâàåì ê íóëþ äàííîå âûðàæåíèå. Ñîîòâåòñòâåííî,

âòîðîå óðàâíåíèå â ñèñòåìå ïîëó÷àåì óæå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íàéäåíà

ôóíêöèÿ v(x), êîòîðàÿ îáíóëÿåò âûðàæåíèå â ñêîáêàõ, ïîýòîìó çàïèñûâàåì

îñòàâøèåñÿ íåíóëåâûå ÷ëåíû ðàâåíñòâà:(
xv0 � 2v = 0;

u0xv = 2x4:

Ðåøèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû:

x
dv

dx
= 2v;

dv

v
= 2

dx

x
;

ln jvj = lnx2;

v = x2:

Ðåøèì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû:

u0x3 = 2x4;

u0 = 2x;

u = x2 + C:

Òîãäà ðåøåíèå èìååò âèä

y = (x2 + C)x2:
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Ïðèìåð 5. Íàéòè ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ ìåòîäîì Áåðíóëëè:

y0 � y = ex:

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó y = u � v , òîãäà y0 = u0v + v0u, ïîäñòàâèì â

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

u0v + uv0 � uv = ex;(
v0 � v = 0;

u0v = ex:
)
(
v = ex;

u = x+ C:

Òîãäà ðåøåíèå èìååò âèä

y = (x+ C)ex:

8.8. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè

Îïðåäåëåíèå 15. Óðàâíåíèå âèäà

y0 + p(x)y = q(x)y� (� 6= 0; � 6= 1) (8.8.1)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè.

Ðåøèòü óðàâíåíèå Áåðíóëëè ìîæíî êàê ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííîé,

òàê è ìåòîäîì Áåðíóëëè (y = u � v). Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ïðè ýòîì ìîãóò

áûòü ïîòåðÿíû ðåøåíèÿ âèäà y = 0. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8.8.1)

íà y� , äåëàåì çàìåíó z = y1�� .

Ïðèìåð 6. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåðíóëëèp
1� x2y0 + y = y2 arcsinx:

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà y2 :
p
1� x2y0

y2
+

1

y
= arcsinx:

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé:

z(x) =
1

y
;

z0(x) = � y
0

y2
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è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå

�z0
p

1� x2 + z = arcsinx:

1. Ðåøèì îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

�z0
p

1� x2 + z = 0;

z0
p

1� x2 = z;

dz

dx

p
1� x2 = z;

dz

z
=

dxp
1� x2

;

ïðîèíòåãðèðóåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèåZ
dz

z
=

Z
dxp
1� x2

è ïîëó÷èì

ln z = arcsinx+ C;

z = Cearcsinx:

2. Ðåøèì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

z = C(x)earcsinx:

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ:

z0 = C 0(x)earcsinx +
C(x)earcsinxp

1� x2
;

ïîäñòàâèì z(x) è z0(x) â óðàâíåíèå:p
1� x2C 0(x)earcsinx + C(x)earcsinx � C(x)earcsinx = � arcsinx;

C 0(x) = � arcsinxp
1� x2earcsinx

:

Íàéäåì C(x); ïðîèíòåãðèðîâàâ ðàâåíñòâî âûøå:

C(x) = �
Z
e� arcsinx arcsinxp

1� x2
dx =

�������
t = arcsinx

x = sin t

dx = cos tdt

������� = �
Z
te�tdt:
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Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ñäåëàåì ñëåäóþùóþ

çàìåíó ïåðåìåííûõ:

u = t; dv = e�tdt; du = dt; v = �e�t;

�
Z
te�tdt = �

�
�te�t +

Z
e�tdt

�
= te�t + e�t + C:

Ñëåäîâàòåëüíî,

C(x) = arcsin xe� arcsinx + e� arcsinx + C:

Ïîäñòàâèì C(x) â íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå:

z(x) =
�
arcsinxe� arcsinx + e� arcsinx + C

�
earcsinx:

Ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî è

÷àñòíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèé:

z(x) = Cearcsinx +
�
arcsinxe� arcsinx + e� arcsinx + C

�
earcsinx =

=
�
arcsinxe� arcsinx + e� arcsinx + 2C

�
earcsinx:

Ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:

1

y
=
�
arcsinxe� arcsinx + e� arcsinx + 2C

�
earcsinx;

y =
1

(arcsinxe� arcsinx + e� arcsinx + 2C) earcsinx
:

Ïðèìåð 7. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè

y0 + y = 3e�2xy2; y(0) = 1:

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà y2 :

y0 + y

y2
= 3e�2x;

y0

y2
+

1

y
= 3e�2x:

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé:

z(x) =
1

y
;
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z0(x) = � y
0

y2

è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå

�z0 + z = 3e�2x:

1. Ðåøèì îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

�z0 + z = 0;

dz

dx
= z;

dz

z
= dx:

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå: Z
dz

z
= dx;

ln z = x+ C;

z = Cex:

2. Ðåøèì íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå

z = C(x)ex:

z0 = C 0(x)ex + C(x)ex:

Ïîäñòàâèì z(x); z0(x) â óðàâíåíèå:

�C 0(x)ex � C(x)ex + C(x)ex = 3e�2x;

�C 0(x) = 3e�2x�x;

C 0(x) = �3e�3x:

Íàéäåì C(x); ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà:

C(x) =

Z
�3e�3x;

C(x) = e�3x + C

è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå

z(x) =
�
e�3x + C

�
ex = e�2x + Cex:
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Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåò âèä

z(x) = e�2x + Cex:

Ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:

y =
1

ex(e�3x + C)
; y(0) =

1

1(1 + C)
= 1) C = 0:

Ñëåäîâàòåëüíî,

y =
1

e�2x
:

×àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè:

r(x)y0 + p(x)y = q(x)y�;

r(x)y0 + y = q(x)y�;

y0 + p(x)y = y�:

8.9. Óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

Îïðåäåëåíèå 16. Óðàâíåíèå âèäà

M(x; y)dx+N(x; y)dy = 0 (8.9.1)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, åñëè åãî ëåâàÿ

÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë íåêîòîðîé ôóíêöèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè dF (x; y) = M(x; y)dx +N(x; y)dy = 0, òî ðåøåíèå

èìååò âèä F (x; y) = C .

Òåîðåìà 3. Óðàâíåíèå âèäà M(x; y)dx+N(x; y)dy = 0 ÿâëÿåòñÿ óðàâíå-
íèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

@M(x; y)

@y
=
@N(x; y)

@x
: (8.9.2)

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(2x+ 3x2y)dx+ (x3 � 3y2)dy = 0:

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì óñëîâèå (8.9.2) äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî

âûïèøåì M è N , íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå:

M = 2x+ 3x2y; N = x3 � 3y2;
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@M(x; y)

@y
=M 0

y = 3x2;
@N(x; y)

@x
= N 0

x = 3x2:

Óñëîâèå (8.9.2) âûïîëíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåä íàìè óðàâíåíèå â ïîë-

íûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ F (x; y), ïîëíûé

äèôôåðåíöèàë êîòîðîé ìû çíàåì. Âîññòàíîâèì ôóíêöèþ ïî åå ïðîèçâîä-

íûì:

F 0
x = 2x+ 3x2y ) F (x; y) =

Z
(2x+ 3x2y)dx = x2 + x3y + C(y):

Ìû âîññòàíîâèëè ÷àñòü ôóíêöèè, â êîòîðîé, âîçìîæíî, íå õâàòàåò ñëàãàå-

ìîãî ñ ïåðåìåííîé y . Ïîýòîìó íàéäåì îò ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ïðîèçâîäíóþ

ïî ïåðåìåííîé y è ñðàâíèì ñ N

F 0y = (x2 + x3y + C(y))0y = x3 + C 0(y) � x3 � 3y2:

Ïðè ñðàâíåíèè ïîëó÷àåì, ÷òî C 0(y) = �3y2 , ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïåðåìåííîé

y è âîññòàíîâèì C(y):

C(y) =

Z
(�3y2)dy = �y3 + C1:

Ñîáåðåì òåïåðü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â ôóíêöèþ F (x; y) è çàïèøåì îá-

ùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

x2 + x3y � y3 = C1:

Åñëè óñëîâèå (8.9.2) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî èíîãäà óäàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ëåãêî

ïðèâåñòè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (8.9.1) ê óðàâíåíèþ â ïîëíûõ äèô-

ôåðåíöèàëàõ. Ýòî ïðèâåäåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðóþùåãî

ìíîæèòåëÿ �(x; y) � òàêîé ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ x è y , ïîñëå óìíî-

æåíèÿ íà êîòîðóþ ëåâàÿ ÷àñòü (8.9.1) îáðàùàåòñÿ â ïîëíûé äèôôåðåíöèàë.

Òåîðåìà 4. Åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ w(x; y), ÷òî

@M
@y � @N

@x

M @w
@x �N @w

@y

= f(w(x; y));

òî èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

�(x; y) = e
R
f(w)dw:
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Çàìå÷àíèå 5. Åñëè M , N , � èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå, òî èíòå-

ãðèðóþùèé ìíîæèòåëü �(x; y) äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

@(�M)

@y
=
@(�N)

@x

èëè

M
@�

@y
�N

@�

@x
= �

�
@N

@x
� @M

@y

�
:

Ðÿä èçâåñòíûõ ôîðìóë:

d(xy) = ydx+ xdy;

d

�
x

y

�
=
ydx� xdy

y2
;

d
�y
x

�
=
xdy � ydx

x2
;

d(y2) = 2ydy;

d(ln y) =
dy

y
:

Ïðèìåð 2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ydx� (4x2y + x)dy = 0:

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà ïðîâåðèì óñëîâèå (8.9.2), äëÿ ýòîãî âûïèøåì M

è N , íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå:

M = y; N = �(4x2y + x);

@M(x; y)

@y
=M 0

y = 1;
@N(x; y)

@x
= N 0

x = �8xy � 1:

Óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, íî åñëè ìû ïîäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà (�x2),
òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

xdy � ydx

x2
+ 4ydy = 0:

Îáðàòèòå âíèìàíèå: òóò â èñõîäíîì óðàâíåíèè ðàñêðûòû ñêîáêè è ñãðóï-

ïèðîâàíû ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â ïåðâóþ äðîáü.

Âîñïîëüçóåìñÿ ¾Ðÿäîì èçâåñòíûõ ôîðìóë¿:

d
�y
x

�
=
xdy � ydx

x2
:
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Âèäèì ëåâóþ äðîáü â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå ñðåäè ýòèõ èçâåñòíûõ ôîðìóë,

ïîýòîìó ìîæåì ñâåðíóòü íàøó äðîáü â äèôôåðåíöèàë âûðàæåíèÿ y
x , òàêèì

îáðàçîì ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

d
�y
x

�
+ 4ydy = 0:

Òåïåðü çàíåñåì 4y ïîä äèôôåðåíöèàë:

d
�y
x

�
+ d(2y2) = 0;

à òåïåðü ïðîèíòåãðèðóåì âñå âûðàæåíèå:Z
d
�y
x

�
+

Z
d(2y2) = 0) y

x
+ 2y2 = C:

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ y
x + 2y2 = C è îñîáîå

ðåøåíèå x = 0.

8.10. Óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùèå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà

I òèï. Íå ñîäåðæàò èñêîìîé ôóíêöèè: F (x; y(k); : : : ; y(n)) = 0.

Ïîäñòàíîâêà. Ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîíèçèòü, âçÿâ çà íîâóþ íåèç-

âåñòíóþ ôóíêöèþ íèçøóþ èç ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå, ò. å.

ñäåëàâ çàìåíó:

y(k) = z(x); y(k+1) = z0(x); : : :

NB! Êàêîâ ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ � ñòîëüêî êîíñòàíò äîëæíî áûòü â îò-

âåòå.

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(1 + sin x)y000 = y00 cosx:

Ðåøåíèå. Ïîíèçèì ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ, äëÿ ýòîãî çàìåíèì íèçøóþ èç

ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíè,å íà íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ, ò. å.

y00 = z(x), òîãäà y000 = z0

(1 + sin x)z0 = z cosx:

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

(1 + sin x)
dz

dx
= z cosx;
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dz

z
=

cosxdx

(1 + sin x)
:

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ:Z
dz

z
=

Z
cosxdx

(1 + sin x)
;

ln jzj =
Z

d sinx

(1 + sin x)
;

ln jzj =
Z
d(1 + sin x)

(1 + sin x)
;

ln jzj = ln j1 + sin xj+ C1;

ln jzj = lnC1j1 + sin xj;
z = C1(1 + sin x):

Âåðíåìñÿ ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì:

y0 = C1(1 + sin x);

y =

Z
C1(1 + sin x)dx;

y = C1(x� cosx) + C2:

Ïðèìåð 2. Íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

x2y00 = (y0)2:

II òèï. Íå ñîäåðæàò â ÿâíîì âèäå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé:

F (y; y(k); : : : ; y(n)) = 0.

Ïîäñòàíîâêà. Ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîíèçèòü, âçÿâ çà íîâóþ íåèç-

âåñòíóþ ïåðåìåííóþ y , à çà íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ y0 = p(y), ò.

å. ñäåëàâ çàìåíó

y0 = p(y); y00 = p0p; : : :

Ïðèìåð 3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

2yy00 = (y0)2 + 1:

Ðåøåíèå. Ïîíèçèì ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ, äëÿ ýòîãî çàìåíèì y0 = p(y), òîãäà

y00 = p0p

2ypp0 = p2 + 1:
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Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

2yp
dp

dy
= p2 + 1;

2pdp

p2 + 1
=
dy

y
:

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ:Z
2pdp

p2 + 1
=

Z
dy

y
;

Z
d(p2 + 1)

p2 + 1
=

Z
dy

y
;

ln jp2 + 1j = ln jyj+ C1;

ln jp2 + 1j = lnC1jyj;
p2 + 1 = C1y;

p =
p
C1y � 1:

Âåðíåìñÿ ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì:

y0 =
p
C1y � 1;

dy

dx
=
p
C1y � 1:

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå è ïðîèíòåãðèðóåì

dyp
C1y � 1

=
dx

1
;Z

dyp
C1y � 1

=

Z
dx;Z

(C1y � 1)�0;5dy =

Z
dx;

2

C1

p
C1y � 1 = x+ C2 � îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

III òèï. Óðàâíåíèå îäíîðîäíî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè y è åå ïðîèçâîä-

íûõ, òî åñòü íå ìåíÿåòñÿ ïðè îäíîâðåìåííîé çàìåíå y , y0 , y00 , : : : íà ky ,

ky0 , ky00 , : : :.
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Ïîäñòàíîâêà. Ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîíèçèòü çàìåíîé:

y0 = yz; ãäå z � íîâàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ;

y00 = (yz)0 = y0z + z0y = (yz)z + z0y = y(z2 + z0);

: : :

y(n) = y � g(z; z0; : : : ; z(n�1)):

IV òèï. Îáîáùåííî îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèå

F (x; y; y0; : : : ; y(n)) = 0 íàçûâàþò îáîáùåííî îäíîðîäíûì, åñëè ñóùå-

ñòâóþò ÷èñëà k è m, òàêèå, ÷òî

F (�x; �ky; �k�1y0; : : : ; �k�ny(n)) = �mF (x; y; y0; : : : ; y(n)):

Ïîäñòàíîâêà. Ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîíèçèòü çàìåíîé

x = et; y = u(t)ekt;

ãäå t � íîâàÿ ïåðåìåííàÿ, à u(t) � íîâàÿ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Ïîñëå òà-

êîé çàìåíû ïîëó÷èì óðàâíåíèå, äîïóñêàþùåå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà âòîðîãî

òèïà.

y0 =
dy

dt

dt

dx
=

�
du

dt
ekt + kuekt

�
e�t = (u0 + ku)e(k�1)t:

V òèï. Óðàâíåíèÿ â òî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ. Óðàâíåíèå

F (x; y; y0; : : : ; y(n)) = 0, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ïðîèç-

âîäíîé îò íåêîòîðîé ôóíêöèè �(x; y; y0; : : : ; y(n�1)) = C1 , íàçûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì â òî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ. Ìåòîä ðåøåíèÿ � íàéòè ôóíêöèþ

�(x; y; y0; : : : ; y(n�1)) = C1 , òåì ñàìûì ïîíèçèâ ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ íà

åäèíèöó.

8.11. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 17. Óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà äëÿ îäíîé íåèçâåñòíîé ôóíê-

öèè y íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî x ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìå-

åò âèä:

y(n)(x) + a1y
(n�1)(x) + : : :+ an�1y

0(x) + any(x) = 0; (8.11.1)

ãäå ai � êîíñòàíòû, ai 2 R:
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Ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ïðîèçâîäíóþ óäîáíî îáîçíà÷àòü ÷åðåç

îïåðàòîð py = p(y), òðàêòóÿ ñèìâîë p êàê ëèíåéíóþ îïåðàöèþ íàä ôóíê-

öèåé y :
dy(x)

dx
:= py:

Òîãäà íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü k îïåðàöèè p ïðèíèìàåòñÿ êàê pky =

p(p(p(: : : (py)))) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ k -ãî ïîðÿäêà îò ôóíê-

öèè y :

pky(x) =
dky(x)

dxk
:

Ïðè ýòîì

pk � pm = pk+m;

pk(Cy) = C(pky);

(pk + pm)y = pky + pmy:

Òîãäà óðàâíåíèå (8.11.1) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

pny + a1p
n�1y + : : :+ an�1py + any = (pn + a1p

n�1 + : : :+ an�1p+ an)y:

Îáîçíà÷èì

L(p) = pn + a1p
n�1 + : : :+ an�1p+ an: (8.11.2)

Ïðè ýòîì

L(p)(y1 + y2) = L(p)y1 + L(p)y2;

L(p)(Cy) = CL(p)y;

(L(p) +M(p))y = L(p)y +M(p)y;

L(M(p)y) = ((LM)(p))y:

Òåîðåìà 5. Åñëè L(p) ìíîãî÷ëåí âèäà (8.11.2), òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

L(p)e�x = L(�)e�x;

ãäå � � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 18. Ìíîãî÷ëåí

L(�) = �n + a1�
n�1 + : : :+ an�1�+ an

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì óðàâíåíèÿ (8.11.1), à

óðàâíåíèå L(�) = 0 � õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.11.1):

1. Ñîñòàâëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (8.11.1). Íàõî-

äèì åãî êîðíè.

2. Çàïèñûâàåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.11.1) â çàâèñèìîñòè îò ïîëó÷åííûõ

êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

à) ïðîñòûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �i 2 R, òîãäà ðåøåíèå

èìååò âèä

y(x) = C1e
�1x + C2e

�2x + : : :+ Cne
�nx;

á) êðàòíûå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü

�j � êîðåíü êðàòíîñòè k , òîãäà ðåøåíèå èìååò âèä

y(x) = C1e
�1x + : : :+Q(k�1)(x)e

�jx + : : :+ Cne
�nx;

ãäå Q(k�1)(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè (k � 1);

â) êîìïëåêñíûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ �j = a� bi

y(x) = C1e
�1x + : : :+ eax(Cj cos bx+Dj sin bx) + : : :+ Cne

�nx;

ã) êîìïëåêñíûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êðàòíîñòè k �j =

a� bi

y(x) = C1e
�1x + : : :+ eax(Q(k�1)(x) cos bx+ P(k�1)(x) sin bx) + : : :+ Cne

�nx;

ãäå Q(k�1)(x), P(k�1)(x) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè (k � 1):

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y(5) � 2y(4) � 16y0 + 32y = 0:

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

�5 � 2�4 � 16�+ 32 = 0;

�4(�� 2)� 16(�� 2) = 0;

(�� 2)(�2 � 4)(�2 + 4) = 0;

(�� 2)2(�+ 2)(�2 + 4) = 0;

�1 = 2 (êðàòíîñòü êîðíÿ 2); �2 = �2; �3;4 = �2i:
Çàïèñûâàåì îòâåò, ó÷èòûâàÿ ñëó÷àè à), á), â):

y(x) = (C1 + C2x)e
2x + C3e

�2x + e0x(C4 cos 2x+ C5 sin 2x):
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Ïðèìåð 2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y(5) � 10y(3) + 9y0 = 0:

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

�5 � 10�3 + 9� = 0;

�(�4 � 10�2 + 9) = 0:

Ðåøèì áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå, çàìåíèì �2 = t, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâ-

íåíèå

t2 � 10t+ 9 = 0;

ó êîòîðîãî êîðíè t1 = 9; t2 = 1.

�(�2 � 9)(�2 � 1) = 0;

�1 = 0; �2 = 3; �3 = �3; �4 = �1; �5 = 1:

Òîãäà ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä

y = C1e
0�x + C2e

3x + C3e
�3x + C4e

�x + C5e
x:

Ïðèìåð 3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y(4) + 2y00 + y = 0:

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

�4 + 2�2 + 1 = 0;

çàìåòèì, ÷òî îòíîñèòåëüíî � íàïèñàí ïîëíûé êâàäðàò (ìîæíî òàê æå ðå-

øèòü, êàê è áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå):

(�2 + 1)2 = 0;

�1;2 = �i;
îáà êîðíÿ êðàòíîñòè 2, ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä

y = e0�x((C1x+ C2) cos(x) + (C3x+ C4) sin(x)):

Ïðèìåð 4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y(5) + 8y(3) + 16y0 = 0:
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Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

�5 + 8�3 + 16� = 0;

�(�4 + 8�2 + 16) = 0:

Ðåøèì áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå, çàìåíèì �2 = t, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâ-

íåíèå

t2 + 8t+ 16 = 0;

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì

(t+ 4)2 = 0;

ñëåäîâàòåëüíî, �1 = 0, �2;3 = �2i êîðíè êðàòíîñòè 2. Ðåøåíèå ïðèìåò âèä

y = C1e
0�x + e0�x((C2x+ C3) cos(2x) + (C4x+ C5) sin(2x)):

8.12. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 19. Óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà äëÿ îäíîé íåèçâåñòíîé ôóíê-

öèè y íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî x ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìå-

åò âèä

L(p)y(x) = F (x); (8.12.1)

ãäå F (x) = f1(x)e
�1x + : : :+ fm(x)e

�mx � êâàçèìíîãî÷ëåí.

Òåîðåìà 6. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.12.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

y(x) = by(x) + ey(x);
ãäå ey(x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L(p)y(x) = 0.

I òèï íåîäíîðîäíîñòè â ïðàâîé ÷àñòè

F (x) = Pm(x)e
�x;

ãäå Pm(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, � � êîíñòàíòà.

II òèï íåîäíîðîäíîñòè â ïðàâîé ÷àñòè

F (x) = eax(Pm(x) cos bx+Qn(x) sin bx);

ãäå Pm(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, Qn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, a; b �

êîíñòàíòû.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.12.1) ñ ïåðâûì òèïîì íåîäíî-
ðîäíîñòè

1. Ðåøàåì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ðåøåíèå, ïðè ýòîì íàõîäèì

êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

2. à) ÷àñòíûé ñëó÷àé � íåðåçîíàíñíûé, ò. å. � 6= �i :

ŷ(x) = Qm(x)e
�x:

á) ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé, ò. å. � = �i , �i êðàòíîñòè k :

ŷ(x) = xkQm(x)e
�x;

ãäå Qm(x) � ìíîãî÷ëåí ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè òîé æå ñòå-

ïåíè, ÷òî è Pm(x).

Ïîäñòàâëÿåì ŷ(x) â èñõîäíîå óðàâíåíèå è íàõîäèì íåîïðåäåëåííûå êî-

ýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Qm(x).

3. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.12.1):

y(x) = by(x) + ey(x):
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.12.1) ñî âòîðûì òèïîì íåîäíî-

ðîäíîñòè
1. Ðåøàåì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ðåøåíèå, ïðè ýòîì íàõîäèì

êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

2. à) ÷àñòíûé ñëó÷àé � íåðåçîíàíñíûé, ò. å. � 6= �i , ãäå � = a� bi:

ŷ(x) = eax(Ml(x) cos bx+Nl(x) sin bx);

á) ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé, ò. å. � = �i , �i êðàòíîñòè k :

ŷ(x) = xkeax(Ml(x) cos bx+Nl(x) sin bx);

ãäå Ml(x), Nl(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòå-

ïåíè l = maxfm;ng.
Ïîäñòàâëÿåì ŷ(x) â èñõîäíîå óðàâíåíèå è íàõîäèì íåîïðåäåëåííûå êî-

ýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ Ml(x), Nl(x).

3. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.12.1):

y(x) = by(x) + ey(x):
Ïðèìåð 1. Íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y000 � 6y00 + 9y0 = xe3x + e3x cos 2x:

104



Ðåøåíèå. 1. Ðåøèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

óðàâíåíèå

�3 � 6�2 + 9� = 0; �
�
�2 � 6�+ 9

�
= 0:

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èëè òðè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ:

�1 = 0; �2 = �3 = 3:

Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

ey = C1e
0x + (C2 + C3x) e

3x = C1 + (C2 + C3x) e
3x:

2.1. Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y000 � 6y00 + 9y0 = xe3x:

P1 = x; � = 3 = �2 = �3;

ñëåäîâàòåëüíî, ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé.

Èñêàòü ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì â âèäå

ŷ1 = (Ax+B)x2e3x:

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ÷àñòíîå ðåøåíèå:

(ŷ)0 =
��
Ax3 +Bx2

�
e3x
�0
=
�
3Ax2 + 2Bx

�
e3x +

�
Ax3 +Bx2

�
3e3x =

= e3x
�
(3A+ 3B)x2 + 2Bx+ 3Ax3

�
;

(ŷ)00 =
��
(3A+ 3B)x2 + 2Bx+ 3Ax3

�
e3x
�0
=

= (6Ax+ 2B) e3x+3
�
3Ax2 + 2Bx

�
e3x+

�
3Ax2 + 2Bx

�
3e3x+9

�
Ax3 +Bx2

�
e3x =

= e3x
�
(12A+ 9B)x2 + (6A+ 8B)x+ 9Ax3 + 2B

�
;

(ŷ)000 = 3e3x
�
(12A+ 9B)x2 + (6A+ 8B)x+ 9Ax3 + 2B

�
+

+e3x
�
2(12A+ 9B)x+ 6A+ 8B + 27Ax2

�
:

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèå:

e3x((24A+18B)x+6A+8B+27Ax2+(36A+27B)x2+(18A+24B)x+27Ax3+6B�
�6(12A+9B)x2�6(6A+8B)x�54Ax3�12B+27Ax2+18Bx+27Ax3+27Bx2) = xe3x:

Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, âûïèñàâ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ x:

x3 : 27A� 54A+ 27A = 0;
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x2 : 27A+ 36A+ 27B � 72A� 54B + 27A+ 27B = 0;

x1 : 24A+ 18B + 18A+ 24B � 36A� 48B + 18B = 1;

x0 : 6A+ 8B + 6B � 12B = 0:

Ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé è íàéäåì êîýôôèöèåíòû A =
1

18
; B = � 1

18
;

ïîäñòàâèì â ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

ŷ1 =
(x� 1)x2e3x

18
:

2.2. Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y000 � 6y00 + 9y0 = e3x cos 2x:

� = 3; � = 2; � = 3 + 2i 6= �i;

ñëåäîâàòåëüíî, íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé.

Èñêàòü ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì â âèäå

ŷ2 = e3x (C cos 2x+D sin 2x) :

Àíàëîãè÷íî íàéäåì êîýôôèöèåíòû C = � 3

52
; D = � 1

26
è ïîäñòàâèì â

óðàâíåíèå

ŷ2 = e3x
�
� 3

52
cos 2x� 1

26
sin 2x

�
:

Ðåøåíèå èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàéäåì â âèäå ñóììû

ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è äâóõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ:

y = ey+ŷ1+ŷ2 = C1+(C2 + C3x) e
3x+

(x� 1)x2e3x

18
+e3x

�
� 3

52
cos 2x� 1

26
sin 2x

�
:
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Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîïðîâåðêè

Óïðàæíåíèå 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

1. ln cos ydx+ x tg ydy = 0.

2. x
p

1 + y2dx+ y
p
1 + x2dy = 0.

3. xdyp
1�y2

+ ydxp
1�x2 = 0.

4. yy0 = � 2x
cos y .

5. yy0 = �1�2x
y .

6. y0 +
q

1�y2
1�x2 = 0.

7.
�p

xy �px� dx+
�p

xy +
p
y
�
dy = 0.

Óïðàæíåíèå 2. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

1. 3ex tg ydx+ 1+ex

cos2 ydy = 0, y(0) = �
4
.

2. y
y0 = ln y , y(2) = 1.

3. y0 = 2x�y , y(�3) = �5.
4. dx

x(y�1)
+ dy

y(x+2)
= 0, y(1) = 1.

5. y0 sinx = y ln y , y(�
2
) = e.

6. sin y cosxdy = cos y sinxdx, y(0) = �
4
.

7. y0 = 1+y2

1+x2 , y(0) = 1.

8.
q

1+cos 2x
1+sin y + y0 = 0, y

�
�
4

�
= 0.

Óïðàæíåíèå 3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ:

1. xy + y2 = (2x2 + xy)y0 .

2. xy0 ln y
x = x+ y ln y

x .

3. xyy0 = y2 + 2x2 .
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4. y0 = y3

x3 � 2.

5. y0 = y
x + cos yx .

6. y0 = 2xy
x2�y2 .

7. xy0 � y =
p
x2 + y2 .

8. xy0 = y ln y
x .

9. y0 = y
x + e

y

x .

10. y0 = x+y
x�y .

Óïðàæíåíèå 4. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ:

1. xy0 � y = x tg y
x , y(1) =

�
2
.

2. y0 = 4 + y
x +

�
y
x

�2
, y(1) = 2.

3. xy0 = xe
y

x + y , y(1) = 0.

4. xy0 � y = x
arctg y

x

, y(1) = 0.

5. (y2 � 3x2)dy + 2xydx = 0, y(1) = 0.

6. y0 = y2�2xy�x2
y2+2xy�x2 , y(1) = �1.

7.
�
x4 + 6x2y2 + y4

�
dx+ 4xy

�
x2 + y2

�
dy = 0, y(1) = 0.

Óïðàæíåíèå 5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

1. y00 + y0 � 2y = 0.

2. 3y00 � 2y0 � 8y = 0.

3. y00 + 6y0 + 13y = 0.

4. y00 � 2y0 + y = 0.

5. y00 � 16y = 0.

6. y00 + 4y = 0.

7. 4y00 � 8y0 + 5y = 0.
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Óïðàæíåíèå 6. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

1. y00 � 4y0 + 3y = 0, y(0) = 6, y0(0) = 10.

2. y00 + 4y0 + 29y = 0, y(0) = 0, y0(0) = 10.

3. y00 � 4y0 = 0, y(0) = 3, y0(0) = 15.

4. 4y00 + 4y0 + y = 0, y(0) = 2, y0(0) = 0.

5. y00 + y0 = 0, y(0) = 5, y0(0) = 0.

6. y00 � 2y0 + y = 0, y(0) = �1, y0(0) = 2.

Óïðàæíåíèå 7. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ:

1. 2y00 + y0 � y = 2ex .

2. y00 � 7y0 + 6y = sinx.

3. y00 � 6y0 + 9y = 2x2 � x+ 3.

4. y00 � 2y0 + 2y = 2x.

5. y00 � 3y0 + 2y = ex cos x
2
.

6. y00 + 4y = e2x .

7. y00 + 2y0 + 5y = �17
2
cos 2x.

Óïðàæíåíèå 8. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ:

1. 4y00 + 16y0 + 15y = 4e�
3x
2 , y(0) = 3, y0(0) = �11

2
.

2. y00 � 2y0 + 10y = 10x2 + 18x+ 6, y(0) = 1, y0(0) = 16
5
.

3. y00 � y0 = 2(1� x), y(0) = 1, y0(0) = 1.

4. y00 � 2y0 = ex(x2 + x� 3), y(0) = 2, y0(0) = 2.

5. y00 + y + sin2x = 0, y(�) = 1, y0(�) = 1.
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