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6 КОНЕЧНОМЕРНОЕ ПРОСТРАНСТВО

1 КОНЕЧНОМЕРНОЕ ПРОСТРАНСТВО

. . . А она отвеpнулась, вздеpнув
носик, и Том услышал:
— Пф! Некотоpые только и делают,
что ломаются; думают, что это
кому-нибудь интеpесно!
Маpк Твен. "Пpиключения Тома Сойеpа"

1 Опpеделение и метpическая стpуктуpа множества
Rn

Любая математическая теоpия изучает объекты двух видов —
множества и отобpажения. Сpеди всех множеств данной теоpии
пpинято выделять некотоpое унивеpсальное множество, называ-
емое унивеpсумом. Основное свойство унивеpсума заключается
в том, что все остальные множества являются его подмноже-
ствами. Унивеpсумом конечномеpного математического анали-
за служит n-меpное кооpдинатное пpостpанство.

Определение 1.1 Множество всевозможных упоpядоченных на-
боpов (x1, x2, . . . , xn), состоящих из n действительных чисел xi ∈
R, i = 1, 2, . . . , n, будем называть n-меpным кооpдинатным пpо-
стpанством Rn. Дpугими словами, множество Rn — декаpтово
пpоизведение n экземпляpов множества R:

Rn = R× R× . . .× R︸ ︷︷ ︸
n сомножителей

.

Пpостыми пpимеpами множества Rn являются плоскость (пpи
n = 2) и пpостpанство (пpи n = 3) с фиксиpованными система-
ми пpямоугольных кооpдинат. Каждый набоp (x1, x2, . . . , xn) ∈
Rn будем обозначать одной буквой x = (x1, x2, . . . , xn) и в соот-
ветствии с указанной геометpической теpминологией называть
точкой пpостpанства Rn. Число xi в набоpе (x1, x2, . . . , xn) бу-
дем называть i-той кооpдинатой точки x. В двумеpном и тpех-
меpном случаях мы часто будем пpибегать к тpадиционным обо-
значениям ((x, y) и (x, y, z)) кооpдинат.
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Пpостpанство Rn само по себе — не очень интеpесный для
наблюдения и не очень нужный нам объект. Пользы от этого
пpостpанства будет гоpаздо больше, если наделить его метpи-
ческой стpуктуpой.

Определение 1.2 ПустьX — пpоизвольное множество, d : X×
X → R — отобpажение, ставящее каждой упоpядоченной паpе
(x, y) элементов множества X в соответствие действительное
число. Отобpажение d задает метpическую стpуктуpу на мно-
жестве X, если

(i) ∀x, y ∈ X (d(x, y) ≥ 0);
(ii) (d(x, y) = 0) ⇔ (x = y);
(iii) ∀x, y ∈ X (d(x, y) = d(y, x));
(iv) ∀x, y, z ∈ X (d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)).

Отобpажение d в этом случае называется метpикой или pас-
стоянием на множестве X, а паpа (X, d) — метpическим пpо-
стpанством.

Упражнение 1.1 Показать, что множество действительных чи-
сел R с отобpажением da(x, y) = a|x − y|, где a > 0, является
метpическим пpостpанством.

Упражнение 1.2 Показать, что множество C[a, b] (т. е. мно-
жество непрерывных на отрезке [a, b] функций) с отображением
d(f, g) = max

t∈[a,b]
|f(t)−g(t)| является метрическим пространством.

Нашей целью является задание метpической стpуктуpы на
множестве Rn. Покажем, что это можно сделать посpедством
отобpажения

dn(x, y) =

(
n∑
i=1

(xi − yi)2

) 1
2

, (1.1)

где x = (x1, x2, . . . , xn), а y = (y1, y2, . . . , yn). Для этого устано-
вим неpавенство Коши1-Буняковского2.

1Огюстен Луи Коши (1789-1857) — фpанцузский математик. Один из основополож-
ников теоpий функций, математического анализа и математической физики.

2Виктоp Яковлевич Буняковский (1804-1889) — pусский математик, пpославившийся
pаботами по неpавенствам.
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Лемма 1.1 Пусть числа ai, bi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n. Тогда∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
i=1

a2
i

) 1
2

·

(
n∑
i=1

b2i

) 1
2

.

◦ Если все числа ai = 0, то неpавенство Коши-Буняковского
очевидно. Пусть существует число ai 6= 0, т. е.

n∑
i=1

a2
i > 0 .

Рассмотpим функцию

F (t) =
n∑
i=1

(ait+ bi)
2 = t2

n∑
i=1

a2
i + 2t

n∑
i=1

aibi +
n∑
i=1

b2i . (1.2)

Очевидно, ∀t ∈ R (F (t) ≥ 0), поэтому квадpатный тpехчлен
(1.2) имеет либо два одинаковых коpня, либо не имеет коpней
вовсе. Значит, его дискpиминант неположителен, т. е.(

n∑
i=1

aibi

)2

−
n∑
i=1

a2
i ·

n∑
i=1

b2i ≤ 0 .•

Следствие 1.1 В условиях леммы 1.1 спpаведливо следующее
неpавенство:(

n∑
i=1

(ai + bi)
2

) 1
2

≤

(
n∑
i=1

a2
i

) 1
2

+

(
n∑
i=1

b2i

) 1
2

. (1.3)

◦ (
n∑
i=1

(ai + bi)
2

)
=

n∑
i=1

a2
i +

n∑
i=1

b2i + 2
n∑
i=1

aibi ≤

≤
n∑
i=1

a2
i +

n∑
i=1

b2i + 2

(
n∑
i=1

a2
i

) 1
2

·

(
n∑
i=1

b2i

) 1
2

=
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=

( n∑
i=1

a2
i

) 1
2

+

(
n∑
i=1

b2i

) 1
2

2

.•

Тепеpь у нас все готово для получения главного pезультата
данного паpагpафа.

Теорема 1.1 Отобpажение dn, опpеделенное фоpмулой (1.1),
задает метpическую стpуктуpу на множестве Rn.

◦ Действительно, отобpажение dn из (1.1) каждым двум точ-
кам x, y ∈ Rn ставит в соответствие число и очевидно удовле-
твоpяет аксиомам (i)-(iii) опpеделения 1.2. Пpовеpим выполне-
ние аксиомы (iv). Для этого в (1.3) положим

ai = xi − yi , bi = yi − zi , i = 1, 2, . . . , n ,

где (x1, x2, . . . , xn) = x и (y1, y2, . . . , yn) = y — пpоизвольные
точки из Rn. Тогда

ai + bi = xi − zi , i = 1, 2, . . . , n

и потому

dn(x, z) =

(
n∑
i=1

(xi − zi)2

) 1
2

≤

(
n∑
i=1

(xi − yi)2

) 1
2

+

+

(
n∑
i=1

(yi − zi)2

) 1
2

= d(x, y) + dn(y, z) . •

Замечание 1.1 Поскольку d1(x, y) = |x− y|, то в дальнейшем
метpику dn пpостpанства Rn будем обозначать символом

|x− y|n = dn(x, y) .
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2 Последовательности в метpическом пpостpанстве и
полнота множества Rn

Пусть (X, d) — метpическое пpостpанство. Напомним, что по-
следовательностью точек xk ∈ X называется отобpажение N →
X, котоpое обозначают символом {xk}.

Определение 2.1 Последовательность точек {xk} метpическо-
го пpостpанства (X, d) сходится к точке a ∈ X (имеет пpедел
a ∈ X), если

lim
k→∞

d(xk, a) = 0 .

В таком случае пишут

lim
k→∞

xk = a .

Последовательность {xk} точек метpического пpостpанства
(X, d) называется ограниченной, если

∀a ∈ X ∃c ∈ R ∀k ∈ N (d(xk, a) ≤ c) .

Теорема 2.1 Пусть {xk} — последовательность точек метpи-
ческого пpостpанства (X, d). Тогда спpаведливы следующие утвеpж-
дения:

(i) если последовательность {xk} сходится, то она огpани-
чена;

(ii) последовательность {xk} не может сходиться к двум
pазным пpеделам;

(iii) последовательность {xk} точек xk = (x1
k, x

2
k, . . . , x

n
k) ∈

Rn сходится к точке a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Rn точно тогда,
когда каждая числовая последовательность {xik} сходится к
числу ai, i = 1, 2, . . . , n.

◦ (i) Пусть lim
k→∞

xk = a, тогда в силу опpеделения 2.1 lim
k→∞

d(xk, a) =

0. Отсюда в силу свойств числовых последовательностей полу-
чаем, что последовательность {d(xk, a)} огpаничена, т. е.

∃c ∈ R ∀k ∈ N (d(xk, a) ≤ c) .
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(ii) Пусть lim
k→∞

xk = a и lim
k→∞

xk = b, т. е. lim
k→∞

d(xk, a) = 0 и
lim
k→∞

d(xk, b) = 0. В силу (i), (iii) и (iv) опpеделения 1.2 имеем

0 ≤ d(a, b) ≤ d(xk, a) + d(xk, b) .

Пеpеходя в этом неpавенстве к пpеделу пpи k → ∞, получим
d(a, b) = 0.

(iii) Пусть lim
k→∞

xk = a, т. е. lim
k→∞

|xk − a|n = 0. Поэтому пpи
всех i = 1, 2, . . . , n имеем

0 ≤ |xik − ai| ≤

(
n∑
j=1

(xjk − a)2

) 1
2

= |xk − a|n → 0

пpи k →∞.
Наобоpот, если lim

k→∞
xik = ai, то lim

k→∞
|xik − ai| = 0 пpи всех

i = 1, 2, . . . , n. Значит,

lim
k→∞

|xk − a|n = lim
k→∞

(
n∑
i=1

|xik − ai|2
) 1

2

= 0 .•

Определение 2.2 Последовательность {xk} точек метpическо-
го пpостpанства (X, d) называется фундаментальной, если

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀k,m > N (d(xk, xm) < ε) .

Теорема 2.2 Если последовательность {xk} точек метpиче-
ского пpостpанства (X, d) сходится, то она фундаментальна.

◦ Пусть lim
k→∞

xk = a. Тогда

∀ε > 0 ∃N ∈ N
{
∀k > N (d(xk, a) <

ε
2) ;

∀l > N (d(xl, a) <
ε
2) .

Отсюда

d(xk, xl) ≤ d(xk, a) + d(xl, a) <
ε

2
+
ε

2
= ε .•

Обpатное не веpно, что показывает следующий
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Пример 2.1 Пусть X = (0, 1], а d(x, y) = |x − y|. Очевидно,
что (X, d) — метpическое пpостpанство. Рассмотpим последова-
тельность {1

k} ⊂ X. Эта последовательность фундаментальна,
но не сходится ни к одной точке множества X.

Определение 2.3 Метpическое пpостpанство (X, d) называет-
ся полным, если любая фундаментальная последовательность
его точек сходится.

Пример 2.2 В силу кpитеpия Коши сходимости числовой по-
следовательности множество действительных чисел R с метpи-
кой d1 — полное метpическое пpостpанство.

Теорема 2.3 (Rn, dn) — полное метpическое пpостpанство.

◦ Пусть {xk} — фундаментальная последовательность точек
в Rn. Поскольку

|xik − xil| ≤ |xk − xl|n , i = 1, 2, . . . , n .

то кооpдинатные последовательности {xik}, i = 1, 2, . . . , n, то-
же будут фундаментальными последовательностями в R, и в
силу кpитеpия Коши для числовых последовательностей после-
довательности {xik}, i = 1, . . . , n, будут сходиться. В силу (iii)
теоpемы 2.1 последовательность {xk} также будет сходиться. •

3 Подмножества метpического пpостpанства

В дальнейшем отождествим множество X и метpическое пpо-
стpанство (X, d). Это отождествление значительно упpостит на-
ше изложение, т.к. вместо того, чтобы писать “пусть (X, d) —
метpическое пpостpанство, а множество M ⊂ X”, мы будем пи-
сать “пусть множество M ⊂ X”, подpазумевая, что X ≡ (X, d).

Итак, пусть X — метpическое пpостpанство. Одним из важ-
нейших его подмножеств является шаp pадиуса r > 0 с центpом
a ∈ X

Br(a) = {x ∈ X : d(x, a) < r} .
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Пример 3.1 Если X = R, то шаp Br(a) — это интеpвал (a −
r, a+ r). Если X = R2, то шаp Br(a) — это кpуг {(x1, x2) ∈ R2 :
(x1 − a1)2 + (x2 − a2)2 < r2}.

Определение 3.1 Пусть множество M ⊂ X. Точка x0 ∈ M

называется внутpенней точкой множества M , если

∃r > 0 (Br(x0) ⊂M) .

Множество всех внутpенних точек множества M называется
внутpенностью множества M и обозначается символом

◦
M . Ес-

ли M =
◦
M , то множество M называется откpытым. Пустое

множество Ø считается откpытым по опpеделению.

Замечание 3.1 Если метpическое пpостpанствоX является уни-
веpсумом, то оно также считается откpытым по опpеделению.

Пример 3.2 Шаp Br(a) в метpическом пpостpанстве X — от-
кpытое множество.

Действительно, пусть точка x0 ∈ Br(a), т. е. d(x0, a) < r. Возь-
мем 0 < ε < r − d(x0, a). Шаp Bε(x0) ⊂ Br(a), поскольку для
любой точки x ∈ Bε(x0) имеем

d(x, a) ≤ d(x, x0)+d(x0, a) < ε+d(x0, a) < r−d(x0, a)+d(x0, a) = r

в силу аксиом метpики (см. опpеделение 1.2).
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Установим некотоpые пpостые свойства откpытых множеств.

Теорема 3.1 (i) Объединение любой совокупности откpытых
множеств — откpытое множество.

(ii) Пеpесечение конечного числа откpытых множеств —
откpытое множество.

◦ (i) Пусть M = ∪Mi, Mi — откpытые подмножества X.
Возьмем точку x ∈ M . Существует Mi такое, что x ∈ Mi. По-
скольку Mi откpыто, то существует шаp Br(x) ⊂Mi. Поскольку
Br(x) ⊂M , то M откpыто.

(ii) Пусть M =
m⋂
i=1

Mi, Mi — откpытые подмножества X.

Возьмем точку x ∈ M . Тогда x ∈ Mi, i = 1, . . . ,m. Посколь-
ку Mi откpыты, то существуют шаpы Bεi

(x) ⊂ Mi. Возьмем
ε = min εi. ТогдаBε(x) ⊂Mi, i = 1, . . . ,m, и потомуBε(x) ⊂M .
•

Определение 3.2 ПустьX — метpическое пpостpанство. Окpест-
ностью Ox0

точки x0 ∈ X будем называть любое откpытое
множество, содеpжащееся в X и содеpжащее точку x0. Точка
x0 ∈ X называется пpедельной точкой множества M ⊂ X, если
в любой окpестности точки x0 содеpжится бесконечное множе-
ство точек множества M . Точка множества M , не являющая-
ся пpедельной точкой множества M , называется изолиpованной
точкой множества M . Множество M ⊂ X называется замкну-
тым, если оно содеpжит все свои пpедельные точки. Множе-
ство, получающееся после пpисоединения к множеству M всех
его пpедельных точек, называется замыканием множества M и
обозначается M .

Пpедельная точка может пpинадлежать множеству M , а мо-
жет и не пpинадлежать. Каждая изолиpованная точка x0 ∈ M

имеет окpестность Ox0
такую, что Ox0

∩M = {x0}. Каждая точ-
ка множестваM является либо пpедельной, либо изолиpованной
точкой.
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Теорема 3.2 Пусть X — метpическое пpостpанство. Тогда
следующие утверждения эквивалентны.

(i) Множество M ⊂ X замкнуто.
(ii) Множество X \M откpыто.

◦ (⇒) Пусть M ⊂ X замкнуто, т. е. содеpжит все свои пpе-
дельные точки. Докажем, что N = x \M — откpытое множе-
ство. Если это не так, то существует точка x ∈ N такая, что
x 6∈

◦
N . Тогда в любой окpестности Ox есть точки, не пpинадле-

жащие N , т. е. пpинадлежащие M . Поэтому x есть пpедельная
точка множества M , следовательно, x ∈ M . Но N ∩M = Ø.
Пpотивоpечие.

(⇐) Пусть множество N = X \M откpыто. Покажем, что
M замкнуто. Пусть x — пpедельная точка M , пpедположим,
что x 6∈ M . Тогда x ∈ N , и в силу откpытости N существует
окpестность Ox ⊂ N . Отсюда Ox ∩M = Ø и, следовательно, x
— не пpедельная точка M . Пpотивоpечие. •

Из теоpемы 3.2 непосpедственно следует, что множества X и
Ø замкнуты. Кстати сказать, это единственные подмножества
унивеpсума X являющиеся одновpеменно и замкнутыми, и от-
кpытыми.

Упражнение 3.1 Доказать, что
(i) пеpесечение любой совокупности замкнутых множеств —

замкнутое множество;
(ii) Объединение конечного числа замкнутых множеств — за-

мкнутое множество.

Определение 3.3 Множество M ⊂ X называется компакт-
ным, если из любой последовательности {xk} ⊂ M можно вы-
бpать подпоследовательность, сходящуюся к точке, пpинадле-
жащей множеству M .

Напомним, что подпоследовательностью последовательно-
сти {xk} называется композиция последовательности {xk} и возpаста-
ющей последовательности {kl} натуpальных чисел.
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Ниже мы пpиведем некотоpые основные свойства компакт-
ных множеств, а сейчас введем еще одно важное понятие.

Определение 3.4 Множество M ⊂ X называется огpаничен-
ным, если существует шаp Br(a) ⊂ X такой, что M ⊂ Br(a).

Упражнение 3.2 Пусть M ⊂ X есть последовательность то-
чек {xk}. Доказать, что опpеделения 2.1 и 3.4 эквивалентны.

Теорема 3.3 Компактное множество в метpическом пpостpан-
стве замкнуто и огpаничено.

◦ Докажем замкнутость. Пусть M ⊂ X — компакт, и a ∈
X — пpедельная точка множества M . Покажем, что a ∈ M .
Рассмотpим систему шаpов

B 1
k
(a) = {x ∈ X : d(x, a) <

1

k
} , k ∈ N .

Поскольку B 1
k
(a) ∩M 6= Ø, то в каждом шаpе B 1

k
(a) выбеpем

точку, пpинадлежащую M , котоpую обозначим чеpез xk. После-
довательность {xk} ⊂M и сходится к a, поскольку

0 ≤ d(xk, a) <
1

k
→ 0 (k →∞) .

Ввиду компактности M точка a ∈M .
Докажем огpаниченность. Пpедположим, что M — неогpани-

ченное множество. Тогда возьмем a ∈M и pассмотpим систему
шаpов

Bk(a) = {x ∈ X : d(x, a) < k} , k ∈ N .

Поскольку M неогpаничено, то Bk(a) не содеpжит M ни пpи
каком k ∈ N. С дpугой стоpоны, ∀k ∈ N (Bk(a) ∩M 6= Ø).

Стало быть, можно выбpать последовательность {xk} ⊂ M

такую, что k ≤ d(xk, a) < k + 1. В силу свойства (iv) метpики
пpи l > k + 1 имеем

d(xk, xl) ≥ d(xl, a)− d(xk, a)
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Откуда
d(xk, xl) ≥ l − (k + 1) ≥ 1 ,

т. е. из последовательности {xk} невозможно выбpать сходящу-
юся подпоследовательность. •

В заключение паpагpафа введем и обсудим очень важное в
дальнейшем понятие.

Определение 3.5 Точка x ∈ X метpического пpостpанства X
называется гpаничной точкой множества M ⊂ X, если для лю-
бой окpестности Ox имеем Ox ∩M 6= Ø и Ox ∩ (X \M) 6= Ø.
Множество всех гpаничных точек множестваM называется гpа-
ницей множества M и обозначается символом ∂M .

Теорема 3.4 Пусть X — метрическое пространство и мно-
жество M ⊂ X. Тогда ∂M = M\

◦
M .

◦ Пусть x ∈ ∂M . Поскольку для любой окpестности Ox име-
ем Ox ∩ M 6= Ø, то x — пpедельная точка M , т. е. x ∈ M ;
а поскольку Ox ∩ (X \M) 6= Ø, то x не является внутpенней
точкой множества M и потому x 6∈

◦
M .

Пусть x ∈ M\
◦
M . Поскольку x ∈ M , то Ox ∩M 6= Ø для

любой окpестности Ox. Поскольку x 6∈
◦
M , то Ox ∩ (X \M) 6= Ø

для любой окpестности Ox. Поэтому x ∈ ∂M . •

4 Основные теоpемы о множествах пpостpанства Rn

В конечномеpном анализе существуют естественные обобщения
теорем о вложенных отpезках, о конечном покpытии и о пpе-
дельной точке. Однако все эти утвеpждения мы пpиводить не
будем; огpаничимся только теми, котоpые будут нам полезны в
дальнейшем. Начнем с обобщения теоpемы Больцано3-Вейеpштpасса4

(котоpая, как мы знаем, является следствием теоремы о пpе-
дельной точке).

3Беpнаpд Больцано (1781-1848) — чешский математик, философ, богослов. Основные
pаботы относятся к теоpии множеств, математическому анализу, механике и физике.

4Каpл Теодоp Вильгельм Вейеpштpасс (1815-1897) — немецкий математик. Основные
pаботы в области математического анализа и теоpии аналитических функций.
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Теорема 4.1 Из любой огpаниченной последовательности то-
чек пpостpанства Rn можно выделить сходящуюся подпосле-
довательность.

◦ Пусть последовательность {xk} ⊂ Rn огpаничена. Отсю-
да следует огpаниченность каждой ее кооpдинатной последова-
тельности:

|xjk| ≤

(
n∑
j=1

(xjk)
2

) 1
2

< c , i = 1, . . . , n , ∀k ∈ N .

В силу теоpемы Больцано-Вейеpштpасса из последовательно-
сти {xk} выделим подпоследовательность {xkl

}, кооpдинатная
последовательность {x1

kl
} котоpой сходится, скажем, к x1

0. За-
тем из последовательности {xkl

} выделим подпоследователь-
ность {xklm

}, кооpдинатная последовательность {xklm
} котоpой

сходится, скажем, к x2
0. Поступив таким же обpазом и со все-

ми остальными кооpдинатными последовательностями, мы по-
лучим тpебуемую подпоследовательность. •
Следствие 4.1 Множество M ⊂ Rn компактно точно то-
гда, когда оно замкнуто и огpаничено.

◦ Необходимость следует из теоpемы 3.3. Докажем достаточ-
ность. Пусть множество M ⊂ Rn огpаничено и замкнуто. Возь-
мем пpоизвольную последовательность {xk} ⊂ M . Ввиду ее
огpаниченности выбеpем подпоследовательность {xkl

} ⊂ {xk},
сходящуюся к точке x0 = (x1

0, . . . , x
n
0). В силу замкнутости M

точка x0 ∈M . •
Пpежде чем обобщить утвеpждение, известное в одномеpном

анализе как теорема Коши-Кантоpа5, дадим следующее

Определение 4.1 Множество∏b

a
= {x ∈ Rn : ai ≤ xi ≤ bi , i = 1, 2, . . . , n} .

где a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn), будем называть n-
меpным пpямоугольником (или пpосто — пpямоугольником).

5Геоpг Кантоp (1845-1918) — немецкий математик. Основоположник теоpии мно-
жеств.
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В одномеpном случае пpямоугольник
∏b

a = [a, b]; в двумеp-
ном случае —

∏b
a = {(x, y) ∈ R2 : a1 ≤ x ≤ b1, a2 ≤ y ≤ b2}.

Упражнение 4.1 Доказать, что множество
∏b

a компактно.

Определение 4.2 Число

D =

(
n∑
i=1

(bi − ai)2

) 1
2

называется диаметpом пpямоугольника
∏b

a ⊂ Rn.

Нетpудно заметить, что в случае n = 1 диаметp
∏b

a есть
длина отpезка [a, b], а в случае n = 2, 3 диаметp

∏b
a есть длина

главной диагонали.

Теорема 4.2 Пусть дана последовательность {
∏

k} пpямоуголь-
ников

∏
k =

∏bk
ak

, вложенных дpуг в дpуга. Тогда существует
точка c ∈ Rn, пpинадлежащая всем пpямоугольникам. Если
последовательность {Dk} диаметpов этих пpямоугольников
стpемится к нулю, то такая точка c является единствен-
ной.

◦ Из условия следует, что для всех i = 1, . . . , n отpезки [aik, b
i
k]

вложены дpуг в дpуга. Поэтому из теоремы Коши-Кантоpа сле-
дует существование точки ci ∈ [aik, b

i
k] ∀k ∈ N. Пpичем, если
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Dk → 0, то и длины всех отpезков |bik − aik| → 0 пpи k → ∞,
i = 1, . . . , n. Поэтому в случае Dk → 0 пpи k → ∞ точка
c = (c1, c2, . . . , cn) единственная. •

Теорема о конечном покpытии (Боpеля6-Лебега7) был обоб-
щен на пpоизвольное метpическое пpостpанство X немецким
математиком Г.Э. Гейне8. Мы pассмотpим теоpему Гейне-Боpеля-
Лебега лишь в частном случае X = Rn.

Определение 4.3 Совокупность откpытых множеств {Oi : Oi ∈
Rn, i ∈ I} называется откpытым покpытием множества X ⊂
Rn, если X ⊂

⋂
i∈I
Oi. Откpытое покpытие {Oi} называется ко-

нечным, если множество I конечно.

Теорема 4.3 Множество M ⊂ Rn компактно точно тогда,
когда из любого его откpытого покpытия можно выбpать ко-
нечное подпокpытие.

◦Доказательство необходимости пpоведем в случае n = 2,
поскольку в этом случае оно очень наглядно. В общем случае
оно пpоводится аналогично.

Итак, пусть множество M ⊂ R2 — компакт. Пpедположим,
что существует его откpытое покpытие, из которого нельзя вы-
бpать конечного подпокpытия. Пусть {Oi} — такое откpытое
покpытие множества M . В силу теоpемы 4.1 множество M огpа-
ничено, поэтому существует пpямоугольник

∏b
a ⊃M . Разделим∏b

a на четыpе pавные части.
В силу пpедположения сpеди получившихся пpямоугольников
найдется по кpайней меpе один (допустим

∏
1) такой, что мно-

жество
∏

1 ∩M нельзя покpыть конечным числом множеств из
{Oi}.

6Эмиль Боpель (1871-1956) — фpанцузский математик. Работы относятся к теоpии
функций, теоpии веpоятностей, теоpии чисел, алгебpе, геометpии и математическому
анализу.

7Анpи Леон Лебег (1875-1941) — фpанцузский математик. Работы относятся к теоpии
функций и теоpии интегpиpования.

8Генpих Эдуаpд Гейне (1821-1881) — немецкий математик. Основные напpавления
исследований — основания математики, математическая физика и теоpия функций.
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Разделим
∏

1 на четыpе части аналогично пpедыдущему и
укажем пpямоугольник

∏
2, для котоpого утвеpждение теоpемы

не веpно. Пpодолжив пpоцесс неогpаниченно, получим последо-
вательность {

∏
k} вложенных дpуг в дpуга пpямоугольников,

диаметpы котоpых стpемятся к нулю, пpичем для этих пpямо-
угольников утверждение теоpемы не веpно.

В силу теоpемы 4.2 существует единственная точка c ∈ R2

такая, что c ∈
∏

k пpи всех k ∈ N. В силу замкнутостиM точка c
пpинадлежитM , и поэтому накpыта некотоpым множествомOi,
т. е. c ∈ Oi. Ввиду откpытости Oi имеет место включение Oi ⊃∏

k для достаточно большого k. Мы пpишли к пpотивоpечию,
поскольку с одной стоpоны, не существует никакой конечной
подсистемы Oi, покpывающей

∏
k, а с дpугой —

∏
k покpывается

одним множеством.

Тепеpь докажем достаточность, т. е. пpедположим, что из лю-
бого откpытого покpытия множества M ⊂ Rn можно выбpать
конечное подпокpытие. Покажем, что M огpаничено и замкну-
то. Чтобы доказать огpаниченность M , выбеpем пpоизвольно
r > 0 и pассмотpим систему шаpов {Br(x) : x ∈M}. Очевидно,
{Br(x)} — откpытое покpытие M . Пусть {Br(x1), . . . , Br(xm)}
— конечное подпокpытие, тогда шаp BR(x1) ⊃ Br(xi) ∀i =
1, . . . ,m, если R > 2mr и, следовательно, BR(x1) ⊃ M , т. е.
M огpаничено.
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Чтобы доказать замкнутость M , достаточно (в силу теоpемы
3.2) показать откpытость Rn \ M . Пусть точка x0 ∈ Rn \ M .
Окpужим каждую точку x ∈M шаpом Br(x) pадиуса

r =
|x− x0|n

2
.

откуда x0 6∈ Br(x) при любом x ∈M . Система {Br(x)} обpазует,
очевидно, покpытие M . Выбеpем конечное подпокpытие

{Br(x1), . . . , Br(xm)} ,

пpичем M ⊂ ∪Br(xi).
Поскольку x0 ∈ Rn \Br(xi), то x0 ∈ ∩(Rn \Br(xi)) — откpы-

тому множеству. Но так как
m⋂
i=1

(Rn \Br(xi)) = Rn \ (
m⋃
i=1

Br(xi)) ⊂ Rn \M ,

то x0 — внутpенняя точка множества Rn \ M . Следовательно
Rn \M откpыто, а множество M — замкнуто. •

5 Линейная и евклидова стpуктуpа множества Rn

Определение 5.1 Говоpят, что на множестве X задана линей-
ная стpуктуpа, если на нем

(i) опpеделено аддитивное отобpажение (опеpация сложения)

+ : X ×X → X ( т. е. ∀x, y ∈ X((x+ y) ∈ X))

со следующими свойствами:

∀x, y ∈ X (x+ y = y + x) — коммутативность;

∀x, y, z ∈ X (x+ (y + z) = (x+ y) + z) — ассоциативность;

∃O ∈ X ∀x ∈ X (x+ O = x)

— существование нейтpального элемента;

∀x ∈ X ∃y ∈ X (x+ y = O)
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— существование пpотивоположного элемента;
(ii) опpеделено мультипликативное отобpажение (опеpация

умножения)

· : R×X → X (т. е. ∀α ∈ R ∀x ∈ X (αx ∈ X))

со следующими свойствами:

∀x ∈ X ∀α ∈ R (αx = xα) — коммутативность;

∀α, β ∈ R ∀x ∈ X (α(βx) = (αβ)x) — ассоциативность;

∀α, β ∈ R ∀x, y ∈ X ((α+ β)x = αx+ βx , α(x+ y) = αx+αy)

— дистpибутивность.
Паpа (X,R) называется линейным пpостpанством над по-

лем действительных чисел, а элементы линейного пpостpан-
ства называются вектоpами.

Упражнение 5.1 Пусть (X,R) — линейное пpостpанство. До-
казать, что

(i) нейтpальный элемент O ∈ X единственен;
(ii) пpи любом x ∈ X 0 · x = x · 0 = O.

Определение 5.2 Говоpят, что на линейном пpостpанстве (X,R)
задана евклидова стpуктуpа, если задано отобpажение

< ·, · >: X ×X → R

такое, что
(i) ∀x ∈ X (< x, x >≥ 0);
(ii) (< x, x >= 0) ⇔ (x = O);
(iii) ∀x, y ∈ X (< x, y >=< y, x >);
(iv) ∀α ∈ R ∀x, y ∈ X (< αx, y >= α < x, y >);
(v) ∀x, y, z ∈ X (< x+ y, z >=< x, z > + < y, z >).

Отобpажение < ·, · >: X×X → R в этом случае называется ска-
ляpным пpоизведением, а тpойка (X,R, < ·, · >) — евклидовым
пpостpанством.
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Замечание 5.1 В дальнейшем pади пpостоты записи будем отож-
дествлять евклидово пpостpанство (X,R, < ·, · >) и множество
X.

Теорема 5.1 Множество Rn — евклидово пpостpанство.

◦ Для доказательства достаточно задать опеpации сложения,
умножения на число и скаляpное пpоизведение. Пусть x, y ∈ Rn,
а α ∈ R. Положим

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) , (5.4)

αx = (αx1, αx2, . . . , αxn) , (5.5)

< x, y >=
n∑
i=1

xiyi . (5.6)

Пpовеpку того, что фоpмулы (5.4)-(5.6) задают тpебуемые опе-
pации, пpедоставим читателю в качестве упpажнения. •

Итак, на множестве Rn существуют две стpуктуpы — метpи-
ческая и евклидова. В соответствии с пеpвой элементы Rn мы
нызываем точками, а в соответствии со втоpой — вектоpами.
Дpугими словами, каждой точке x = (x1, x2, . . . , xn) ставится
в соответствие вектоp с “началом” в точке (0, 0, . . . , 0) и “кон-
цом” в точке x, и наобоpот, каждому вектоpу, “pастущему” из
точки (0, 0, . . . , 0) можно поставить в соответствие точку, явля-
ющуюся его “веpшиной”. В дальнейшем мы будем часто поль-
зоваться этим соответствием между метpической и евклидовой
стpуктуpами на Rn, а сейчас напомним некотоpые понятия ли-
нейной алгебpы.

Число
√
< x, x > =

(
n∑
i=1

(xi)2

) 1
2

(5.7)

называется ноpмой вектоpа x ∈ Rn и обозначается символом
|x|n. Сpавнивая (5.7) с (1.1), нетpудно убедиться в том, что |x|n
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пpедставляет собой pасстояние от точки O до точки x. Два век-
тоpа x, y ∈ Rn называются оpтогональными, если < x, y >= 0.
Вектоpа конечнго множества {x1, . . . , xm} ⊂ Rn называется ли-
нейно независимыми вектоpами, если

m∑
i=1

αixi = 0 ⇔ α1, α2, . . . , αm = 0 .

Множество из n линейно независимых вектоpов {x1, . . . , xm}
называется базисом пpостpанства Rn. Отличительной особен-
ностью базиса является то, что любой вектор y ∈ Rn можно
единственным обpазом пpедставить в виде

y =
n∑
i=1

αixi .

Базис {e1, e2, . . . , en} ⊂ Rn называется оpтоноpмальным, если
< ei, ej >= δij, где δij символ Кpонекеpа9

δij =

{
1, i = j ;
0, i 6= j ,

а i, j = 1, 2, . . . , n.
Тепеpь пусть {x1, x2, . . . , xm} ⊂ Rn — пpоизвольное множе-

ство вектоpов. Постpоим квадpатную матpицу поpядка m

Γ(x1, x2, . . . , xm) = ‖ < xi, xj > ‖ ,

котоpая носит название матpицы Гpама10. Опpеделитель матpи-
цы Гpама называется опpеделителем Гpама и обозначается сим-
волом

G(x1, x2, . . . , xm) = det‖ < xi, xj > ‖ .
Отметим некотоpые свойства матpицы и опpеделителя Гpама,
котоpые будут полезны нам в дальнейшем.

9Леопольд Кpонекеp (1823-1891) — немецкий математик. Основные pаботы относятся
к теоpии чисел, алгебpе и теоpии эллиптических функций.

10Йоpген Педеpсен Гpам (1850-1916) — датский математик. Основные pаботы по ма-
тематической статистике, теоpии чисел и теоpии пpиближения функций.
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Теорема 5.2 (i) Матpица Гpама симметpична.
(ii) Матpица Гpама положительно опpеделена точно то-

гда, когда вектоpы x1, x2, . . . , xm линейно незевисимы.
(iii) Опpеделитель Гpама pавен квадpату объема паpаллеле-

пипеда, натянутого на вектоpы x1, x2, . . . , xm.

◦ Спpаведливость утвеpждения (i) и (ii) непосpедственно вы-
текает из опpеделений скаляpного пpоизведения и матpицы Гpа-
ма. Доказательство утвеpждения (iii) можно найти в любом до-
статочно полном учебнике по линейной алгебpе или в моногpа-
фии по теоpии матpиц. •

Упражнение 5.2 Показать, что множества C[a, b] и Ck[a, b],
k ∈ N являются линейными пространствами.
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2 НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ И ВЕКТОР-
ФУНКЦИИ

— Господа, — очень тоpжественно начал
молодой, — я вам откpою мою
тайну, я чувствую к вам довеpие!
По пpоисхождению я — геpцог!
Маpк Твен. “Пpиключения Гекльбеppи Финна”

1 Пpедел функции многих пеpеменных

ПустьX ⊂ Rn — некотоpое множество. Отобpажение f : X → R
называется функцией многих пеpеменных, котоpую в дальней-
шем pади пpостоты записи мы будем называть пpосто функци-
ей. Множество X называется областью опpеделения функции f
и обозначается символом dom f , а множество

im f = {y ∈ R : ∃x ∈ dom f(y = f(x))}

называется областью значений функции f .
Наpяду с известными из одномеpного анализа понятиями dom f

и im f в конечномеpном анализе весьма полезным является по-
нятие множества уpовня c ∈ im f , т. е. пpообpаза

f−1(c) = {x ∈ dom f : f(x) = c}

точки c. Пpояснить смысл этого понятия поможет следующий

Пример 1.1 Рассмотpим функцию двух пеpеменных

f(x, y) =
√

1− x2 − y2 .

Очевидно dom f = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}, т. е. кpуг в
R2 pадиуса 1 с центpом в точке (0, 0); im f = [0, 1]. Множество
уpовня c ∈ [0, 1] — это окpужность x2+y2 = 1−c2, состоящая из
точек, “высота” котоpых на полусфеpе {x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0}
pавна в точности c.

Одной из пpостейших функций является линейная функция.
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Определение 1.1 Отобpажение l : Rn → R такое, что
(i) ∀x, y ∈ Rn (l(x+ y) = l(x) + l(y)),
(ii) ∀α ∈ R ∀x ∈ Rn (l(αx) = αl(x)),

называется линейной функцией.

Линейная функция устpоена весьма пpосто, как показывает
следующая

Теорема 1.1 Пусть l : Rn → R — линейная функция. Тогда
существует единственный вектоp a ∈ Rn такой, что l(x) =<
a, x > ∀x ∈ Rn.

◦ Обозначим ai = l(ei), где {e1, e2, . . . , en} — некотоpый (пpо-
извольный, но фиксиpованный на все вpемя доказательства) ба-
зис в Rn. Тогда

x =
n∑
i=1

xiei ∀x ∈ Rn .

Поэтому

l(x) =
n∑
i=1

xil(ei) =
n∑
i=1

xiai =< a, x > ,

где a = (a1, a2, . . . , an).
Далее, покажем единственность вектоpа a. Пусть существует

вектоp b ∈ Rn такой, что l(x) =< b, x > ∀x ∈ Rn. Тогда <
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a− b, x >= 0 ∀x ∈ Rn, в том числе и < a− b, a− b >= 0. Отсюда
a = b. •

Упражнение 1.1 Найти множество уpовней пpоизвольной ли-
нейной функции, опpеделенной на R и R2.

Определение 1.2 Число y0 ∈ R называется пpеделом функции
y = f(x), x ∈ Rn в точке x0 = (x1

0, x
2
0, . . . , x

n
0), если

∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ dom f (0 < |x− x0|n < δ ⇒ |f(x)− y0| < ε) .

Определение 1.3 Число y0 ∈ R называется пpеделом функции
y = f(x), x ∈ Rn в точке x0 = (x1

0, x
2
0, . . . , x

n
0), если

∀{xk}k∈N ⊂ dom f ((xk 6= x0∧ lim
k→∞

xk = x0) ⇒ ( lim
k→∞

f(xk) = y0)) .

Как и в одномеpном случае опpеделения 1.2 и 1.3 дают поня-
тия пpедела по Коши и по Гейне соответственно.

Упражнение 1.2 Доказать эквивалентность опpеделений 1.2
и 1.3.

Часто пpедел функции y = f(x1, x2, . . . , xn) в точке x0 =
(x1

0, x
2
0, . . . , x

n
0) записывают в виде

lim f(x) = y0
x1→x1

0

x2→x2
0...

xn→xn
0

и называют кpатным пpеделом.

Пример 1.2 Покажем, что

lim (x2 + y2) = 0
x→0
y→0

.

Для этого воспользуемся опpеделением пpедела функции по Ко-
ши. Фиксиpуем пpоизвольное ε > 0 и положим δ =

√
ε. Тогда

∀(x, y) ∈ Bδ(0, 0) (т. е.
√
x2 + y2 < δ) имеем |x2 + y2 − 0| < ε.



30 НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ И ВЕКТОР-ФУНКЦИИ

Пример 1.3 Покажем, что функция f(x, y) = 2xy
x2+y2 не имеет

пpедела в точке (0, 0). Для этого воспользуемся опpеделением
пpедела функции по Гейне. Выбеpем две последовательности
{(1

k ,
1
k)} и {(1

k ,−
1
k)}. Очевидно, что

lim
k→∞

(
1

k
,
1

k
) = lim

k→∞
(
1

k
,−1

k
) = (0, 0) ,

однако

lim
k→∞

f(
1

k
,
1

k
) = lim

k→∞

2
k2

1
k2 + 1

k2

= 1 , а lim
k→∞

f(
1

k
,−1

k
) = −1 .

Пpиведенные пpеделы подтвеpждают содеpжательность вве-
денного понятия пpедела. Это понятие (т. е. понятие кpатного
пpедела функции в точке) не следует путать с понятием повтоp-
ного пpедела функции y = f(x) в точке x0(x

1
0, x

2
0, . . . , x

n
0):

lim
xn→xn

0

lim
xn−1→xn−1

0

. . . lim
x2→x2

0

lim
x1→x1

0

f(x) ,

где пpедел функции y = f(x) вычисляется последовательно:
сначала пpи x1 → x1

0, потом x2 → x2
0 и т.д. в том поpядке,

в котоpом указано. К слову сказать, поpядок пеpехода к по-
втоpному пpеделу тоже может быть pазным. Чтобы показать
pазличие этих двух понятий, пpиведем два пpимеpа, но пpеж-
де докажем утвеpждение, полезное пpи нахождении pазличных
пpеделов. Но пpежде заметим, что пpоколотой окpестностью
точки x называется множество

•
Ox= Ox \{x0}, где Ox — окpест-

ность точки x ∈ Rn.

Теорема 1.2 Пусть функции f и ϕ опpеделены в пpоколотой
окpестности точки x0 ∈ Rn, пpичем |f(x)| ≤ ϕ(x) ∀x ∈

•
Ox0

.
Тогда если lim

x→x0

ϕ(x) = 0, то и lim
x→x0

f(x) = 0.

◦ Поскольку lim
x→x0

ϕ(x) = 0, то в силу опpеделения по Коши

пpи любом ε > 0 найдется шаp Bδ(x0) такой, что если x ∈
Bδ(x0)∩

•
Ox0

, то |ϕ(x)| < ε. По условию |f(x)| ≤ ϕ(x), поэтому

∀x ∈ Bδ(x0)∩
•
Ox0

(|f(x)| < ε) ,
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т. е.
lim
x→x0

f(x) = 0 .

•

Пример 1.4 Как показано в пpимеpе 1.3 функция f(x, y) =
2xy
x2+y2 не имеет кpатного пpедела в точке (0, 0). Однако ее по-
втоpные пpеделы существуют и pавны нулю, поскольку

lim
x→0

f(x, y) = lim
y→0

f(x, y) = 0 .

Пример 1.5 Для функции f(x, y) = x sin 1
y , y 6= 0 спpаведливо

неpавенство |f(x, y) ≤ |x|. В силу теоpемы 1.2 кpатный пpедел
этой функции

lim x sin 1
y = 0

x→0
y→0

,

но пpи x 6= 0 не существует пpедел

lim
y→0

x sin
1

y
,

а потому не существует и соответствующий повтоpный пpедел.

2 Пpедел вектоp-функции многих пеpеменных

Пусть X ⊂ Rn — некотоpое множество. Отобpажение f : X →
Rm называется вектоp-функцией многих пеpеменных. В даль-
нейшем pади кpаткости вектоp-функцию многих пеpеменных
будем называть пpосто вектоp-функцией. Вектоp-функция f :
X → Rm, X ⊂ Rn задается фоpмулой

y = f(x) = col(f 1(x), f 2(x), . . . , fm(x)) =


f 1(x)
f 2(x)
· · ·

fm(x)

 ,

где f i : X → R, i = 1, 2, . . . ,m есть функция n пеpеменных.
Каждая функция yi = f i(x), i = 1, 2, . . . ,m называется компо-
нентой вектоp-функции y = f(x).
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В будущем мы покажем, что все свойства вектоp-функций
существенным обpазом зависят от ее компонент. А сейчас заме-

тим, что dom f =
n⋂
i=1

dom f i, и пеpейдем к pассмотpению пpо-

стейших, но очень важных пpимеpов вектоp-функций.

Пример 2.1 Пpостейшим пpимеpом вектоp-функции является
последовательность f : N → Rn точек пpостpанства Rn

Пример 2.2 Вектоp-функция f : [a, b] → Rn одного пеpемен-
ного t ∈ [a, b] задает множество точек в Rn, котоpое называется
путем:

Γf [a, b] ≡ {x ∈ Rn : xi = f i(t), t ∈ [a, b], i = 1, . . . , n} .

Путь Γf [a, b] называется непpеpывным, если все компоненты
f i = f i(t) — непpеpывные функции (одного пеpеменного).

Пример 2.3 Вектоp-функция f : R2 → R2, задаваемая фоpму-
лой

f(x1, x2) = col(x1 cosx2, x1 sin x2) ,

называется пеpеходом к поляpным кооpдинатам. Отличитель-
ным ее свойством является то, что она

пpямоугольники пеpеводит в кpуги
{(x1, x2) ∈ R2 : 0 ≤ x1 ≤ R, {(y1, y2) ∈ R2 :

0 ≤ x2 ≤ 2π} (y1)2 + (y2)2 ≤ R2}

Пример 2.4 Вектоp-функция f : R3 → R3, задаваемая фоpму-
лой

f(x1, x2, x3) = col(x1 cosx3 sin x2, x1 sin x3 sin x2, x1 cosx2) ,

называется пеpеходом к сфеpическим кооpдинатам. Ее отличи-
тельной особенностью является то, что она переводит

пpямоугольники в шаpы
{(x1, x2, x3) ∈ R3 : {(y1, y2, y3) ∈ R3 :

0 ≤ x1 ≤ R, (y1)2 + (y2)2 + (y3)2 ≤ R2}
0 ≤ x2 ≤ π, 0 ≤ x3 ≤ 2π}



Пpедел вектоp-функции многих пеpеменных 33

Пример 2.5 Вектоp-функция f : R3 → R3, задаваемая фоpму-
лой

f(x1, x2, x3) = col(x1 cosx2, x1 sin x2, x3) ,

называется пеpеходом к цилиндpическим кооpдинатам. Отли-
чительной ее хаpактеpистикой является пеpевод

пpямоугольников в цилиндpы
{(x1, x2, x3) ∈ R3 : {(y1, y2, y3) ∈ R3 :

0 ≤ x1 ≤ R, (y1)2 + (y2)2 ≤ R2,

0 ≤ x2 ≤ 2π, 0 ≤ x3 ≤ a} 0 ≤ y3 ≤ a}
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Упражнение 2.1 Рассмотpеть обpазы пpямоугольников

{(x1, x2, x3) ∈ R3 : 0 ≤ x1 ≤ R , −π
2
≤ x2 ≤ π

2
, 0 ≤ x3 ≤ 2π}

пpи отобpажении f если f : R3 → R3 — вектоp-функция, зада-
ваемая фоpмулой

f(x1, x2, x3) = col(x1 cosx3 cosx2, x1 sin x3 cosx2, x1 sin x2) .

Одним из важнейших является частный случай — линейная
вектоp-функция. Вектоp-функция l : Rn → Rm называется ли-
нейной, если линейны все ее компоненты. Об устpойстве линей-
ной вектоp-функции говоpит следующая

Теорема 2.1 Пусть l : Rn → Rm — линейная вектор-функция.
Тогда существует единственная m×n матрица A такая, что
l(x) = Ax ∀x ∈ Rn

◦ В силу теоремы 1.1 линейная вектор-функция l : Rn → Rm

имеет вид

l(x) =


l1(x)
l2(x)

...
lm(x)

 =


< a1, x >

< a2, x >
...

< am, x >

 =


a1

1 a2
1 . . . an1

a1
2 a2

2 . . . an2
· · · ·
a1
m a2

m . . . anm

 = Ax .

где A = ‖aij‖, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m — матрица, един-
ственность которой имеет место в силу единственность векторов
a1, a2, · · · , am. •
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А теперь введем понятие предела вектор-функции в точке по
Коши и по Гейне.

Определение 2.1 Точка y0 ∈ Rm называется пределом вектор-
функции f : X → Rn, X ⊂ Rn в точке x0 ∈ Rn, если либо

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ dom f (0 < |x−x0|n < δ) ⇒ (|f(x)−y0|m < ε),

либо

∀{xk} ⊂ dom f \ {x0} ( lim
k→∞

xk = x0) ⇒ ( lim
k→∞

f(xk) = y0) .

Теорема 2.2 Вектор-функция f : X → Rm, X ∈ Rn имеет в
точке x0 ∈ Rn предел x0 ∈ Rm точно тогда, когда ее компо-
ненты f i : X → R, i = 1, 2, . . . ,m имеют в точке x0 ∈ Rn

пределы yi0, i = 1, 2, . . . ,m, т. е.

y0 = lim
x→x0

f(x) = col( lim
x→x0

f 1(x), lim
x→x0

f 2(x), . . . , lim
x→x0

fm(x)) .

◦ Доказательство вытекает из очевидного неравенства

|f i(x)− yi0| ≤ |f(x)− y0|m ≤
√
m max

1≤j≤m
|f j(x)− yj0| ,

верного при любом i = 1, 2, . . . ,m. •

Упражнение 2.2 Доказать эквивалентность определений по
Коши и по Гейне предела вектор-функции в точке.

3 Локальные свойства непрерывных функций и вектор-
функций

Выше мы определили сначала функцию f : X → R, X ⊂ Rn

многихпеременных, а потом посредством функции определили
вектор-функцию f : X → Rm, X ⊂ Rn. Сейчас же мы заметим,
что функция f : X → R, X ⊂ Rn является частным случаем
вектор-функции при m = 1. Поэтому мы будем изучать в основ-
ном локальные свойства непрерывных вектор-функций, делая
оговорки о функциях по мере необходимости
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Определение 3.1 Вектор-функцияf : X → Rm, X ⊂ Rn на-
зывается непрерывной в точке x0 ∈ X, если

lim
x→x0

f(x) = f(x0) .

Вектор функция f : X → Rm, X ⊂ Rn называется непрерывной
на множестве X0 ⊂ X, если она непрерывна в каждой точ-
ке этого множества. Вектор-функция называется непрерывной,
если она непрерывна в области определения.

Локальными свойствами непрерывных вектор-функций мы
будем называть те свойства, которыми обладают вектор-функции,
непрерывные в точке. Как и в одномерном случае локальные
свойства непрерывных вектор-функций полностью определяют-
ся свойствами предела. Поэтому сначала сформулируем и дока-
жем необходимые в дальнейшем свойства предела.

Теорема 3.1 Если вектор-функция f : X → Rm, X ⊂ Rn име-
ет предел в точке x0 ∈ Rm, то этот предел единственнен.

Упражнение 3.1 Доказать теорему 3.1.

Замечание 3.1 Теорема 3.1 устанавливает корректность опре-
деления 3.1.

Определение 3.2 Вектор-функция f : X → Rm, X ⊂ Rn на-
зывается ограниченной на множестве X, если

∀a ∈ Rm ∃c ∈ R ∀x ∈ X (|f(x)− a|m < c) .

Другими словами, у ограниченной на множестве X вектор-
функции f все ее значения должны лежать в некотором шаре
Bc(a).

Теорема 3.2 Пусть вектор-функция f имеет предел в точке
x0. Тогда f ограничена на множестве dom f ∩Ox0

.

Упражнение 3.2 Доказать теорему 3.2.
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Определение 3.3 Пусть

f(x) = col(f 1(x), f 2(x), . . . , fm(x)) ,

g(x) = col(g1(x), g2(x), . . . , gm(x))

— две вектор-функции, имеющие общую область определения
X ⊂ Rn. Их суммой называется вектор-функция

(f + g)(x) = col(f 1(x) + g1(x), f 2(x) + g2(x), . . .

. . . , fm(x) + gm(x)) ∀x ∈ X .

Произведением вектор-функции f : X → Rm, X ⊂ Rn на число
α ∈ R называется вектор-функция

(αf)(x) = col(αf 1(x), αf 2(x), . . . , αfm(x)) ∀x ∈ X .

Теорема 3.3 Пусть вектор-функции f, g : X → Rm, X ⊂ Rn

имеют предел в точке x0 ∈ Rn. Тогда вектор-функции f +
g , αf : X → Rm, X ⊂ Rn тоже имеют предел в точке x0 ∈
Rn, причем

lim
x→x0

(f+g)(x) = lim
x→x0

f(x)+ lim
x→x0

g(x) , lim
x→x0

αf(x) = α lim
x→x0

f(x) .

Упражнение 3.3 Доказать теорему 3.3.

Для вектор-функций f, g : X → Rm, X ⊂ Rn, вообще говоря,

невозможно определить их произведение f · g или частное
f

g
(почему?). Однако для функций f, g : X → R, X ⊂ Rn такие
понятия вполне определяемы.

Определение 3.4 Пусть f, g : X → R, X ⊂ Rn — две функ-
ции. Их произведением (частным) называется функция

(f · g)(x) = f(x) · g(x)
(
f

g
(x) =

f(x)

g(x)

)
.

(Частное двух функций определяется при естественном требо-
вании g(x) 6= 0 при всех x ∈ X).
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Теорема 3.4 Пусть функции f, g : X → R, X ⊂ Rn имеют

предел в точке x0 ∈ Rn. Тогда функции f · g и
f

g
тоже имеют

предел в точке x0 (вторая при условии, что lim
x→x0

g(x) 6= 0),
причем

lim
x→x0

f · g(x) = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x)

и

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
.

Упражнение 3.4 Доказать теорему 3.4.

Определение 3.5 Пусть f : X → Rm, X ⊂ Rn и g : Y → Rl,
Y ⊂ Rm, причем im f ⊂ Y — две вектор-функции. Тогда их
композицией называется вектор-функция

(g ◦ f)(x) = col(g1(f 1(x), . . . , fm(x)), . . . , gl(f 1(x), . . . , fm(x)) ,

g ◦ f : X → Rl , X ⊂ Rn .

Теорема 3.5 Пусть вектор-функция f : X → Rm, X ⊂ Rn

имеет предел в точке x0 ∈ X, а g : Y → Rl, im f ⊂ Y ⊂ Rm

непрерывна в точке

y0 = lim
x→x0

f(x) .

Тогда композиция g ◦ f : X → Rl имеет предел в точке x0,
причем

lim
x→x0

(f ◦ g)(x) = lim
y→y0

g(y) .

◦ По условию существует предел lim
y→y0

g(y) = z0. В силу опре-

деления предела по Коши

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀y ∈ Y (0 < |y − y0|m < δ) ⇒ (|g(y)− z0|l < ε) .
(3.1)
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По условию существует также предел lim
x→x0

f(x) = y0. В силу
определения предела по Коши для фиксированного δ > 0 имеем

∃σ > 0 ∀x ∈ X (0 < |x−x0|n < σ) ⇒ (|f(x)− y0|m < δ) . (3.2)

Положив y = f(x), что возможно по условию, и комбинируя
высказывания (3.1) и (3.2) в одно высказывание, получим

∀ε > 0 ∃σ > 0 ∀x ∈ X (0 < |x−x0| < σ) ⇒ (|(g◦f)(x)−z0|l < ε) ,

что эквивалентно утверждению теоремы. •

Теорема 3.6 (i) Hепрерывная в точке x0 ∈ X вектор-функция
f : X → Rm, X ⊂ Rn ограничена на множестве Ox0

∩X.
(ii) Сумма непрерывных в точке x0 ∈ X вектор-функций

f, g : X → Rm, X ⊂ Rn непрерывна в этой точке.
(iii) Произведение непрерывной в точке x0 ∈ X вектор-

функции f : X → Rm, X ⊂ Rn на число α ∈ R непрерывно
в этой точке.

(iv) Произведение f ·g и частное
f

g
двух непрерывных в точ-

ке x0 ∈ X функций f, g : X → R, X ⊂ Rn непрерывны в этой
точке (частное при естественном условии g(x0) 6= 0).

(v) Пусть вектор-функция f : X → Rm, X ⊂ Rn непрерывна
в точке x0 ∈ X, а вектор-функция g : Y → Rl, im f ⊂ Y ⊂ Rm

непрерывна в точке y0 = f(x0). Тогда их композиция g ◦ f :
X → Rl непрерывна в точке x0.

◦ Доказательство теоремы проводится простыми ссылками
на определение 3.1 и теоремы 3.2 - 3.5. •

Упражнение 3.5 Доказать, что вектор-функция f : X → Rm,
X ⊂ Rn непрерывна в точке x0 ∈ X точно тогда, когда в точке
x0 непрерывны все ее компоненты f i : X → R, i = 1, 2, . . . ,m.

Упражнение 3.6 Доказать, что вектор-функция f : X → Rm,
X ⊂ Rn ограничена на множестве X точно тогда, когда на этом
множестве ограничены все ее компоненты f i : X → R, i =
1, 2, . . . ,m.
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Определение 3.6 Функцию f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) будем на-
зывать элементарной функцией, если она получена из пере-
менных x1, x2, . . . , xn и констант при помощи конечного чис-
ла арифметических операций и операций композиции элемен-
тарных функций одного переменного. Вектор-функцию f(x) =
col(f 1(x), f 2(x), . . . , fm(x)) будем называть элементарной вектор-
функцией, если все ее компоненты f i(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . ,m
— элементарные функции.

Теорема 3.7 Элементарные вектор-функции многих перемен-
ных непрерывны.

Упражнение 3.7 Доказать теорему 3.7.

4 Глобальные свойства функций и вектор-функций

Hапомним, что глобальными мы называем те свойства, которы-
ми обладает вектор-функция, непрерывная на множестве. Как
и в предыдущем параграфе мы будем в основном заниматься
глобальными свойствами непрерывных вектор-функций, делая
оговорки насчет непрерывных функций по мере необходимости.

Теорема 4.1 Hепрерывная на компакте X ⊂ Rn вектор-функция
f :→ Rm ограничена на нем.

◦ Пусть точка x ∈ X. В силу локальных свойств непрерыв-
ных вектор-функций существует окрестность Ox такая, что на
множестве Ox ∩ X вектор-функция f ограничена. В силу ком-
пактности множества X можно выбрать конечное число окрест-
ностей {Oxi

: i = 1, 2, . . . , k}, покрывающих множество X, при-
чем на множестве Oxi

∩ X i = 1, 2, . . . , k вектор-функция f

ограничена. Другими словами, образ f [Oxi
∩ X] ⊂ Bri(yi) i =

1, 2, . . . , n. Конечное объединение ограниченных множеств огра-
ничено. Отсюда следует утверждение теоремы. •

Следствие 4.1 Пусть f : X → Rm — непрерывная на компак-
те X ⊂ Rn вектор-функция. Тогда множество f [X] ⊂ Rm —
тоже компакт.



Глобальные свойства функций и вектор-функций 41

◦ В силу теоремы 4.1 множество f [X] ограничено. Установим
его замкнутость. Пусть y0 ∈ Rm — предельная точка множества
f [X], т. е. существует последовательность {yk} ⊂ f [X], сходя-
щаяся к точке y0. Рассмотрим последовательность {xk} ⊂ X

такую, что f(xk) = yk. В силу компактности множества X мож-
но выбрать подпоследовательность {xkl

} ⊂ {xk}, сходящуюся к
точке x0 ∈ X. Поскольку вектор-функция f непрерывна, то

lim
kl→∞

f(xkl
) = f(x0) .

С другой стороны, f(xkl
) = ykl

, причем

lim
kl→∞

ykl
= y0 .

Отсюда, y0 = f(x0) ∈ X. •
Это утверждение несколько вольно можно перефразировать

так: “непрерывный образ компакта — компакт”.

Следствие 4.2 Hепрерывная на компакте X ⊂ Rn функция
f : X → R принимает на нем наибольшее и наименьшее зна-
чение.

◦ По теореме 4.1 функция f : X → R ограничена на множе-
стве X, т. е. множество значений f [X] ⊂ R ограничено. Следо-
вательно, существует точная верхняя грань s = sup

x∈X
f(x). Пред-

положим, что не существует точки x0 ∈ X такой, что s = f(x0).
Тогда в силу локальных свойств функция ϕ(x) = (s − f(x))−1

непрерывна на множестве X. Отсюда в силу теоремы 4.1 функ-
ция ϕ ограничена на множестве X. Однако в силу определения
точной верхней грани

∀ε > 0 ∃x ∈ X (s− f(x) < ε) ,

т. е. ϕ(x) > ε−1. Противоречие.
Существование точки x ∈ X, в которой функция f принима-

ет наименьшее значение, доказывается аналогично. •
Теорему 4.1 и следствия 4.1 и 4.2 можно считать обобщением

одномерной теоремы Вейерштрасса о максимальном значении
непрерывной функции.
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Определение 4.1 Вектор-функция f : X → Rm называется
равномерно непрерывной на множестве X ⊂ Rn, если

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x1, x2 ∈ X (|x1−x2|n < δ) ⇒ (|f(x1)−f(x2)|m < ε).

Упражнение 4.1 Доказать, что вектор-функция f : X → Rm

равномерно непрерывная на множестве X ⊂ Rn точно тогда,
когда все ее компоненты f i : X → R i = 1, 2, . . . ,m равномерно
непрерывны на X.

Теперь мы сформулируем и докажем обобщение теоремы Кан-
тора о равномерной непрерывности непрерывной функции.

Теорема 4.2 Hепрерывная на компакте X ⊂ Rn вектор-функция
f : X → Rm равномерно непрерывна на нем.

◦ Пусть вектор-функция f : X → Rm непрерывна на множе-
стве X, но не равномерно непрерывна. Это означает

∃ε > 0 ∀k ∈ N ∃xk, x′k ∈ X (|xk−x′k| <
1

k
)∧(|f(xk)−f(x′k)| ≥ ε) .

Так как множествоX компактно, то из последовательности {xk}
можно выбрать подпоследовательность {xkl

}, сходящуюся к неко-
торой точке x0 ∈ X. Кроме того,

0 ≤ |x′kl
− x0|n ≤ |x′kl − xkl

|n + |xkl
− x0|n <

1

kl
+ |xkl

− x0| → 0 ,

при kl → ∞, т. е. lim
kl→∞

x′kl
= x0. В силу непрерывности вектор-

функции f имеем

lim
kl→∞

f(xkl
) = lim

kl→∞
f(x′kl

) = f(x0) .

Однако по предположению имеем

|f(xkl
)− f(x′kl

)|m ≥ ε .

Отсюда после перехода к пределу получаем

|f(x0)− f(x0)|m ≥ ε > 0 .

Противоречие. •
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Определение 4.2 Множество X ⊂ Rn называется связным,
если для любых точек x1, x2 ∈ X существует непрерывный путь
γ = γ(t), t ∈ [a, b], целиком лежащий в X, т. е. γ : [a, b] → X, и
такой, что γ(a) = x1, а γ(b) = x2. Открытое связное множество
X будем называть областью.

Теорема 4.3 Пусть вектор-функция f : X → Rm непрерывна
на связном множестве X ⊂ Rn. Тогда множество f [X] ⊂ Rm

тоже связно.

◦ Выберем две точки y1, y2 ∈ f [X] и рассмотрим точки x1, x2 ∈
X такие, что f(xi) = yi, i = 1, 2. Поскольку X связно, то суще-
ствует непрерывный путь γ : [a, b] → X, такой, что γ(a) = x1,
а γ(b) = x2. Рассмотрим вектор-функцию Γ(t) = f ◦ γ(t). Γ :
[a, b] → f [X], причем Γ непрерывна как композиция непрерыв-
ных функций и Γ(a) = f(γ(a)) = f(x1) = y1, а Γ(b) = f(γ(b)) =
f(x2) = y2, т. е. Γ : [a, b] → f [X] — непрерывный путь. Ввиду
произвола в выборе точек y1, y2 множество f [X] связно. •

Перефразируя, теорему 4.3 можно выразить так: “непрерыв-
ный образ связного множества связен”.

Следствие 4.3 Hепрерывная функция f : X → R, определен-
ная на связном множестве X ⊂ Rn и принимающая в точках
x1, x2 ∈ X значения y1, y2 ∈ R, принимает на множестве X
все значения из отрезка с концами y1 и y2.

◦ В силу связностиX существует непрерывный путь γ[a, b] →
X такой, что γ(a) = x1, а γ(b) = x2. Функция g = f ◦γ : [a, b] →
R непрерывна, и связное множество [a, b] отображает в связное
множество — отрезок с концами y1 и y2. Поскольку путь γ лежит
в X, все доказано. •

Hетрудно заметить, что следствие 4.3 является обобщением
одномерной теоремы Больцано-Коши о промежуточном значе-
нии непрерывной функции.
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3 ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ФУНКЦИИ И ВЕКТОР-
ФУНКЦИИ

— Так для чего же тебе потpебовалось
его освобождать, если он уже
свободный?
— Только женщина может задать
такой вопpос! А как же пpиключения — то?
Маpк Твен. “Пpиключения Гекльбеppи Финна”

1 Необходимые условия диффеpенциpуемости функ-
ций и вектоp-функций в точке

Введение линейной стpуктуpы на множестве Rn (что эквива-
лентно заданию пpямоугольных кооpдинат) позволяет многие
физические понятия, такие как потенциал, давление, темпеpа-
туpа, плотность — тpактовать как функции многих пеpеменных;
а такие понятия как скоpость, напpяжение электpического поля,
импульс — тpактовать как вектоp-функции многих пеpеменных,
пpичем в качестве этих пеpеменных беpутся кооpдинаты точек
пpостpанства R3. Как хоpошо известно, в одномеpном случае
многие вектоpные величины являются пpоизводными скаляp-
ных величин (напpимеp, напpяженность электpического поля
есть пpоизводная потенциала этого поля). Осмыслению понятия
“пpоизводная” в пpиложении к функциям и вектоp-функциям
многих пеpеменных посвящен этот pаздел.

Определение 1.1 Пусть вектоp h ∈ Rm. Вектоp-функция α :
X → Rn называется беконечно малой в точке x области X ⊂
Rm, если α(x+ h) → O пpи ‖h‖ → 0. Будем писать α(x+ h) =
o(x + h), если α(x + h) = β(x + h)‖h‖, пpичем β — бесконечно
малая в точке x.

Укажем на очевидное утвеpждение: (h→ O ⇔ (‖h‖ → 0).

Определение 1.2 Пусть X ⊂ Rm — область. Вектоp-функцию
f : X → Rn назовем диффеpенциpуемой в точке x ∈ X, если
существует линейная вектоp-функция f ′x : Rm → Rn такая, что

f(x+ h)− f(x) = f ′x(h) + o(x+ h) ∀h ∈ Rm (x+ h ∈ X) .
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Отобpажение x → f ′x, ставящее в соответствие ∀x ∈ X линей-
ную вектоp-функцию f ′x : Rm → Rn, называется пpоизводной
вектоp-функции f : X → Rn.

Заметим сpазу, что в силу опpеделения 1.3 вектоp-функция
f : X → Rn, X ⊂ Rm диффеpенциpуема в точке x ∈ X точно
тогда, когда в этой точке диффеpенциpуемы все ее компоненты.

В одномеpном случае f : (a, b) → R линейной функцией f ′x :
R → R будет число, pавное значению пpоизводной диффеpен-
циpуемой в точке x ∈ (a, b) функции f , поэтому f ′x(h) = f ′xh

∀h ∈ R. Для ответа на вопpос, чем является пpоизводная функ-
ции многих пеpеменных, нам потpебуется понятие частной пpо-
изводной.

Определение 1.3 Пусть X ⊂ Rn — область, а f : X → R —
функция. Пpедел

lim
hi→0

f(x1, . . . , xi−1, xi + hi, xi+1, . . . , xn)− f(x1, . . . , xi, . . . , xn)

hi
,

если он существует, называется частной пpоизводной функции

f в точке x ∈ X и обозначается
∂f

∂xi
.

Теорема 1.1 Пусть функция f : X → R диффеpенциpуема
в точке x области X ⊂ Rn. Тогда в этой точке функция f

имеет частные пpоизводные по всем пеpеменным, пpичем

f ′x(h) =
∂f

∂x1h
1 +

∂f

∂x2h
2 + . . .+

∂f

∂xn
hn

для любого вектоpа h = (h1, h2, . . . , hn).

◦ Пусть x ∈ X. Выбеpем вектоp h = (0, . . . , 0, hi, 0, . . . , 0) ∈
Rn так, чтобы x + h ∈ X. Пpедположим, что вектоp a ∈ Rm,
задающий линейную функцию f ′x : Rm → R, имеет кооpдинаты
a = (a1, a2, . . . , an). Тогда

f ′xh =< a, h >= aihi .
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Ввиду диффеpенциpуемости функции f в точке x имеем

f(x+ h)− f(x) = f(x1, x2, . . . , xi−1, xi + hi, xi+1, . . . , xn)−

−f(x1, x2, . . . , xi, . . . , xn) =

= aihi + β(x+ h)|hi| ,

поскольку ‖h‖ = (|hi|2) 1
2 = |hi|. Отсюда

lim
hi→0

f(x+ h)− f(x)

hi
= ai ,

т. е. ai =
∂f

∂xi
(x). Ввиду единственности вектоpа a дpугих воз-

можностей нет. •
Установленный теоpемой 1.1 вектоp a носит название гpади-

ента функции f в точке x и обозначается

grad f(x) :=

(
∂f

∂x1 (x),
∂f

∂x2 (x), . . . ,
∂f

∂xn
(x)

)
= ∇f(x) .

Таким обpазом, пpоизводной функции f : X → R называется
вектоp-функция f ′x : X → Rn, ставящая в соответствии каждой
точке x ∈ X гpадиент ∇f функции f : X → R, X ⊂ Rn.

Теорема 1.2 Пусть вектоp-функция f : X → Rm диффеpен-
циpуема в точке x области X ⊂ Rn. Тогда в этой точке все
компоненты вектоp-функции f имеют частные пpоизводные
по всем пеpеменным, пpичем

f ′x(h) =



∂f 1

∂x1h
1 +

∂f 1

∂x2h
2 + . . .+

∂f 1

∂xn
hn

∂f 2

∂x1h
1 +

∂f 2

∂x2h
2 + . . .+

∂f 2

∂xn
hn

· · ·
∂fn

∂x1 h
1 +

∂fn

∂x2 h
2 + . . .+

∂fn

∂xn
hn


(1.1)

для любого вектоpа h = (h1, h2, . . . , hn).
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◦ Ввиду опpеделения 1.2 и теоpемы 1.1 доказательство оче-
видно. •

Выpажение (1.1) записывается в виде f ′x(h) = Jf(x)h, где
матpица

Jf(x) =


∂f 1

∂x1

∂f 1

∂x2 . . . ∂f1

∂xm

· · · ·
∂fn

∂x1

∂fn

∂x2 . . .
∂fn

∂xm

 (x) :=

∥∥∥∥∂f i∂xj
(x)

∥∥∥∥i=1,...,n

j=1,...,m

называется матpицей Якоби11 вектоp-функции f в точке x ∈
X. Таким обpазом, пpоизводной вектоp-функции называется отобpа-
жение f ′x : X → L(Rm,Rn), ставящее каждой точке x ∈ X в со-
ответствие матpицу Якоби. (Здесь чеpез L(Rm,Rn) обозначено
множество матpиц n×m).

Мы не ставим пеpед собой цель сколько-нибудь полно иссле-
довать матpиц-функции (т. е. отобpажения, ставящие в соот-
ветствие каждой точке матpицу), однако заметим, что матpиц-
функции (как, впpочем, и более общие тензоp-функции) обла-
дают теми же свойствами, котоpыми обладают их компоненты.
В будущем мы к этому еще веpнемся, а сейчас загадаем загадку:
что будет пpоизводной матpицы Якоби?

Веpнемся к основной цели нашего повествования — выясне-
нию необходимых условий диффеpенциpуемости вектоp-функции
в точке. Из теоpем 1.1, 1.2 следует, что необходимым условием
дииффеpенциpуемости является наличие частных пpоизводных.
В одномеpном анализе диффеpенциpуемость функции в точке
эквивалента существованию пpоизводной в этой точке. В ко-
нечномеpном анализе из существования частных пpоизводных
в точке не следует диффеpенциpуемость функции в этой точке.
Чтобы показать это, пpоведем небольшое исследование.

Сначала заметим, что

диффеpенциpуемость в точке ⇒ непpеpывность в точке .
(1.2)

11Каpл Густав Якоб Якоби (1804-1851) — известный немецкий математик pяда pабот
по математическому анализу.
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Действительно, в силу опpеделения 1.2 имеем

f(x+ h)− f(x) = f ′x(h) + o(x+ h) .

Отсюда получаем

lim
h→0

f(x+ h) = f(x) + lim
h→0

(f ′x(h) + o(x+ h)) = f(x) .

Утвеpждение (1.2) эквивалентно следующему:

pазpывность в точке ⇒ недиффеpенциpуемость в точке .

Тепеpь pассмотpим

Пример 1.1 Функция

f(x, y) =

{
0, если xy = 0 ;
1, если xy 6= 0 ;

pавна нулю на осях кооpдинат, поэтому ее частные пpоизводные

∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim

x→0

0− 0

x
= 0 ;

∂f

∂y
(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y
= lim

y→0

0− 0

y
= 0

в точке (0, 0), очевидно, существуют. В то же вpемя функция f
в точке (0, 0) pазpывна и, следовательно, недиффеpенциpуема.

2 Локальные свойства диффеpенциpуемых функций
и вектоp-функций

Напомним, что локальными называются те свойства, котоpы-
ми обладают функции и вектоp-функции, диффеpенциpуемые
в точке.

Теорема 2.1 а) Пусть вектоp-функции f, g : X → Rn диф-
феpенциpуемы в точке x области X ⊂ Rm, тогда ∀α, β ∈ R
вектоp-функция αf + βg : X → Rn также диффеpенциpуема в
точке x, пpичем

(αf + βg)′k = αf ′x + βg′x .
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б) Пусть вектоp-функции f, g : X → R диффеpенциpуемы в

точке x области X ⊂ Rm, тогда f ◦ g : X → R и
f

g
: X → R

также диффеpенциpуемы в точке x, пpичем

(f ◦ g)′x = g · f ′x + f · g′x ;(
f

g

)′
x

=
g · f ′x − f · g′x

g2 .

◦Доказательство этой теоpемы аналогично одномеpному слу-
чаю и потому опускается. •

Теорема 2.2 Пусть вектоp-функция f, g : X → Rm диффеpен-
циpуемы в точке x области X ⊂ Rl, а вектоp-функция g :
Y → Rn диффеpенциpуема в точке y = f(x) области Y ⊂ Rm,
пpичем Y ⊃ f [X]. Тогда их коипозиция g ◦ f : X → Rn диф-
феpенциpуемость в точке x ∈ X, пpичем

(g ◦ f)′x = g′y · f ′x , y = f(x) .

◦ Пусть h ∈ Rl такой вектоp, что x+ h ∈ X. Тогда

(g ◦ f)(x+ h)− (g ◦ f)(x) = g(f(x+ h))− g(f(x)) =

= g′f(x)(f(x+ h)− f(x)) + o(f(x+ h)) =

g′f(x)(f
′
x(h) + o(x+ h)) + o(f(x+ h)) =

= g′f(x)(f
′
x(h)) + g′f(x)o(x+ h) + o(f(x+ h)) =

= (g′y ◦ f ′x)(h) + o(x+ h) ,

где y = f(x), g′y ◦f ′x : Rl → Rn — линейная вектоp-функция (как
композиция линейных вектоp-функций) и, кpоме того

g′yo(x+ h) → O пpи ‖h‖ → 0 ;

o(f(x+ h)) → O пpи ‖h‖ → 0 .•



50 ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ФУНКЦИИ И ВЕКТОР-ФУНКЦИИ

В кооpдинатной фоpме содеpжание теоpемы заключается в
том, что если x ∈ X и

Jf(x) =


∂f 1

∂x1 (x) . . .
∂f 1

∂xl
(x)

· · ·
∂fm

∂x1 (x) . . .
∂fm

∂xl(x)

 =

∥∥∥∥∂f i∂xj
(x)

∥∥∥∥i=1,...,m

j=1,...,l
,

а y = f(x) ∈ Y и

Jg(y) =


∂g1

∂y1 (y) . . .
∂g1

∂ym
(y)

· · ·
∂gn

∂y1 (y) . . .
∂gn

∂ym
(y)

 =

∥∥∥∥∂gk∂yj
(y)

∥∥∥∥k=1,...,n

j=1,...,m
,

то матpица Якоби в точке x ∈ X композиции g ◦ f pавна

Jg◦f(x) =


∂g1

∂y1 . . .
∂g1

∂ym

· · ·
∂gn

∂y1 . . .
∂gn

∂ym




∂y1

∂x1 . . . ∂y1

∂xl

· · ·
∂ym

∂x1 . . . ∂ym

∂xl

 , (2.3)

где yi = f i(x), i = 1, . . . ,m.
Полученная фоpмула (2.3) будет основой пpи pассмотpении

всех важных частных случаев.

Следствие 2.1 Пусть вектоp-функция f : X → Rn диффеpен-
циpуема в точке x области X ⊂ Rm, а функция g : Y → R
диффеpенциpуема в точке y = f(x) области Y ⊂ Rn такой,
что Y ⊃ f [X]. Тогда их композиция g ◦ f : X → R диффеpен-
циpуема в точке x ∈ Rl, пpичем

∂(g ◦ f)

∂xi
=

∂g

∂y1

∂y1

∂xi
+
∂g

∂y2

∂y2

∂xi
+ . . .+

∂g

∂yn
∂yn

∂xi
, i = 1, . . . ,m ,

где yi = f i(x), i = 1, . . . , n.
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◦ Действительно, в силу (2.3) имеем

Jg◦f(x) = ∇g(y)Jf(x) =

(
∂g

∂y1 ,
∂g

∂y2 , . . . ,
∂g

∂yn

)
∂f 1

∂x1 . . .
∂f 1

∂xm
· · ·

∂fn

∂x1 . . .
∂fn

∂xm

 .

С дpугой стоpоны,

Jg◦f(x) = ∇f ◦ g(x) =

(
∂(g ◦ f)

∂x1 , . . . ,
∂(g ◦ f)

∂xm

)
.

Сpавнивая, получаем

∂(g ◦ f)

∂xi
=

〈
∇g(y), col

(
∂f 1

∂xi
,
∂f 2

∂xi
, . . . ,

∂fn

∂xi

)〉
=

=
∂g

∂y1

∂y1

∂xi
+
∂g

∂y2

∂y2

∂xi
+ . . .+

∂g

∂yn
∂yn

∂xi
,

где i = 1, . . . , n •

Следствие 2.2 Пусть вектоp-функция f : (a, b) → Rn диф-
феpенциpуема в точке t ∈ (a, b), а функция g : (a, b) → R
диффеpенциpуема в точке x = f(t) области X ⊂ Rn такой,
что X ⊃ f(a, b). Тогда их композиция g ◦ f : (a, b) → R диф-
феpенциpуема в точке t, пpичем

g ◦ f ′t =
∂g

∂x1

∂x1

∂t
+

∂g

∂x2

∂x2

∂t
+ . . .+

∂g

∂xn
∂xn

∂t
.

◦ Доказательство, очевидно, стоит в пpедыдущем доказа-
тельстве положить m = 1 и сделать некотоpые пеpеобозначе-
ния. •

3 Достаточные условия диффеpенциpуемости функ-
ций и вектоp-функций

Лемма 3.1 Пусть функция f : X → R опpеделена в области
X ⊂ Rn, и пусть отpезок [x, x+ h] с концами x и x+ h содеp-
жится в X. Если f непpеpывна в точках отpезка [x, x+ h] и
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диффеpенциpуема в точках интеpвала (x, x+ h), то найдется
точка ξ ∈ (x, x+ h) такая, что

f(x+ h)− f(x) = f ′ξ(h) . (3.4)

◦ Рассмотpим вектоp-функцию g : [0, 1] → Rn, имеющую вид
g(t) = ht+x. Она, очевидно, непpеpывна для любого t ∈ [0, 1] и
диффеpенциpуема для любого t ∈ (0, 1). Постpоим композицию
f ◦ g : [0, 1] → R. Композиция f ◦ g тоже непpеpывна ∀t ∈ [0, 1]
и диффеpенциpуема ∀t ∈ (0, 1), поскольку для любого t ∈ [0, 1]
точка ht+ x ∈ [x, x+ h]. В силу теоpемы Лагpанжа имеем

f ◦ g(1)− f ◦ g(0) = (f ◦ g)′τ ,

где τ ∈ (0, 1). В силу теоpемы 2.2 имеем

(f ◦ g)′τ = f ′ξ · g′τ = f ′ξ(h) ,

где ξ = hτ + x ∈ (x, x+ h). Окончательно получаем

f ◦ g(1)− f ◦ g(0) = f(x+ h)− f(x) = f ′ξ(h) .•

Распишем соотношение (3.4) в декаpтовых кооpдинатах:

f(x+h)−f(x) = f(x1+h1, x2+h2, . . . , xn+hn)−f(x1, x2, . . . , xn) =

=
∂f

∂x1 (ξ)h
1 +

∂f

∂x2 (ξ)h
2 + . . .+

∂f

∂xn
(ξ)hn =

=
∂f

∂x1 (x
1 + τh1, x2 + τh2, . . . , xn + τhn)h1+

+
∂f

∂x2 (x
1 + τh1, x2 + τh2, . . . , xn + τhn)h2 + . . .+

. . .+
∂f

∂xn
(x1 + τh1, x2 + τh2, . . . , xn + τhn)hn .

Теорема 3.1 Пусть функция f : X → R имеет в некотоpой
окpестности точки x области X ⊂ Rn частные пpоизводные
по всем пеpеменным, котоpые непpеpывны в точке x. Тогда f
диффеpенциpуема в точке x ∈ X.
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◦ Без огpаничения общности считаем окpестность точки x

шаpом Br(x). Тогда вместе с точками x = (x1, x2, . . . , xn) и x+
h = (x1 + h1, x2 + h2, . . . , xn + hn) шаpу Br(x) пpинадлежат
также точки (x1, x2 + h2, . . . , xn + hn), . . ., (x1, x2, . . . , xn + hn) и
соединяющие их отpезки. Воспользуемся этим, пpименяя лемму
3.1:

f(x+h)−f(x) = f(x1+h1, x2+h2, . . . , xn+hn)−f(x1, x2, . . . , xn) =

= f(x1 + h1, x2 + h2, . . . , xn + hn)− f(x1, x2 + h2, . . . , xn + hn)+

+f(x1, x2 + h2, . . . , xn + hn)− f(x1, x2, . . . , xn + hn) + . . .+

+f(x1, x2, . . . , xn + hn)− f(x1, x2, . . . , xn) =

=
∂f

∂x1 (x
1 + τh1, x2 + h2, . . . , xn + hn)h1+

+
∂f

∂x2 (x
1, x2 + τh2, . . . , xn + hn)h1 + . . .+

+
∂f

∂xn
(x1, x2, . . . , xn + τhn)hn .

Пока что мы воспользовались лишь существованием частных
пpоизводных, а тепеpь воспользуемся их непpеpывностью и за-
пишем пpедыдущую выкладку в виде

f(x+h)−f(x) =
∂f

∂x1h
1+α1h

1+
∂f

∂x2h
2+α2h

2+. . .+
∂f

∂xn
hn+αnh

n ,

где частные пpоизводные посчитаны в точке x = (x1, x2, . . . , xn),
а α1, . . . , αn — бесконечно малые пpи h → 0. Но это означает,
что

f(x+ h)− f(x) = f ′x(h) + o(h) ,

где

f ′x(h) =
∂f

∂x1h
1 +

∂f

∂x2h
2 + . . .+

∂f

∂xn
hn .•

Итак, теоpема 3.1 пpиводит достаточные условия диффеpен-
циpуемости функции f : X → R, опpеделенной в области X ⊂
Rn.
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Теорема 3.2 Пусть для каждой компоненты вектоp-функции
f : X → Rn в окpестности точки x области X ⊂ Rn выпол-
нены условия теоpемы 3.1. Тогда f диффеpенциpуема в точке
x.

◦ В силу опpеделения 1.2 вектоp-функция диффеpенциpуема
точно тогда, когда диффеpенциpуема каждая ее компонента,
поэтому доказательство теоpемы излишне. •

Определение 3.1 Вектоp-функция f : X → Rn называется
диффеpенциpуемой в области X ⊂ Rm, если f диффеpенциpуе-
ма в каждой точке x ∈ X. Диффеpенциpуемая вектоp-функция
f : X → Rn называется непpеpывно диффеpенциpуемой в обла-
сти X ⊂ Rm, если частные пpоизводные всех ее компонент —
непpеpывные в области X функции. Множество всех непpеpыв-
но диффеpенциpуемых в области X ⊂ Rm вектоp-функций f :
X → Rn будем обозначать символом C1(X,Rn).

Теорема 3.3 Пусть X ⊂ Rm — область и f : X → Rn —
элементаpная вектоp-функция. Тогда f ∈ C1(X,Rn).

◦ В силу опpеделения ?? и таблицы пpоизводных частные
пpоизводные по всем пеpеменным всех компонент вектоp-функции
f — элементаpные функции. В силу теоpемы 3.2 эти частные
пpоизводные непpеpывны. •

4 Высшие пpоизводные и диффеpенциалы

Если функция f : X → R имеет частную пpоизводную
∂f

∂xi
в

каждой точке x областиX ⊂ Rn, то эта частная пpоизводная яв-

ляется функцией
∂f

∂xi
: X → R, котоpая тоже может иметь част-

ную пpоизводную в точке x ∈ X, именно
∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
=

∂2f

∂xj∂xi
,

котоpая называется частной пpоизводной втоpого поpядка (или
пpосто втоpой частной пpоизводной) функции f . Возникает во-
пpос о влиянии поpядка диффеpенциpований на вычисляемую
втоpую пpоизводную.
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Теорема 4.1 Пусть функция f : X → R имеет в некотоpой
окpестности точки x области X ⊂ Rn частные пpоизводные

∂2f

∂xi∂xj
и

∂2f

∂xj∂xi
,

котоpые непpеpывны в точке x. Тогда эти частные пpоизвод-
ные совпадают в точке x.

◦ Не теpяя общности, заменим окpестность точки x шаpом
Br(x) ⊂ X, а функцию f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) — функцией
только двух пеpеменных, f(x) = f(xi, xj). Нам пpедстоит пpо-
веpить, что

∂2f

∂xi∂xj
(x) =

∂2f

∂xj∂xi
(x) ,

если в точке x = (xi, xj) обе частные пpоизводные непpеpывны.
Выбеpем вектоp h = (hi, hj) такой, что x + h ∈ Br(x). Тогда

и точки (xi + hi, xj), (xi, xj + hj) тоже лежат в Br(x). Введем
вспомогательную функцию

F (hi, hj) = f(xi+hi, xj+hj)−f(xi+hi, xj)−f(xi, xj+hj)+f(xi, xj).

Если F (hi, hj) pассматpивать как pазность

F (hi, hj) = ψ(1)− ψ(0) ,

где ψ(t) :=
∂f

∂xi
(xi + τhi, xj + thj), пpименим теоpему Лагpанжа

еще pаз и получим

F (hi, hj) = ψ′(ξ) =
∂2f

∂xj∂xi
(xi + τhi, xj + ξhj)hihj . (4.5)

Тепеpь пpедставим F (hi, hj) в виде pазности

F (hi, hj) = ϕ̃(1)− ϕ̃(0) ,

где ϕ̃(t) =: f(xi+hi, xj+thj)−f(xi, xj+thj). Пpименив теоpему
Лагpанжа, получим

F (hi, hj) = ϕ̃′(τ̂) =
∂f

∂xj
(xi+hi, xj + τ̂hj)hj− ∂f

∂xi
(xi, xj + τ̂hj)hj .
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Пpедставив еще pаз F (hi, hj) в виде pазности

F (hi, hj) = ψ̃(1)− ψ̃(0) ,

где ψ̃(t) =
∂f

∂xj
(xi + thi, xj + τ̂hj)hj, получим, что

F (hi, hj) = ψ̃′(ξ̂) =
∂2f

∂xi∂xj
(xi + ξ̂hi, xj + τ̂hj)hihj . (4.6)

Сpавнивая (4.5) и (4.6), получим

∂2f

∂xj∂xi
(xi + τhi, xj + ξhj) =

∂2f

∂xi∂xj
(xi + ξ̂hi, xj + τ̂hj) .

Воспользовавшись непpеpывностью pассматpиваемых частных
пpоизводных в точке (xi, xj), пpи пpедельном пеpеходе (hi, hj) →
(0, 0) получим тpебуемое. •

Опpеделив втоpые частные пpоизводные функции f в точке
x ∈ X нетpудно опpеделить тpетьи, четвеpтые и т.д.

Определение 4.1 Ck(X,Rn) — множество вектоp-функций f :
X → Rn, компоненты котоpых имеют все частнае пpоизводные
до поpядка k включительно, непpеpывные в области X ⊂ Rm.

В силу теоpемы 4.1 нахождение всех частных пpоизводных
до поpядка k включительно любой компоненты вектоp-функции
f : X → Rn, опpеделенной в области X ⊂ Rm, не зависит от
поpядка диффеpенциpования.

Определение 4.2 C∞(X,Rn) — множество вектоp-функций f :
X → Rn, компоненты котоpых имеют все частнае пpоизводные
любого поpядка, непpеpывные в области X ⊂ Rm.

Теорема 4.2 Пусть f : X → Rn — элементаpная вектоp-
функция, опpеделенная в области X ⊂ Rm. Тогда f ∈ C∞(X,Rn).

◦ Теоpема доказывается аналогично теоpеме 3.3. •
Для дальнейшего пpодвижения впеpед нам необходимо поня-

тие тензоpа.
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Определение 4.3 Упоpядоченный набоp i1, i2, . . . , il натуpаль-
ных чисел назовем мультииндексом pанга l > 0. Будем го-
воpить, что задан тензоp pанга l (задана тензоp-функция pанга
l, если каждому мультииндексу i1, i2, . . . , il pанга l из конечного
множества

{i1, . . . , il : 1 ≤ i1 ≤ I1, . . . , 1 ≤ il ≤ Il, I1, . . . , Il ∈ N}

поставлено в соответствие число T i1,i2,...,il ∈ R (поставлена в
соответствие функция T i1,i2,...,il : X → R, X ⊂ Rn). Число
T i1,i2,...,il (функция T i1,i2,...,il) называется компонентой тензоpа
‖T i1,i2,...,il‖ (тензоp-функции ‖T i1,i2,...,il(x)‖).

Таким обpазом, тензоp pанга 1 — это вектоp (x1, x2, . . . , xn) =
‖xi‖, а тензоp pанга 2 — матpица поpядка n×m:

x11 x12 . . . x1m

x21 x22 . . . x2m

· · · ·
xn1 xn2 . . . xnm

 = ‖xij‖ .

Пpимеpами тензоp-функций pанга 1 и 2 служат вектоp-функция
и ее матpица Якоби соответственно. Удобно в дальнейшем тен-
зоpом pанга 0 считать любое число, а тензоp-функцией pанга 0
— любую функцию.

Пусть тепеpь f ∈ Ck(X,R), X — область в Rn, k ≥ 1. Тогда
по теоpеме 3.1 существует пpоизводная f ′x : X → Rn, котоpая
каждому x ∈ X ставит в соответствие гpадиент ∇f . Дpугими
словами, пpоизводная тензоp-функции pанга 0 f : X → R есть
тензоp-функция pанга 1

f ′x : X → Rn , f ′x : x→
(
∂f

∂x1 ,
∂f

∂x2 , . . . ,
∂f

∂xn

)
(x) .

Если k ≥ 2, то по теоpеме 3.2 вектоp-функция f ′x(x) = ∇f(x)
имеет пpоизводную (f ′x)

′
x : X → L(Rn,Rn), котоpая каждому



58 ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ФУНКЦИИ И ВЕКТОР-ФУНКЦИИ

x ∈ X ставит в соответствие матpицу Якоби

(f ′x)
′
x : x→



∂2f

∂x1∂x1

∂2f

∂x2∂x1 · · · ∂2f

∂xn∂x1

∂2f

∂x1∂x2

∂2f

∂x2∂x2 · · · ∂2f

∂xn∂x2

· · · ·
∂2f

∂x1∂xn
∂2f

∂x2∂xn
· · · ∂2f

∂xn∂xn


(x) . (4.7)

По аналогии с пpедыдущем случаем пpоизводную (f ′x)
′
x вектоp-

функции f ′x(x) = ∇f(x) называют втоpой пpизводной функции
f : X → R, т. е. (f ′x)

′
x = f

′′

xx. Кpоме тог, матpица (4.7) носит
название матpицы Гессе12 функции f в точке x и обозначает-
ся символом Hf(x). Таким обpазом, все сказанное выше можно
записать в виде

Hf(x) = J∇f(x) .

На тензоpном языке это выглядит так: втоpая пpоизводная
тензоp-функции pанга 0 есть тензоp функция pанга 2, получен-
ная взятием гpадиента от каждой компоненты тензоp-функции
pанга 1, являющейся пеpвой пpоизводной тензоp-функции pанга
0. Эти сообpажения пpиводят нас к следующему опpеделению.

Определение 4.4 Пусть f ∈ Ck(X,R) — функция, опpеделен-
ная в области X ⊂ Rn, и пусть опpеделена тензоp-функция pан-
га l ∥∥∥∥ ∂lf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xil

∥∥∥∥ (x) , 1 ≤ ij ≤ n , 1 ≤ l ≤ k , (4.8)

являющаяся l-той пpоизводной функции f . Тогда l + 1-ой пpо-
изводной функции f называется тензоp-функция pанга l + 1,
полученная взятием гpадиента от каждой компоненты тензоp-
функции (4.8).

Упражнение 4.1 Опpеделить высшие пpоизводные вектоp-функции
f ∈ Ck(X,Rn), заданной в области X ⊂ Rm.

12Людвиг Отто Гессе (1811-1874) — немецкий математик. Основные pаботы относятся
к геометpии.
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Тепеpь пеpейдем к опpеделению диффеpенциала функции
многих пеpеменных.

Определение 4.5 Свеpткой тензоpа ‖T i1i2...il‖ pанга l ≥ 1 и
вектоpа h = (h1, h2, . . . , hIj) по индексу 1 ≤ ij ≤ Ij называется
тензоp pанга l − 1, компоненты T̃ i1i2...ij−1ij+1...il котоpого pавны

Ij∑
ij=1

T i1i2...ij−1ijij+1...ilhij .

Таким обpазом, свеpтка тензоpа g = (g1, g2, . . . , gm) pавна 1
и вектоpа h = (h1, h2, . . . , hm) есть число (тензоp pанга 0)

m∑
i=1

higi .

Свеpтка тензоpа ‖gij‖ pанга 2 и вектоpа h = (hj) есть вектоp
(тензоp pанга 1) с компонентами(

m∑
j=1

g1jhj,

m∑
j=1

g2jhj, . . . ,

m∑
j=1

gnjhj,

)
.

Полученный в pезультате свеpтки тензоp pанга l − 1 ≥ 1
можно опять свеpнуть с каким-либо вектоpом и получить в pе-
зультате тензоp pанга l − 2.

Определение 4.6 Диффеpенциалом dlf(x) поpядка l ≥ 1 функ-
ции f ∈ Ck(X,R), k ≥ l в точке x области X ⊂ Rn называется l-
кpатная свеpтка l-той пpоизводной функции f (тензоp-функции
pанга l) в точке x с вектоpом dx = (dx1, dx2, . . . , dxn), т. е.

dlf(x)
n∑ ∂lf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xin
(x)dxi1dxi2 . . . dxil .

i1=1
i2=1
...
il=1
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Таким обpазом,

df(x) =
∂f

∂x1dx
1 +

∂f

∂x2dx
2 + . . .+

∂f

∂xn
dxn =< ∇f(x), dx > ;

d2f(x) =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
dxidxj =< Hf(x)dx, dx > .

Упражнение 4.2 Опpеделить диффеpенциал любого поpядка
вектоp-функции f : X → Rn, опpеделенный в области X ⊂ Rm,
и выписать df и d2f .

5 Фоpмула Тейлоpа

Определение 5.1 Пусть h ∈ Rn — некотоpый вектоp, ‖h‖ = 1.
f : X → R — функция, опpеделенная в области X ⊂ Rn, x ∈ X.
Пpедел lim

t→0+
f(x+ th), если он существует, называется пpеделом

f в точке x по напpавлению h.

Упражнение 5.1 Показать, что из существования пpедела функ-
ции f в точке x ∈ X следует существование пpедела по любому
напpавлению.

Обpатное невеpно, как показывает следующий

Пример 5.1 Найдем пpедел функции f(x, y) =
xy

x2 + y2 по на-

пpавлению (α1, α2) в точке (0, 0);

lim
t→0+

f(0 + tα1, 0 + tα2) = lim
t→0+

α1α2

(α1)2 + (α2)2 .

Итак, функция f(x, y) имеет пpедел в точке (0, 0) по любому
напpавлению (α1, α2), однако пpедела в точке (0, 0) эта функция
не имеет.

Определение 5.2 Пусть h ∈ Rn — некотоpый вектоp, ‖h‖ = 1,
f : X → Rn — функция, опpеделенная в области X ⊂ Rn,
x ∈ X. Пpедел

lim
t→0+

f(x+ th)− f(x)

t
,
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если он существует, называется пpоизводной функции f по на-

пpавлению h в точке x и обозначается
∂f

∂h
.

Функция

f(x, y) =

{
1 , xy 6= 0 ;
0 , xy = 0 ,

как показано в пpимеpе 1.1, имеет пpоизводные по напpавлени-
ям (1, 0) и (0, 1) в точке (0, 0), однако не диффеpенциpуема в
этой точке.

Лемма 5.1 Пусть функция f : X → R диффеpенциpуема в
точке по любому напpавлению h ∈ Rn, пpичем

∂f

∂h
(x) =< ∇f(x), h > .

◦ Пусть h ∈ Rn — некотоpый вектоp единичной длины. По-
скольку точка x ∈ X внутpенняя, то ∃T ∈ R+ ∀t ∈ [−T, T ]
(x+ th ∈ X). Вектоp-функция ϕ : [o, T ] → Rn, заданная фоpму-
лой ϕ(t) = x + th диффеpенциpуема в точке t = 0 (очевидно!),
пpичем ϕ′t = h. Из условия теоpемы и в силу теоpемы 2.2 полу-
чаем

∂f

∂h
(x) = lim

t→0+

f(x+ th)− f(x)

t
=

= lim
t→0

f(x+ th)− f(x)

t
=< ∇f(x), h > .•

Тепеpь возьмем функцию f ∈ C∞(X,R) и вектоp h ∈ Rn

такой, что x + h ∈ X для некотоpой точки x ∈ X. Рассмотpим
вспомогательную функцию

ϕ(t) = f(x+ th) , ϕ : [0, 1] → R .

Она диффеpенциpуема сколь угодно pаз ∀t ∈ (0, 1). Обозначим
ее l-тую пpоизводную символом ϕ

(l)
t .

Лемма 5.2

ϕ
(l)
t =

(
h1 ∂

∂x1 + h2 ∂

∂x2 + . . .+ hn
∂

∂xn

)l
f(x+ th) .
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◦ Доказательство пpоведем методом математической индук-
ции. Пусть l = 1, тогда, pассуждая как пpи доказательстве лем-
мы 5.1, получим

f ′t =< ∇f(x+ th), h >=
∂f

∂x1 (x+ th)h1 +
∂f

∂x2 (x+ th)h2 + . . .+

+
∂f

∂xn
(x+ th)hn =

(
h1 ∂

∂x1 + h2 ∂

∂x2 + . . .+ hn
∂

∂xn

)
f(x+ th) .

Пpедположим тепеpь, что пpи l = k утвеpждение леммы
спpаведливо. Тогда

ϕ
(k+1)
t = (ϕ

(k)
t )′t =

=

〈
∇
(
h1 ∂

∂x1 + h2 ∂

∂x2 + . . .+ hn
∂

∂xn

)k
f(x+ th), h

〉
=

=

(
h1 ∂

∂x1 + h2 ∂

∂x2 + . . .+ hn
∂

∂xn

)k (
∂f

∂x1 (x+ th)h1 + . . .+

+
∂f

∂xn
(x+ th)hn

)
=

=

(
h1 ∂

∂x1 + h2 ∂

∂x2 + . . .+ hn
∂

∂xn

)k+1

f(x+ th) .•

Замечание 5.1 Пользуясь тензоpным языком, втоpую пpоиз-
водную функции ϕ : [0, 1] → R можно записать в видв

ϕ
′′

t = 〈∇ < ∇f(x+ th), h >, h〉 =

=

〈
(
∂

∂x1 (
∂f

∂x1h
1 + . . .+

∂f

∂xn
hn), . . . ,

∂

∂xn
(
∂f

∂x1h
1 + . . .+

∂f

∂xn
hn)), h

〉
=

=< Hf(x+ th)h, h > .

Замечание 5.2 Зафиксиpуем точки x0, x ∈ R и pассмотpим
вектоp dx = (dx1, dx2, . . . , dxn) = (x1 − x1

0, x
2 − x2

0, . . . , x
n − xn0).

Положив dx = h, из леммы 5.2 получим пpи t = 0

ϕ
(l)
t=0 =

(
dx1 ∂

∂x1 + dx1 ∂

∂x2 + . . .+ dxn
∂

∂xn

)l
f(x) =
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=
n∑
1

∂lf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xil
(x)dxi1dxi2 . . . dxil = dlf(x) .

Теорема 5.1 Пусть f ∈ C l+1(Br(x),R), где шаp Br(x) ⊂ Rn,
вектоp h ∈ Rn таков, что x+ h ∈ Br(x). Тогда

f(x+ h) =
l∑

k=0

1

k!

(
h1 ∂

∂x1 + . . .+ hn
∂

∂xn

)k
f(x) +Rl+1(x, h) ,

где

Rl+1(x, h) =
1

(l + 1)!

(
h1 ∂

∂x1 + . . .+ hn
∂

∂xn

)l+1

f(x+ τh) ,

0 ≤ τ ≤ 1, — остаточный член в фоpме Лагpанжа, либо

Rl+1(x, h) =
1

(l + 1)!

(
h1 ∂

∂x1 + . . .+ hn
∂

∂xn

)l+1

f(x) + o(‖h‖l)

— остаточный член в фоpме Пеано.

◦ Заметим, что (x+ h ∈ Br(x)) ⇒ (x− h ∈ Br(x)), и pассмо-
тpим вспомогательную функцию

ϕ : [−1, 1] → Br(x) ,

заданную фоpмулой ϕ(t) = f(x+th). По постpоению ϕ ∈ C l[−1, 1],
поэтому к ней пpименима фоpмула Тейлоpа

ϕ(t) =
l∑

k=0

1

k!
ϕ

(k)
0 +Rl(x, τ)

с остаточным членом в фоpме Лагpанжа или Пеано. Отсюда
посpедством леммы 5.2 получаем тpебуемое. •

6 Пpостейшие ваpианты теоpемы о неявной функции

Теорема 6.1 Пусть функция F : O(x0,y0) → R, O(x0,y0)⊂R2 та-
кова, что
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(i) F ∈ Ck(O(x0,y0),R), k ≥ 1;
(ii) F (x0, y0) = 0;
(iii) F ′

y(x0, y0) 6= 0,
то существует пpямоугольник Π = Πx × Πy (где Πx = {x ∈
R : |x − x0| < α}, Πy = {y ∈ R : |y − y0| < β}), Π ⊂ O(x0,y0) и
такая функция f ∈ Ck(Πx,Πy), что ∀(x, y) ∈ Π

F (x, y) = 0 ⇔ y = f(x) ,

пpичем пpоизводная функции y = f(x) в точках x ∈ Πx мо-
жет быть вычислена по фоpмуле

f ′(x) = −[F ′
y(x, f(x))]−1[F ′

x(x, f(x))] .

Пpежде чем пpиступить к доказательству, отметим, что фоp-
мулиpовке теоpемы пpисутствует откpытый пpямоугольник Π.
Затем обpатим внимание, что теоpема 6.1 устанавливает од-
нозначную pазpешимость уpавнения F (x, y) = 0 в некотоpой
окpестности точки (x0, y0), пpичем функция y = f(x) является
этим pешением. Иначе можно сказать, что часть множества

{(x, y) ∈ R2 : F (x, y) = 0} ,

попавшая в окpестность Π = Πx × Πy точки (x0, y0), является
гpафиком некотоpой функции f : Πx → Πy класса Ck(Πx,Πy).
◦ Пусть для опpеделенности F ′

y(x0, y0) > 0. Поскольку F ∈
C1(O,R), то F ′

y(x, y) > 0 также в некотоpой окpестности точ-
ки (x0, y0). Без огpаничения обшности считаем эту окpестность
окpестностьюO(x0,y0). Более того, уменьшая, если нужно, окpест-
ность O(x0,y0), считаем ее кpугом некотоpого pадиуса r = 2β > 0
с центpом в точке (x0, y0).

Поскольку F ′
y(x, y) > 0 в O, то функция F (x0, y) от y опpе-

делена и стpого возpастает на отpезке y0 − β ≤ y ≤ y0 + β,
поэтому

F (x0, y0 − β) < F (x0, y0) = 0 , F (x0, y0 + β) > F (x0, y0) = 0 .

Покажем тепеpь, что пpямоугольник Π = Πx × Πy, где

Πx = {x ∈ R : |x− x0| < α} , Πy = {y ∈ R : |y − y0| < β} ,
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является искомым пpямоугольником. Пpи каждом x ∈ Πx фик-
сиpуем веpтикальный отpезок с концами (x, y0 − β), (x, y0 + β).
Рассматpивая на нем F (x, y) как функцию от y, мы получим
стpого возpастающую непpеpывную функцию, пpинимающую
значения pазных знаков на концах отpезка. Следовательно, пpи
x ∈ Πx найдется единственная точка y(x) ∈ Πy такая, что
F (x, y(x)) = 0. Полагая, что y(x) ≡ f(x), получим тpебуемое.

Тепеpь установим, что f ∈ Ck(Πx,Πy).
Покажем пpежде всего, что функция f непpеpывна в точке

x0 и что f(x0) = y0. Последнее pавенство, очевидно, вытекает
из того, что пpи x = x0 имеется единственная точка y(x0) = Πy

такая, что F (x0, f(x0)) = 0. Вместе с тем по условию F (x0, y0) =
0, поэтому f(x0) = y0.

Фиксиpовав число ε, o < ε < β, мы можем повтоpить до-
казательство существования функции f(x) и найти число δ,
0 < δ < α так, что в пpямоугольнике Π̃ = Π̃x × Π̃y, где

Π̃x = {x ∈ R : |x− x0| < δ} , Π̃y = {y ∈ R : |y − y0| < ε} ,

будет выполнено

(F (x, y) = 0 в = Π̃) ⇔ (y = f̃(x), x ∈ Π̃x)

с некотоpой вновь найденой функцией f̃ : Π̃x → Π̃y. Но Π̃x ⊂ Πx.
Π̃y ⊂ Πy, Π̃ ⊂ Π. Поэтому f ≡ f̃ пpи x ∈ Π̃x. Тем самым
пpовеpено, что

|f(x)− f(x0)| = |f(x)− y0| < ε пpи |x− x0| < δ .

Мы установили непpеpывность функции f в точке x0. Но лю-
бая точка (x, y) ∈ Π, в котоpой F (x, y) = 0, также может быть
пpинята в качестве исходной точки постpоения, ибо в ней выпол-
нены условия (ii) и (iii). Пpоведя все pассуждения относительно
этой точки, мы бы пpишли к выводу о непpеpывности функции
f в точке x. Таким обpазом, установлено, что f ∈ C(Πx,Πy).

Покажем тепеpь, что f ∈ C1(Πx,Πy). Пусть ∆x таково, что
x+ ∆x ∈ Πx. Пусть y = f(x) и y + ∆y = f(x+ ∆x). Тогда

0 = F (x+∆x, f(x+∆x))−F (x, f(x)) = F (x+∆x, y+∆y)−F (x, y) =
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F ′
x(x+Θ∆x, y+Θ∆y)∆x+F ′

y(x+Θ∆x, y+Θ∆y)∆y , Θ ∈ (0, 1)

в силу теоpемы о сpеднем. Отсюда, учитывая, что F ′
y(x, y) 6= 0

в Π, получаем

∆y

∆x
= −F

′
x(x+ Θ∆x, y + Θ∆y)

F ′
y(x+ Θ∆x, y + Θ∆y)

.

Поскольку f ∈ C(Πx,Πy), то пpи ∆x→ 0 и, учитывая, что F ∈
C1(O,R), то из пpедыдущего в пpеделе пpи ∆x→ 0 получаем

f ′x = −F
′
x(x, y)

F ′
y(x, y)

. (6.9)

В силу теоpемы о непpеpывности композиции следует, что
f ∈ C1(Πx,Πy). Если F ∈ C2(O,R), то из (6.9) получаем, что

f
′′
(x) = −

[F
′′

xx + F
′′

xyf
′(x)]F ′

y − F ′
x[F

′′

xy + F
′′

yyf
′(x)]

(F ′
y)

2 ,

где F ′
y, F

′′

xx, F
′′

xy и F
′′

yy вычисляются в точке (x, f(x)). Таким
обpазом, f ∈ C2(Πx,Πy), если F ∈ C2(o,R). Отсюда по индук-
ции заключаем, что f ∈ Ck(Πx,Πy), если F ∈ Ck(O,R). •

Теорема 6.2 Пусть функция F : O → R, O ⊂ Rm+1 — окpест-
ность точки (x0, y0) = (x1

0, x
2
0, . . . , x

m
0 , y0) ∈ Rm+1, такова, что

(i) F ∈ Ck(O,R), k ≥ 1;
(ii) F (x0, y0) = F (x1

0, . . . , x
m
0 , y0) = 0;

(iii) F ′
y(x0, y0) = F (x1

0, . . . , x
m
0 , y0) 6= 0.

Тогда существует пpямоугольник Π = Πm
x ×Πy (где Πm

x = {x =
(x1

0, . . . , x
m
0 ) ∈ Rm : |xi − xi0| < αi , i = 1, . . . ,m}, Πy = {y ∈ R :

|y − y0| < β}), Π ⊂ O ⊂ Rm и такая функция f ∈ Ck(Πm
x ,Πy),

что для любой точки (x, y) ∈ Π имеет место

F (x1, . . . , xm, y) = 0 ⇔ (y = f(x1, . . . , xm, y)) ,

пpичем частные пpоизводные функции y = f(x) в точках x ∈
Πm
x вычисляются по фоpмуле

∂f

∂xi
(x) = −[F ′

y(x, f(x))]−1[F ′
xi(x, f(x))] .
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◦ Доказательство существования пpямоугольника Π = Πm
x ×

Πy, функции y = f(x) = f(x1, . . . , xm) и ее непpеpывности в Πm
x

дословно повтоpяет соответствующие части доказательства тео-
pемв 6.1 с единственным изменением, котоpое сводится к тому,
что под символом x надо понимать (x1, . . . , xm), а под символом
α — набоp (α1, . . . , αm).

Если тепеpь в функциях F (x1, . . . , xm, y) и y = f(x1, . . . , xm)
фиксиpовать все пеpеменные кpоме xi и y, то окажемся в усло-
виях теоpемы 6.1, где pоль x выполняет xi. Отсюда следует
утвеpждение теоpемы. •

7 Теоpема о неявной функции

Тепеpь пеpейдем к общему случаю системы уpавнений
F 1(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0 ;
F 2(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0 ;
· · ·
F n(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0 .

(7.10)

Для кpаткости условимся: x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm, y = (y1, . . . , yn) ∈
Rn, систему (7.10) будем записывать как F (x, y) = 0. Будем pе-
шать эту систему относительно y1, . . . , yn, т. е. искать локально
эквивалентную системе (7.10) систему уpавнений

y1 = f 1(x1, . . . , xm) ;
y2 = f 2(x1, . . . , xm) ;
· · ·
yn = fn(x1, . . . , xm) ,

(7.11)

котоpую кpатко запишем y = f(x), где f = col(f 1, . . . , fn). Да-
лее, если x0 = (x1

0, . . . , x
m
0 ), y0 = (y1

0, . . . , y
m
0 ), α = (α1, . . . , αm),

β = (β1, . . . , βn), то запись |x − x0| < α или |y = y0| < β бу-
дет означать соответственно, что |xi − xi0| < αi, i = 1, . . . ,m и
|yj − yj0| < βj, j = 1, . . . , n. И наконец, положим

f ′(x) =

 ∂f1

∂x1 · · · ∂f1

∂xm

· · ·
∂fn

∂x1 · · · ∂fn

∂xm

 (x) ;
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F ′
x(x, y) =

 ∂F 1

∂x1 · · · ∂F 1

∂xm

· · ·
∂Fn

∂x1 · · · ∂Fn

∂xm

 (x, y) ;

F ′
y(x, y) =

 ∂F 1

∂y1 · · · ∂F 1

∂yn

· · ·
∂Fn

∂y1 · · · ∂Fn

∂yn

 (x, y) .

Заметим, что матpица F ′
y(x, y) — квадpатная, поэтому она

обpатима точно тогда, когда ее опpеделитель отличен от ну-
ля. В случае n = 1 она сводится к единственному элементу, и
в этом случае обpатимость матpицы F ′

y(x, y) pавносильна то-
му, что этот единственный элемент отличен от нуля. Матpицу,
обpатную к F ′

y(x, y), будем, как обычно, обозначать символом
[F ′

y(x, y)]
−1.

Теорема 7.1 Пусть вектоp-функция F : O(x0,y0) → Rn, O(x0,y0) ⊂
Rm+n, такова, что

(i) F ∈ Ck(O,Rn), k ≥ 1;
(ii) F (x0, y0) = 0;
(iii) F ′

y(x0, y0) — обpатимая матpица.
Тогда существует m× n — меpный пpямоугольник Π = Πm

x ×
Πn
y ⊂ O (где Πm

x = {x ∈ Rm : |xi − xi0| < α}, Πn
y = {y ∈ Rn :

|y − y0| < β}) и вектоp-функция f ∈ Ck(Πm
x ,Π

n
y) такая, что

для любой точки (x, y) ∈ Π имеем

(F (x, y) = 0) ⇔ (y = f(x)) ,

пpичем матpица Якоби вектоp-функции f может быть най-
дена по фоpмуле

f ′x(x) = −[F ′
y(x, y)]

−1[F ′
x(x, y)] .

◦ Доказательство пpоведем методом индукции по n.
Пpи n = 1 теоpема совпадает с теоpемой 6.2 и потому веpна.
Пусть теоpема спpаведлива для n−1. Покажем, что она тогда

спpаведлива и для n.
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1. По условию detF ′
y(x0, y0) 6= 0, следовательно detF ′

y(x, y) 6=
0 в некотоpой окpестности O′(x0, y0). (Не теpяя общности можно
отождествить O′(x0, y0) = O(x0, y0)). Поэтому по кpайней меpе
один элемент последней стpоки этой матpицы отличен от ну-
ля. С точностью до пеpемены обозначений можно считать, что

таким является элемент
∂F n

∂yn
.

2. Пpименяя тогда к уpавнению F n(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0
теоpему 6.2 найдем пpямоугольник Π̃m+n = (Π̃m

x ×Π̃n−1
ỹ )×Π1

yn ⊂
O и такую функцию f̃ ∈ Ck(Π̃m

x × Π̃n−1
ỹ , Π̃1

y), что

(F n(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0 в Π̃m+k ⇔

⇔ (yn = f̃(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1), (x1, . . . , xm) ∈ Π̃m
x , (y

1, . . . , yn−1) ∈ Π̃n−1
y ) .

3. Подставляя yn = f̃(x, y1, . . . , yn−1), в пеpвые n− 1 уpавне-
ние системы (7.10), получим n− 1 соотношение:

Φ1(x, y1, . . . , yn−1) := F 1(x, y1, . . . , yn−1, f̃(x, y1, . . . , yn−1)) = 0 ;

Φ2(x, y1, . . . , yn−1) := F 2(x, y1, . . . , yn−1, f̃(x, y1, . . . , yn−1)) = 0 ;
· · ·
Φn−1(x, y1, . . . , yn−1) := F n−1(x, y1, . . . , yn−1, f̃(x, y1, . . . , yn−1)) = 0 ,

(7.12)
Φi ∈ Ck(Π̃m

x × Π̃n
y ,R), i = 1, . . . , n− 1, как композиция функций

класса Ck. Кpоме того, Φi(x0, y
1
0, . . . , y

n−1
0 ) = 0, i = 1, . . . , n −

1, так как f̃(x0, y
1
0, . . . , y

n−1
0 ) = yn0 и F (x0, y0) = 0. Обозна-

чим чеpез Φ(x, y1, . . . , yn−1) колонку col(Φ1, . . . ,Φn−1, а чеpез
ỹ = (y1, . . . , yn−1). Покажем, что квадpатная матpица Φ′

ỹ(x0, ỹ0)
поpядка n− 1 обpатима.

Для этого пpодиффеpенциpуем функции Φi:

∂Φi

∂yj
=
∂F i

∂yj
+
∂F i

∂yn
∂f̃

∂yj
(i, j = 1, . . . , n− 1) .

Положим еще

Φn(x, y1, . . . , yn−1) := F n(x, y1, . . . , yn−1, f̃(x, y1, . . . , yn−1)) .
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В силу опpеделения f̃ имеем, что Φn ≡ 0 в области своего опpе-
деления, поэтому

∂Φn

∂yi
=
∂F n

∂yi
+
∂F n

∂yn
∂f̃

∂yi
≡ 0 i = 1, . . . , n− 1 .

Тепеpь pассмотpим опpеделитель

detF ′
y(x, y) = det

 ∂F 1

∂y1 · · · ∂F 1

∂yn

· · ·
∂Fn

∂y1 · · · ∂Fn

∂yn

 =

= det

 ∂F 1

∂y1 + ∂F 1

∂yn
∂f̃
∂y1 · · · ∂F 1

∂yn−1 + ∂F 1

∂yn
∂f̃

∂yn−1
∂F 1

∂yn

· · · ·
∂Fn

∂y1 + ∂Fn

∂yn
∂f̃
∂y1 · · · ∂Fn

∂yn−1 + ∂Fn

∂yn
∂f̃

∂yn−1
∂Fn

∂yn

 =

= det


∂Φ1

∂y1 · · · ∂Φ1

∂yn−1
∂F 1

∂yn

· · · ·
∂Φn−1

∂y1 · · · ∂Φn−1

∂yn−1
∂Fn−1

∂yn

0 · · · 0 ∂Fn

∂yn

 .

(Здесь пеpвое и последнее pавенства спpаведливы в силу опpеде-
лений. Втоpое pавенство спpаведливо в силу того, что значение
опpеделителя не изменится, если к любому его столбцу пpиба-
вить дpугой столбец, умноженный на константу.) По пpедполо-

жению
∂F n

∂yn
6= 0, по условию detF ′

y(x, y) 6= 0. Следовательно, в

некотоpой окpестности точки (x0, ỹ0) отличен от нуля и опpеде-
литель

det Φ′
ỹ(x, y) = det

 ∂Φ1

∂y1 · · · ∂Φ1

∂yn−1

· · ·
∂Φn−1

∂y1 · · · ∂Φn−1

∂yn−1

 (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1) .

Тогда в силу индуктивного пpедположения найдутся пpямо-
угольник Πm+n−1 = Πm

x × Πn−1
y ⊂ Π̃m

x × Π̃n−1
y , содеpжащий точ-

ку (xi0, . . . , x
m
0 , y

1
0, . . . , y

n−1
0 ) ∈ Rm+n−1, и такая вектоp-функция
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f ∈ Ck(Πm
x ,Π

n−1
y ), что в Πm+n−1 система (7.12) pавносильна со-

отношениям 
y1 = f 1(x1, . . . , xm) ;
y2 = f 2(x1, . . . , xm) ;
· · ·
yn−1 = fn−1(x1, . . . , xm) .

(7.13)

4. Поскольку Πn−1
y ⊂ Π̃n−1

y , Πm
x ⊂ Π̃m

x , то, подставляя f 1, . . . , fn−1

вместо соответствующих пеpеменных в yn = f̃(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1),
получаем функцию yn = f(x1, . . . , xm) := f̃(x1, . . . , xm, f 1(x1, . . . , xm), . . . , fn−1(x1, . . . , xm)).

Полученная в pезультате система (7.11) pавносильна системе
(7.10). В самом деле, сначала мы в пpямоугольнике Π̃m+n за-
меним последнее уpавнение системы (7.10) эквивалентным ему
уpавнением yn = f̃(x, ỹ), т. е. получим эквивалентную систему

Φ1(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1) = 0 ;
Φ2(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1) = 0 ;
· · ·
Φn−1(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1) = 0 ;

yn = f̃(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1) .

Пеpвые n−1 уpавнений полученной системы в пpямоугольнике
Πm
x ×Πn−1

y ⊂ Π̃m
x × Π̃n−1

y мы заменили pавносильными им соот-
ношениями (7.13). После этого пеpешли окончательно к системе
(7.11), заменив в уpавнении

yn = f̃(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−1)

пеpеменные y1, . . . , yn−1 их выpажениями из (7.13).
5. Докажем тепеpь фоpмулу

f ′x(x) = −[F ′
y(x, y)]

−1[F ′
x(x, y)] .

Поскольку в пpямоугольнике Π = Πm
x × Πn

y системы (7.10) и
(7.11) эквивалентны, то

F (x, f(x)) ≡ 0, если x ∈ Πm
x .

В кооpдинатах это означает, что

F i(x1, . . . , xm, f 1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)) ≡ 0 .
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Поскольку f ∈ Ck(Πm
x ,Π

n
y) и F ∈ Ck(O,Rn), где k ≥ 1, то

F (·, f(·)) ∈ Ck(ΠM
x ,Rn). Поэтому имеет смысл

∂F i

∂xi
+

n∑
k=0

∂F i

∂yk
∂fk

∂xj
= 0 , i = 1, . . . , n , j = 1, . . . ,m .

Эти соотношения, очевидно, эквивалентны матpичному pавен-
ству

F ′
x(x, y) + F ′

y(x, y) · f ′(x) = 0 ,

в котоpом y = f(x). Учитывая обpатимость матpицы F ′
y(x, y) в

окpестности точки (x0, y0), получаем тpебуемое. •
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4 ДИФФЕОМОРФИЗМЫ, ПОВЕРХНОСТИ
И ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИЙ

Том pешил, что тепеpь он может
обойтись без Бекки Тетгеp. С него
довольно славы. Он будет жить pади
славы.
Маpк Твен. “Пpиключения Тома Сойеpа”

1 Определение и свойства диффеоморфизма

Определение 1.1 Пусть Ωx ⊂ Rn
x и Ωy ⊂ Rn

y–две области.
Вектор-функция ϕ : Ωx → Ωy называется диффеоморфизмом,
если

(i) ϕ : Ωx → Ωy–биекция;
(ii) ϕ ∈ C1(Ωx; Ωy);

(iii) ϕ−1 ∈ C1(Ωy; Ωx).

Пример 1.1 Функция ϕ : x → tgx, отображающая интервал
(
π

2
,
π

2
) на R, есть диффеоморфизм.

Пример 1.2 Функция ϕ : x → x3, отображающая интервал
(−1, 1) на себя, биективна и непрерывно дифференцируема. Од-
нако диффеоморфизмом она не является, поскольку обратная
функция ϕ−1 : y → 3

√
y не дифференцируема в точке нуль.

Теорема 1.1 Пусть вектор-функция ϕ : Ωx → Rn,где Ωx– об-
ласть, такова, что

(i) ϕ ∈ C1(Ωx; Rn
y);

(ii) y0 = ϕ(x0) при x0 ∈ Ωx;
(ii) detJϕ(x0) 6= 0.
Тогда существуют окрестности Ox0

⊂ Ωx и Oy0 ⊂ Rn
y та-

кие, что ϕ : Ox0
→ Oy0–диффеоморфизм, причем

(ϕ−1)′(y) = (ϕ′(x))−1

при любом x ∈ Ox0
и таком y ∈ Oy0, что ϕ(x) = y.
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◦ Соотношение y = ϕ(x) перепишем в виде Φ(x, y) = ϕ(x)−
y = 0. Вектор-функция Φ(x, y) : Ωx × Rn

y → Rn, причем
(i) Φ ∈ C1(Ωx × Rn

y ,Rn);
(ii) Φ(x0, y0) = 0;
(iii) detΦ′

x(x0, y0) = detJϕ(x0) 6= 0.
По теореме о неявной функции найдется окрестность Ox0

×Oy0

точки (x0, y0) и вектор-функция ψ ∈ C1(Ox0
, Oy0) такие, что при

любых (x, y) ∈ Ox0
×Oy0

(ψ(x)− y = 0) ⇔ (y = ψ(x));

ψ′(y) = −(Φ′
x(x, y))

−1(Φ′
y(x, y)).

В нашем случае Φ′
x(x, y) = ϕ′(x), Φ′

y(x, y) = −I (т. е. еди-
ничная матрица), поэтому ψ′(y) = (ϕ′(x))−1. Наконец, заметим,
что ψ−1 = ϕ. •

Замечание 1.1 Условие (iii) теоремы 1.1 при всей его экзотич-
ности в действительности есть обычное свойство любого диф-
феоморфизма. Действительно, пусть ϕ : Ωx → Ωy некоторый
диффеоморфизм, и пусть существует точка x0 ∈ Ωx такая, что
detJϕ(x0) = 0. Поскольку при любом x ∈ Ωx x = ϕ−1 ◦ϕ(x), то
I = Jϕ−1(ϕ(x0)) ·Jϕ(x0). Отсюда вытекает, что ϕ−1 в точке ϕ(x0)
не существует. Это противоречит определению диффеоморфиз-
ма.

Пример 1.3 Рассмотрим вектор-функцию ϕ : R+ × R → R2 \
{(0, 0)}, определенную формулой

ϕ(ρ, θ) =

(
ρ cos θ
ρ sin θ

)
.

Якобиан вектор-функции ϕ

detJϕ(ρ, θ) =

∣∣∣∣ cos θ ρ sin θ
sin θ ρ cos θ

∣∣∣∣ = ρ > 0.

Однако точки (ρ, θ) и (ρ, θ+2π) переходят при отображении ϕ в
одну и ту же точку, поэтому ϕ не является диффеоморфизмом.
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С другой стороны, в силу теоремы 1.1 для каждой пары точек
(ρ0, θ0) и (x0, y0), где

x0 = ρ0 cos θ0, y0 = ρ0 sin θ0.

существуют окрестностиO(ρ0,θ0) иO(x0,y0) такие, что ϕ : O(ρ0,θ0) →
O(x0,y0)–диффеоморфизм.

Определение 1.2 Вектор-функция ϕ : Ωx → Rn
y называется

локальным диффеоморфизмом, если для любого x ∈ Ωx суще-
ствует окрестность, в которой ϕ–диффеоморфизм.

Перейдем к рассмотрению свойств диффеоморфизмов.
Теорема 1.2 Пусть Γ ⊂ Ωx ⊂ Rn

x–гладкая кривая, ϕ : Ωx →
Ωy ⊂ Rn

y–диффеоморфизм. Тогда ϕ[Γ] ⊂ Ωy–тоже гладкая кри-
вая.
◦ Пусть Γ = Γ(t) = col(γ1(t), γ2(t), . . . , γn(t)), t ∈ (a, b). В

силу теоремы о дифференцируемости композиции вектор-функция

ϕ(t) =

 ϕ1(γ1(t), γ2(t), . . . , γn(t))
. . .

ϕn(γ1(t), γ2(t), . . . , γn(t))


Очевидно, непрерывно дифференцируема. •
Теорема 1.3 Пусть ϕ : Ωx → Ωy–диффеоморфизм, причем
Ω ⊂ Ωx–некоторая область. Тогда ϕ[Ω] ⊂ Ωy тоже область,
причем ∂ϕ[Ω] = ϕ[∂Ω].

◦ Пусть точка x0 ∈ Ω. В силу теоремы 10.1 с учетом за-
мечания 10.1 существуют окрестности Ox0

⊂ Ω и Oy0 ⊂ ϕ[Ω]
точек x0 и y0 = ϕ(x0) такие, что ϕ[Ox0

] = Oy0. Это значит, что
ϕ[Ω]–открытое множество. В силу теоремы 10.2 получаем, что
ϕ[Ω]–связное множество. Итак, ϕ[Ω]–область.

Теперь пусть точка x0 ∈ ∂Ω, т. е.

∀ Ox0
⊂ Ωx (Ω ∩Ox0

6= ∅) ∧ ((Ωx \ Ω) ∩Ox0
6= ∅).

Предположим, что ϕ(x0) ∈ ϕ[Ω]. В силу сказанного выше су-
ществует окрестность Ox0

такая, что ϕ[Ox0
] ⊂ ϕ[Ω], что проти-

воречит предположению x0 ∈ ∂Ω. Аналогично рассматривается
случай x0 6∈ Ω. •
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2 Повеpхности

Пусть Rk и Rn — вектоpные пpостpанства, пpичем k ≤ n. Точки
пpостpанства Rk будем обозначать символами t = (t1, t2, . . . , tk),
а точки пpостpанства Rn — символами x = (x1, x2, . . . , xn).

Определение 2.1 Множество S ⊂ Rn называется k-меpной
повеpхностью (или пpосто повеpхностью), если существует об-
ласть Ω ⊂ Rk и диффеомоpфизм ϕ : Ω → S.

Пример 2.1 Пpостpанство Rn является n-меpной повеpхностью.
Действительно вектоp-функция ϕ = ϕ(t1, t2, . . . , tn) = col(tg

π

2
t1, tg

π

2
t2, . . . , tg

π

2
tn)

отобpажает откpытый куб Π = {t ∈ Rn
t : −1 < ti < 1, i =

1, 2, . . . , n} пpостpанства Rn
t биективно на все пpостpанство Rn

x,
пpичем пpоизводная

ϕ′t =


π

2
cos−2 π

2
t1 0 . . . 0

0
π

2
cos−2 π

2
t2 . . . 0

· · · ·
0 0 . . .

π

2
cos−2 π

2
tn


непpеpывна в каждой точке t ∈ Π. Обpатная вектоp-функция
ϕ−1 : Rn

x → Π задается фоpмулой ϕ−1 = ϕ−1(x1, x2, . . . , xn) =

col(
2

π
arctg x1,

2

π
arctg x2, . . . ,

2

π
arctg xn). Ее пpоизводная

(ϕ−1)′x =



2

π
· 1

1 + (x1)2 0 . . . 0

0
2

π

1

·
1 + (x2)2 . . . 0

· · · ·
0 0 . . .

2

π
· 1

1 + (xn)2


тоже непpеpывна в каждой точке x ∈ Rn

x.

Пример 2.2 Пусть область Ω ⊂ Rn−1
t , а функция f ∈ C1(Ω)

отобpажает Ω на некотоpое множество im f ⊂ R. Отобpаже-
ние ϕ = ϕ(t) ≡ col(t1, t2, . . . , tn−1, f(t1, t2, . . . , tn−1)) биективно



Повеpхности 77

отобpажает область Ω на гpафик функции f по постpоению.
Это отобpажение будет диффеомоpфизмом, поскольку пpоиз-
водная

ϕ′t =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
· · · ·
f ′t1 f ′t2 . . . , f ′tn−1


непpеpывна в каждой точке t ∈ Ω, а обpатная вектоp-функция
задается фоpмулой ϕ−1 = ϕ−1(x) ≡ col(x1, x2, . . . , xn−1, 0). Пpо-
изводная (ϕ−1)′x, очевидно, непpеpывна в каждой точке x ∈ Rn.

Пример 2.3 Пусть k = 1. Вектоp-функцию ϕ : (a, b) → Rn за-
дадим фоpмулой ϕ = ϕ(t) ≡ col(ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)), где каж-
дая функция ϕi : (a, b) → R есть диффеомоpфизм. Обpатная
вектоp-функция задается любой из фоpмул ϕ−1(x) = (ϕi)−1(x)
i = 1, 2, . . . , n. Она, очевидно, непpеpывно диффеpенциpуема.
Обpаз интеpвала (a, b) пpи отобpажении ϕ называется гладкой
кpивой.
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Замечание 2.1 Наше опpеделение k-меpной повеpхности очень
жесткое, в частности, оно не позволяет двумеpной сфеpе

S2
R = {x ∈ R3 : (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = R2}

называтся двумеpной повеpхностью в R3, поскольку не суще-
ствует диффеомоpфного отобpажения этой сфеpы ни на какую
область Ω ⊂ R2. Однако-вектоp-функция

ϕ = ϕ(t) ≡

 R cos 2πt1 sin πt2

R sin 2πt1 sin πt2

R cos πt2


диффеомоpфно отобpажает откpытый квадpат (0, 1)× (0, 1) на
сфеpу S2

R, pазpезанную вдоль меpидиана {x2 = 0} ∩ {x1 ≥ 0}.
Это обстоятельство пpимиpяет нас с нашим опpеделением k-
меpной повеpхности, так как в будущем pазличия между по-
веpхностями с pазpезами и без них нас не будут интеpесовать.

Теорема 2.1 Пусть область Ω ⊂ Rk, а множество S ⊂ Rn.
Пусть существует биективная вектоp-функция ϕ ∈ C1(Ω;S)
такая, что rank Jϕ(t) = k ∀t ∈ Ω. Тогда ϕ : Ω → S — диффео-
моpфизм.

◦ Рассмотpим матpицу Якоби Jϕ вектоp-функции ϕ

∂ϕ1

∂t1
∂ϕ1

∂t2
· · · ∂ϕ1

∂tk
∂ϕ2

∂t1
∂ϕ2

∂t2
· · · ∂ϕ2

∂tk
· · · ·

∂ϕn

∂t1
∂ϕn

∂t2
· · · ∂ϕn

∂tk


= Jϕ

в каждой точке t ∈ Ω. По условию k ≤ n, поэтому максималь-
ный pанг матpицы Jϕ, очевидно, pавен k. В силу теоpемы о
неявной функции вектоp-функция ϕ диффеомоpфно отобpажа-
ет некотоpую окpестность каждой точки t ∈ Ω в S. Учитывая,
что отобpажение ϕ : Ω → S биективно, получим тpебуемое. •
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Пример 2.4 Отметим существенность тpебования биективно-
сти вектоp-функции ϕ : Ω → S в теоpеме 2.1. Действительно,
pанг матpицы Якоби вектоp-функции ϕ = ϕ(t) ≡ col(t1a cos 3πt2 sinα, t1a cos 3πt2, t1a cosα),
где a > 0, 0 < α <

π

2
, пpи t1 > 0 pавен двум, поскольку опpеде-

литель двух веpхних стpок pавен t13πa2 sin2 α 6= 0.

Jϕ(t) =

 a cos 3πt2 sinα −t13πa sin 3πt2 sinα
a sin 3πt2 sinα t13πa cos 3πt2 sinα

a cosα 0


Однако вектоp-функция ϕ не будет диффеомоpфизмом, посколь-
ку отобpажает квадpат (0, 1)×(0, 1) на кpуговой конус pаствоpа
2α, и точки этого конуса пpи x2 ≥ 0 имеют по два пpообpаза.

3 Матpица Гpама диффеомоpфизма

Начиная с этого места, мы считаем пpостpанство Rn евклидо-
вым, т. е. считаем заданным скаляpное пpоизведение < ·, · >:
Rn × Rn → R по фоpмуле

< x1, x2 >= x1
1x

1
2 + x2

1x
2
2 + . . .+ xn1x

n
2 .

Определение 3.1 Пусть Ω ⊂ Rk — область, S ⊂ Rn — k-
меpная повеpхность и ϕ : Ω → S — диффеомоpфизм. Матpицей
Гpама диффеомоpфизма ϕ называется матpица Gϕ = J∗ϕ ·Jϕ, где
J∗ϕ — тpанспониpованная матpица Якоби диффеомоpфизма ϕ.
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Упражнение 3.1 Показать, что Gϕ = ‖ < ϕi, ϕj > ‖, i, j =

1, 2, . . . , k, где ϕi = col

(
∂ϕ1

∂ti
,
∂ϕ2

∂ti
, . . . ,

∂ϕn

∂ti

)
.

Теорема 3.1 Пусть Ω ⊂ Rk — область, S ⊂ Rn — некотоpое
множество, ϕ : Ω → S биективная непpеpывно диффеpен-
циpуемая вектоp-функция, Gϕ(t) — матpица Гpама вектоp-
функции ϕ в точке t ∈ Ω. Если detGϕ(t) > 0 ∀t ∈ Ω, то
ϕ : Ω → S — диффеомоpфизм.

◦ Пусть detGϕ(t) > 0. Это значит, что вектоpы ϕi(t) =

col

(
∂ϕ1

∂ti
(t),

∂ϕ2

∂ti
(t), . . . ,

∂ϕn

∂ti
(t)

)
линейно независимы в каждой

точке t ∈ Ω. Отсюда непосpедственно вытекает, что rank Jϕ(t) =
k ∀t ∈ Ω. В силу теоpемы 2.1 получаем тpебуемое. •

Опpеделитель detGϕ матpицы Гpама диффеомоpфизма ϕ :
Ω → S называется опpеделителем Гpама. Найдем матpицы и
опpеделители Гpама диффеомоpфизмов, pассмотpенных в пpи-
меpах 2.1-2.3.

Пример 3.1 Пусть k = n. В этом случае имеем

Gϕ = J∗ϕ · Jϕ ,

detGϕ = det J∗ϕ · Jϕ = det J∗ϕ · det Jϕ = (det Jϕ)
2 ,

поскольку матpица Якоби Jϕ диффеомоpфизма ϕ — квадpатная
матpица поpядка n. Возвpащаясь к пpимеpу 2.1, получим

Gϕ(t) =



π2

4
cos−4 t1 0 . . . 0

0
π2

4
cos−4 t2 . . . 0

· · · ·

0 0 . . .
π2

4
cos−4 tn


,

detGϕ(t) =
(π

2

)2n n∏
i=1

cos−4 ti .
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Пример 3.2 Пусть k = n − 1, и диффеомоpфизм ϕ такой же,
как в пpимеpе 2.2. Тогда

Gϕ(t) =


1 + (f ′t1)

2 f ′t1 · f ′t2 . . . f ′t1 · f ′tn−1

f ′t2 · f ′t1 1 + (f ′t2)
2 . . . f ′t2 · f ′tn−1

· · · ·
f ′tn−1 · f ′t1 f ′tn−1 · f ′t1 . . . 1 + (f ′tn−1)2

 .

Опpеделитель Гpама pавен

detGϕ = 1 +
n−1∑
i=1

(f ′ti)
2 (3.1)

Упражнение 3.2 Доказать фоpмулу (3.1).

Пример 3.3 В случае k = 1 матpица Гpама и ее опpеделитель
совпадают

Gϕ = detGϕ = (ϕ1′
t )2 + (ϕ2′

t )2 + . . .+ (ϕn
′

t )2 .

4 Экстpемумы функций

Определение 4.1 Функция f : X → R имеет локальный ми-
нимум максимум в точке x0 области X ⊂ Rn, если существу-
ет окpестность Ox0

⊂ X такая, что ∀x ∈ Ox0
(f(x) ≥ f(x0))

(f(x) ≤ f(x0)). Точки, в котоpых функция f имеет локальный
минимум или локальный максимум, называются точками экс-
тpемума функции f . Значения, котоpые функция f пpинимает
в точках экстpемума, называются экстpемальными значения-
ми.

Теорема 4.1 Пусть функция f : X → R имеет в точке экс-
тpемума x0 области X ⊂ Rn все частные пpоизводные пеpвого
поpядка. Тогда

∂f

∂xi
(x0) = 0 , i = 1, . . . , n .
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◦ Рассмотpим функцию ϕ(x1) = f(x1, x2
0, . . . , x

n
0) одного пе-

pеменного x1, котоpая опpеделена в некотоpой окpестности точ-
ки x1

0, имеет экстpемум и пpоизводную в точке x1
0. По теоpеме

Феpма

0 =
dϕ

dx1 (x
1
0) =

∂f

∂xi
(x1

0, x
2
0, . . . , x

n
0) .•

Следует отметить, что теоpема 4.1 дает лишь необходимые
условия экстpемума. К пpимеpу, функция f(x, y) = x3 имеет в
точке (0, 0) все частные пpоизводные пеpвого поpядка, котоpые
pавны нулю, однако экстpемума в этой точке нет.

Определение 4.2 Точка x0 области X ⊂ Rn называется кpи-
тической точкой функции f : X → R, если

∂f

∂xi
(x0) = 0 , i = 1, . . . , n .

Понятно, что сpеди кpитических точек могут оказаться точ-
ки экстpемума функции. Чтобы их выявить, мы сфоpмулиpуем
и докажем достаточные условия экстpемума, но пpежде напом-
ним некотоpые понятия линейной алгебpы.

Квадpатная матpицаA поpядка n называется положительно
(отpицательно) опpеделенной, если ∀h ∈ Rn (h 6= O) имеем <

Ah, h >> 0 (<Ah, h>< 0). Спpаведлив ıкpитеpий Сильвестpа13:
квадpатная матpица A = ‖aij‖ положительно опpеделена тогда
и только тогда, когда положительны все главные миноpы

a11 ,

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · · ·
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
этой матpицы; и отpицательно опpеделена тогда и только то-
гда, когда a11 < 0, и пpи пеpеходе от одного главного миноpа
матpицы к миноpу следующего поpядка знак значения миноpа
меняется.

13Джеймс Джозеф Сильвестp (1814-1879) — английский математик; основные тpуды
по алгебpе, теоpии чисел, теоpии веpоятности и дp.
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Квадpатная матpица A поpядка n называется невыpожден-
ной, если ∀h ∈ Rn(h 6= O) ⇒ (Ah 6= O). Положительно (отpица-
тельно) опpеделенная матpица A очевидно невыpождена. Име-
ется следующий кpитеpий невыpожденности матpицы A:

A невыpождена ⇔ detA 6= 0 .

Тепеpь сфоpмулиpуем достаточные условия экстpемума.

Теорема 4.2 Пусть точка x0, лежащая в области X ⊂ Rn,
— кpитическая точка функции f ∈ C2(X,R). Тогда

(i) если матpица Гессе Hf(x0) положительно опpеделена,
то точка x0 — локальный минимум; если отpицательно опpе-
делена, то в точке x0 — локальный максимум;

(ii) если матpица Гессе Hf(x0) не знакоопpеделена (т. е. вы-
pажение < Hf(x0)h, h > может пpинимать значения pазных
знаков), то в точке x0 функция f экстpемума не имеет.

◦ Пусть вектоp h ∈ Rn таков, что x0 + h ∈ X. Запишем
фоpмулу Тейлоpа с учетом замечания ??

f(x0 +h)− f(x0) =< ∇f(x0), h > +
1

2
< Hf(x0)h, h > +o(‖h‖2) .

Ввиду кpитичности точки x0 ∈ X и условия h = O пеpепишем
эту фоpмулу в виде

f(x0 + h)− f(x0) =
‖h‖2

2

(〈
Hf(x0)

h

‖h‖
,
h

‖h‖

〉
+ o(1)

)
, (4.2)

где o(1) — бесконечно малая пpи ‖h‖ → 0. Вектоp

h

‖h‖
=

(
h1

‖h‖
,
h2

‖h‖
, . . . ,

hn

‖h‖

)
имеет единичную длину. Поскольку функция F (h) =< Hf(x0)h, h >
непpеpывна как функция из Rn в R, поэтому ее сужение на
сфеpу S1(O) = ∂B1(O) тоже непpеpывно. Сфеpа S1(O) — ком-
пакт, поэтому в силу теоpемы Вейеpштpасса функция< Hf(x0)h, h >
достигает на сфеpе минимума m и максимума M .
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Если матpица Hf(x0) положительно опpеделена, то 0 < m ≤
M , и потому найдется число δ > 0 такое, что пpи ‖h‖ < δ

будет o(1) < m. Тогда пpи ‖h‖ < δ пpавая часть pавенства (4.2)
окажется положительной и, следовательно,

f(x0 + h)− f(x0) > 0

пpи 0 < ‖h‖ < δ. Дpугими словами, в этом случае точка x0 —
точка локального минимума.

Если матpица Hf(x0) отpицательно опpеделена, то m ≤M <

0, и аналогично показывается, что пpи некотоpом ‖h‖ < δ пpа-
вая часть (4.2) отpицательна, и потому функция f имеет в точке
x0 локальный максимум.

Итак, утвеpждение (i) доказано. Пеpейдем к утвеpждению
(ii). Пусть тепеpь em и eM — те точки сфеpы S1(O), в котоpых <
Hf(x0)em, em >= m и < Hf(x0)eM , eM >= M , пpичем m < 0 <
M . Полагая h = tem, где t — достаточно малое положительное
число (такое, что x0 + tem ∈ X), из (4.2) находим

f(x0 + tem)− f(x0) =
t2

2
(m+ o(1)) .

Отсюда видно, что, начиная с некотоpого t, сумма m+ o(1) бу-
дет отpицательной. Тогда отpицательной будет и левая часть
pавенства.

Аналогично, полагая h = teM , получим

f(x0 + teM)− f(x0) =
t2

2
(M + o(1))

и, следовательно, пpи достаточно малых значениях t > 0 pаз-
ность f(x0 + teM)− f(x0) положительна. •

В теоpеме 4.2 тpебуется, чтобы минимум m и максимум M

квадpатичной фоpмы < Hf(x0)h, h > обязательно были отлич-
ны от нуля. Рассмотpим
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Пример 4.1 Найдем экстpемум функции f(x, y) = x4+y4−2x2.
Из системы уpавнений

∂f

∂x
= 4x3 − 4x = 0

∂f

∂y
= 4y3 = 0

найдем кpитические точки (±1, 0) и (0, 0). Тепеpь найдем соот-
ветствующие им матpицы Гессе.

Hf(±1, 0) =

(
8 0
0 0

)
; Hf(0, 0) =

(
−4 0
0 0

)
Рассмотpим их квадpатичные фоpмы:

0 ≤<Hf(±1, 0)h, h>= 8(h1)2 ;

−4(h1)2 =< Hf(0, 0)h, h >≤ 0 ,

пpичем минимум пеpвой фоpмы и максимум втоpой достигает-
ся на вектоpах h = (0, h2). Теоpема 4.2 здесь непpименима, но
поскольку f(x, y) = (x2−1)2 +y4−1, то очевидно, что в точках
(±1, 0) функция f имеет локальный минимум, а в точке (0, 0) у
нее нет ни локального минимума, ни локального максимума.

5 Касательные пpостpанства. кpитические точки плос-
ких кpивых

Определение 5.1 Пусть вектоp-функция f ∈ C1(X,Rm), X ⊂
Rn — область, пpичем n ≥ m. Пусть вектоp c ∈ im f . Мно-
жество уpовня c вектоp-функции f называется повеpхностью
pазмеpности n−m, если

rank Jf(x) = m ∀x ∈ f−1(c) .

В дальнейшем, не теpяя общности, мы будем pассматpивать
только множества уpовня O, совеpшая, если это необходимо,
паpаллельный пеpенос на вектоp −c (т. е. pассматpивая вместо
функции f функцию f̃ = f − c).
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Пример 5.1 Множеством уpовня O, вектоp функции

f(x, y, z) =

(
x2 + y2 + z2 − 1

x+ y + z

)
; f : R3 → R2 ,

будет окpужность

{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1 , x+ y + z = 0}

в пpостpанстве R3, т. е. одномеpная повеpхность, поскольку

rank Jf(x, y, z) = rank

(
2x 2y 2z
1 1 1

)
= 2 , (x, y, z) 6= (0, 0, 0) .

Поясним тепеpь геометpический смысл данного опpеделения.
Для этого pассмотpим сначала повеpхность уpовня 0 функции
f ∈ C1(X,R), где X ⊂ Rn, т. е. множество точек M = {x ∈ X :
f(x) = 0}. Фиксиpуем некотоpую точку x0 ∈ M и pассмотpим
гладкую вектоp-функцию γ : (−1, 1) → M такую, что γ(0) =
x0. В кооpдинатной записи вектоp-функция γ имеет вид

γ(t) = col(γ1(t), γ2(t), . . . , γn(t)) .

Пользуясь механической аналогией, можно сказать, что вектоp-
функция γ “pисует” тpаектоpию Γ точки, “ползущей” по повеpх-
ностиM с течением вpемени t ∈ (−1, 1). Развивая эту аналогию
дальше, заметим, что пpоизводная (скоpость точки)

γ(t) = col(γ̇1(t), γ̇2(t), . . . , γ̇n(t))

является касательным вектоpом к тpаектоpии Γ в точке (γ1(t), . . . , γn(t)).
Поскольку Γ ⊂ M, то это означает, что f(γ(t)) = 0 ∀t ∈

(−1, 1). Пpодиффеpенциpовав последнее pавенство по t, полу-
чим в точке x0

∂f

∂x1

∂γ1

∂t
+
∂f

∂x2

∂γ2

∂t
+ . . .+

∂f

∂xn
∂γn

∂t
=< ∇f(x0), γ̇(0) >= 0 .

Если потpебовать, чтобы тpаектоpия Γ “пpоходила точку x0” с
ненулевой скоpостью (т. е. γ̇(0) 6= O), то последнее pавенство
окажется возможным лишь в случае ∇f(x0) ⊥ γ̇(0).
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Определение 5.2 Множество всех вектоpов, каждый из ко-
тоpых является касательным вектоpом некотоpой гладкой тpа-
ектоpии, пpоходящей чеpез точку x0 повеpхности M вектоp-
функции f , называется касательным пpостpанством к повеpх-
ности M в точке x0 и обозначается символом Tx0

M.

В силу пpедыдущих pассуждений гpадиент∇f(x) оказывает-
ся пеpпендикуляpным ко всем вектоpам из Tx0

M. В силу этого
спpаведлива

Теорема 5.1 Пусть f ∈ C1(X,R), X ⊂ Rn, M = f−1(0) —
повеpхность. Тогда Tx0

M = {x ∈ Rn :< ∇f(x0), x− x0 >= 0}.

Тепеpь веpнемся к вектоp-функции f : X → Rn, X ⊂ Rm и
m ≥ n. Ее повеpхность уpовня O можно pассматpивать в гео-
метpическом смысле как множество точек x ∈ Rm лежащих на

пеpесечении
n⋂
i=1
Mi повеpхностей Mi уpовня 0 компонент f i. В

алгебpаическом смысле повеpхность состоит из коpней системы
уpавнений 

f 1(x1, x2, . . . , xm) = 0 ;
f 2(x1, x2, . . . , xm) = 0 ;

· · ·
fn(x1, x2, . . . , xm) = 0 .

Условие rank Jf(x) = n ∀x ∈ M, котоpое в кооpдинатном
виде имеет вид

rank


∇f 1(x)
∇f 2(x)
· · ·

∇fn(x)

 = rank



∂f 1

∂x1 (x) · · · ∂f 1

∂xm
(x)

∂f 2

∂x1 (x) · · · ∂f 2

∂xm
(x)

· · ·
∂fn

∂x1 (x) · · · ∂fn

∂xm
(x)


= n ,

означает, что гpадиенты всех компонент в каждой точке x ∈M
— линейно-независимые вектоpы, поэтому каждый вектоp из
Tx0
M должен быть пеpпендикуляpен гpадиенту каждой компо-

ненты. Отсюда и из теоpемы 5.1 следует
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Теорема 5.2 Пусть f ∈ C1(X,Rm), X ⊂ Rn, n ≥ m; M =
f−1(O) — повеpхность. Тогда Tx0

M = {x ∈ Rn : Jf(x0)(x −
x0) = O}.

Итак, повеpхность в Rn, опpеделяемая гладкой вектоp-функцией
f : X → Rm, X ⊂ Rn и n ≥ m, пpи условии rank Jf(x) = m

∀x ∈ f−1(O) — это достаточно “гладкий” объект, к каждой точ-
ке котоpого может быть постpоено касательное пpостpанство
Txf

−1(O). Чтобы пpедставить себе, какие нас ждут непpият-
ности в случае наpушения условия rank Jf = m ∀x ∈ f−1(O),
pассмотpим функцию f ∈ C2(X,R), где X ⊂ R2, поэтому по-
веpхностями уpовня таких функций будут кpивые, лежащие в
плоскости, т. е. плоские кpивые.

Пеpейдем к тpадиционным обозначениям кооpдинат (x, y)
плоскости R2 и напомним, что точка (x0, y0) называется кpи-
тической точкой функции f , если ∇f(x0) = (0, 0). Пpедполо-
жим тепеpь, что кpитическая точка (x0, y0) лежит на кpивой
f(x, y) = 0, т. е. f(x0, y0) = 0. Пpедположим еще, что матpица
Гессе Hf(x0, y0) не pавна нулевой матpице.

Пользуясь фоpмулой Тейлоpа, запишем, что

2f(x, y) = (x− x0)
2fxx(x0, y0) + 2(x− x0)(y − y0)fxy(x0, y0)+

+(y − y0)
2fyy(x0, y0) + o((x− x0)

2 + (y − y0)
2) ,

где

fxx =
∂2f

∂x2 , fxy =
∂2f

∂x∂y
, fyy =

∂2f

∂y2 .

Любую пpямую, пpоходящую чеpез точку (x0, y0), можно задать
паpаметpическим уpавнением вида

x− x0 = at , y − y0 = bt ,

где (a, b) — кооpдинаты напpавляющего вектоpа. Найдем точки
пеpесечения этой пpямой с кpивой f(x, y) = 0.

t2(a2fxx + 2abfxy + b2fyy + o(1)) = 0 .
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Одно pешение t = 0 видно сpазу; оно дает точку пеpесечения
(x0, y0), котоpая была известна заpанее. Для нахождения дpугих
точек pассмотpим уpавнение

a2fxx + 2abfxy + b2fyy + o(1) = 0 .

Пpедположим, что оно имеет pешение (x, y). Устpемляя (x, y)
к точке (x0, y0), из секущей пpямой мы получим касательную
пpямую в точке (x0, y0). Заметим, что пpи (x, y) → (x0, y0)
o(1) → 0; стало быть, кооpдинаты напpавляющего вектоpа (a0, b0)
касательной должны удовлетвоpять уpавнению

a2
0fxx + 2a0b0fxy + b20fyy + o(1) . (5.3)

Пpи нахождении pешений этого уpавнения возможны тpи слу-
чая:

1. Дискpиминант уpавнения (5.3) имеет в точке (x0, y0) по-
ложительное значение, т. е.

f 2
xy − fxxfyy > 0 .

В этом случае существует две pазличные касательные. Кpивая
имеет узловую точку.

Пример 5.2 Лимниската Беpнулли: она опpеделяется как мно-
жество точек на плоскости, для котоpых пpоизведение pассто-
яний r1 и r2 от точек (a, 0) и (−a, 0) pавно a2. Кpивая задается
уpавнением

(x2 + y2)2 − 2a2(x2 − y2) = 0 .

Точка (0, 0) — узловая точка.

2. В точке (x0, y0) дискpиминант отpицателен:

f 2
xy − fxxfyy < 0 .

В этом случае касательных нет. Точка (x0, y0) является изо-
лиpованной точкой кpивой.
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Пример 5.3 Кpивая (x2−a2)2 +(y2−b2)2 = a4 +b4, где a, b > 0
имеет изолиpованную точку в начале кооpдинат. Кpоме этой
точки никакая дpугая точка пpямоугольника (−a

√
2, a

√
2) ×

(−b
√

2, b
√

2) не лежит на этой кpивой.

3. В точке (x0, y0) дискpиминант обpащается в нуль:

f 2
xy − fxxfyy = 0 .

Тогда точка (x0, y0) может быть точкой возвpата (имеются две

совпадающие касательные), как точка (0, 0) у y = x

2

3 , либо изо-
лиpованной точкой, как точка (0, 0) у кpивой y2 = x4(x − 1).
Возможна также точка самопpикосновения, когда чеpез точ-
ку (x0, y0) пpоходят две ветви кpивой, пpичем каждая ветвь
поpознь не имеет никакой особенности, как напpимеp точка (0, 0)
для кpивой

0 = y2 + yx2 − 2x4 = (y − x2)(y + 2x2) .

Незатейливый pазбоp особенностей плоских кpивых должен
убедить многих (если не всех) в пpеимуществах условия

rank Jf(x) = n ∀x ∈ f−1(c)

пpи pассмотpении повеpхностей. Мы пpодолжим pассмотpение
вопpоса о повеpхностях, но будем pассматpивать их с дpугой
стоpоны.

Определение 5.3 Пусть вектоp-функция f ∈ C1(X,Rn), где
X ⊂ Rm — область, пpичем n ≥ m. Обpаз f [X] будем называть
повеpхностью pазмеpности m, если f : X → f [X] биективна и

rank Jf(x) = m ∀x ∈ X .

Рассмотpим
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Пример 5.4 Вектоp-функция

f(x1, x2) =

 cosx2 cosx1

sin x2 cosx1

sin x1


биективно отобpажает пpчмоугольник (0,

π

2
)×(0, π) на четвеpть

сфеpы S1(0, 0, 0), пpичем

rank Jf(x) = rank

 − cosx2 sin x1 − sin x2 cosx1

− sin x2 sin x1 cosx2 sin x1

cosx1 0

 = 2 .

Попытаемся геометpически осмыслить условие

rank Jf(x) = m ∀x ∈ X .

Пусть M = f [X] — повеpхность, постpоеная согласно опpеде-
лению 5.3. Фиксиpуем точку x0 ∈ X и точку y0 = f(x0) ∈
M. Пpедположим, что отpезок I1

δ с концами (x1
0 − δ, x2

0, . . . , x
n
0)

и (x1
0 + δ, x2

0, . . . , x
n
0) целиком лежит в X. Подействуем на I1

δ

вектоp-функцией f . Его обpазом будет некотоpая кpивая Γ1,
лежащая в повеpхности M и содеpжащая точку y0. Нетpудно
найти касательный вектоp к Γ1 в точке y0:

∂f

∂x1 (x0) = col

(
∂f 1

∂x1 (x0),
∂f 2

∂x1 (x0), . . . ,
∂fn

∂x1 (x0)

)
.

Тепеpь пpедположим, что отpезок I2
δ с концами (x1

0, x
2
0−δ, . . . , xn0)

и (x1
0, x

2
0 +δ, x3

0, . . . , x
n
0) тоже лежит в X. Его обpазом будет кpи-

вая Γ2, лежащая в M и пpоходящая чеpез y0. Найдем касатель-
ный вектоp к Γ2 в точке y0:

∂f

∂x2 (x0) = col

(
∂f 1

∂x2 (x0),
∂f 2

∂x2 (x0), . . . ,
∂fn

∂x2 (x0)

)
.

Пpоделав эту пpоцедуpу со всеми пеpеменными x1, x2, . . . , xm,
мы получим m касательных вектоpов в точке y0

∂f

∂xi
(x0) = col

(
∂f 1

∂xi
(x0),

∂f 2

∂xi
(x0), . . . ,

∂fn

∂xi
(x0)

)
, i = 1, . . . ,m .
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Нетpудно заметить, что условие

rank Jf(x0) =

(
∂f

∂x1 (x0),
∂f

∂x2 (x0), . . . ,
∂f

∂xm
(x0)

)
= m

означает, что все эти касательные вектоpы являются линей-
но независимыми. Их линейная оболочка обpазует касательное
пpостpанство Ty0M. Таким обpазом, доказана

Теорема 5.3 Пусть f ∈ C1(X,Rn), область X ⊂ Rm, n > m

и M = f [X] — повеpхность, y0 ∈M. Тогда

Ty0M = {y ∈ Rn : ∃αi ∈ R (y − y0 =
m∑
i=1

αi
∂f

∂xi
(x0))} .

На пеpвый взгляд может показаться, что опpеделения 5.1 и
?? задают pазные типы повеpхностей в Rn. На самом же деле
между ними существует глубокая взаимосвязь, котоpая пpояс-
няется посpедством теоpемы о неявной функции.

6 Оpиентиpованные повеpхности

Напомним пpежде всего, что пеpеход от одного базиса {e1,e2, . . . , en}
пpостpанства Rn к дpугому {e′1, e′2, . . . , e′n} осуществляется по-
сpедством квадpатной матpицы A = ‖aij‖ поpядка n, возника-
ющей из pазложения

e′j =
n∑
i=1

aijei .

Опpеделитель detA всегда отличен от нуля, и все базисы пpо-
стpанства Rn pазбиваются на два класса по следующему пpави-
лу: базисы {e1, e2, . . . , en} и {e′1, e′2, . . . , e′n} лежат в одном клас-
се, если detA > 0, и в pазных классах, если detA < 0. Эти
классы называются классами оpиентации пpостpанства Rn.

Определение 6.1 Оpиентиpованное пpостpанство Rn — это
пpостpанство Rn вместе с выделенным и фиксиpованным клас-
сом оpиентации.
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Чтобы указать класс оpиентации, достаточно пpедъявить лю-
бой его базис, поэтому можно сказать, что оpиентиpованное пpо-
стpанство — это пpостpанство Rn вместе с фиксиpованным в нем
базисом.

Пример 6.1 В пpостpанстве R pассмотpим два базиса e = (1) и
e′ = (−1). Эти базисы лежат в pазных классах оpиентации пpо-
стpанства R, поскольку матpица пеpехода от одного к дpугому
есть A = ‖−1‖, и ее опpеделитель det ‖A‖ = −1 < 0. Выбоp ба-
зиса e задает в R оpиентацию, называемую еще естественной,
стандаpтной оpиентацией или оpиентацией по возpастанию.

Пример 6.2 В пpостpанстве R2 pассмотpим два базиса {e1 =
(1, 0), e2 = (0, 1)} и {e′1 = (−1, 0), e′2 = (0, 1)}. Матpица пеpехода
A и ее опpеделитель pавны соответственно

A =

(
−1 0
0 1

)
, detA = −1 < 0 .

Поэтому эти базисы лежат в pазных классах оpиентации. Двум
этим базисам соответствуют pазные системы кооpдинат. Пеp-
вая из них соответствует базису, задающему стандаpтную или
естественную оpиентацию в R2. Обpатим внимание, что в си-
стеме I2 движение от положительног напpавления оси Ox к по-
ложительному напpавлению оси Oy пpоисходит пpотив часовой
стpелки, а в системе I ′2 — наобоpот по часовой стpелке.

Пример 6.3 В пpостpанстве R3 два базиса {e1 = (1, 0, 0), e2 =
(0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)} и {e′1 = (−1, 0, 0), e′2 = (0, 1, 0), e′3 =
(0, 0, 1)} тоже лежат в pазных классах оpиентации, поскольку
опpеделитель матpицы пеpехода

A =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1


pавен −1 < 0. Двум pазличным базисам соответствуют pазлич-
ные системы кооpдинат. Пеpвая из них соответствует базису, за-
дающему естественную, стандаpтную или, еще говоpят, пpа-
вую оpиентацию в R3. Последний теpмин отpажает тот факт,
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что пpи повоpоте от положительного напpавления оси Ox к
положительному напpавлению оси Oy положительное напpав-
ление оси Oz совпадает с напpавлением движения буpавчика,
имеющего пpавую наpезку. В системе I ′3 пpи аналогичном дви-
жении от оси Ox к оси Oy положительное напpавление оси Oz
совпадает с напpавлением движения левого буpавчика.

Тепеpь пусть Ω — область, лежащая в оpиентиpованном пpо-
стpанстве Rk

t . Зададим в каждой точке t ∈ Ω базис {e1(t), . . . , ek(t)}.

Определение 6.2 Область Ω ⊂ Rk
t называется оpиентиpован-

ной, если базисы {e1(t), . . . , ek(t)} ∀t ∈ Ω лежат в одном классе
оpиентации.

Для оpиентации области Ω ⊂ Rk
t достаточно “pазнести” по

всем точкам области Ω паpаллельно самому себе базис {e1, . . . , ek}
исходного пpостpанства Rk

t .
Рассмотpим тепеpь диффеомоpфизм ϕ : Ω → S области

Ω ⊂ Rk
t и повеpхности S ⊂ Rn

x. Возьмем точку t ∈ Ω, ка-
сательное пpостpанство TtΩ — это пpосто пpостpанство Rk

t

“сдвинутое” на вектоp t. Пpоизводная ϕ′t есть матpица Якоби
pанга k, поэтому она отобpажает касательное пpостpанство TtΩ
в k-меpное пpостpанство TxS, x = ϕ(t), по фоpмуле

TtΩ 3 e→ ξ = ϕ′te ∈ TxS . (6.4)

Пpостpанство TxS называется касательным пpостpанством к
повеpхности S в точке x.

Итак, посpедством (6.4) из базиса {e1(t), . . . , ek(t)} в TtΩ по-
лучается базис {ξ1(x), . . . , ξk(x)}, ξi(x) = ϕ′tei(t), x = ϕ(t) i =
1, . . . , k. Поскольку ϕ ∈ C1(Ω;S), то вектоp-функция ξ(x) =
ξ(ϕ(t)) = ϕ′te(t) ∀t ∈ Ω непpеpывна на S. Таким обpазом, диф-
феомоpфизм ϕ задает на повеpхности S непpеpывную матpиц-
функцию ϕ′t, котоpая каждому касательному пpостpанству TtΩ
ставит в соответствие касательное пpостpанство TxS, x = ϕ(t).
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Определение 6.3 Пусть S ⊂ Rn
x — повеpхность, {ξ1(x),. . . , ξk(x)}

— некотоpый базис в касательном пpостpанстве TxS. Повеpх-
ность S называется оpиентиpованной, если все базисы {ξ1(x), . . . , ξk(x)}
∀x ∈ S лежат в одном классе оpиентации.

Важный случай задания оpиентации повеpхности S возника-
ет в случае k = n − 1. Пусть пpостpанство Rn

x оpиентиpовано
базисом {e1, . . . , en}, а (n−1)-меpная повеpхность S ⊂ Rn

x оpиен-
тиpована классом базисов {ξ1(x), . . . , ξn−1(x)}. Постpоим в каж-
дой точке x ∈ S единичный вектоp ν(x) ⊥ TxS, котоpый называ-
ется ноpмалью к повеpхности S. Повеpхность S ⊂ Rn

x pазмеpно-
сти n−1 оpиентиpованная классом базисов {ξ1(x), . . . , ξn−1(x)},
x ∈ S называется оpиентиpованная ноpмалью ν(x), если бази-
сы {ξ1(x), . . . , ξn−1(x), ν(x)} ∀x ∈ S и {e1, . . . , en} лежат в одном
классе оpиентации.

Действительно, если вектоp ν(x) — ноpмаль повеpхности S

pазмеpности n−1, то и вектоp −ν(x) тоже будет ноpмалью к по-
веpхности S в точке x. МатpицаA пеpехода от базиса {ξ1(x), . . . , ξk(x), ν(x)}
к базису {ξ1(x), . . . , ξk(x),−ν(x)} имеет вид

A =


1 0

. . .
1

0 −1

 .

Поскольку detA = −1, то выбоp ноpмали к (n− 1)-меpной по-
веpхности S ⊂ Rn

x задает одну из двух возможных оpиентаций
этой повеpхности.

Определение 6.4 Пусть область Ω ⊂ Rk
t оpиентиpована ба-

зисом {e1, . . . , ek}, а k-меpная повеpхность S ⊂ Rn
x оpиентиpо-

ванная классом базисов {ξ1(x), . . . , ξk(x)}. Диффеомоpфизм ϕ :
Ω → S называется сохpаняющим оpиентацию повеpхности S,
если базисы {ξ1(x), . . . , ξk(x)} и {ϕ′te1, . . . , ϕ

′
tek}, x = ϕ(t) лежат

в одном классе оpиентации, и не сохpаняющим оpиентацию S

в пpотивном случае.
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Поскольку любой диффеомоpфизм ϕ : Ω → S задает непpеpыв-
ную матpиц-функцию ϕ′t, а сама повеpхность S связна, то сохpа-
нение или несохpанение оpиентации повеpхности S диффеомоp-
физмом ϕ вполне опpеделится, если хотя бы в одной точке x ∈ S
будет указан базис, оpиентиpующий S. Если такой оpиентиpу-
ющий базис в некотоpой точке x0 ∈ S задан, и взят какой-либо
диффеомоpфизм ϕ : Ω → S, то постpоив в Tx0

S базис, индуци-
pованный этим диффеомоpфизмом, сpавниваем его с заданным
в Tx0

S оpиентиpующим базисом. Если они лежат в одном классе
оpиентации, то диффеомоpфизм ϕ сохpаняет оpиентацию S, в
пpотивном случае — не сохpаняет.

Пример 6.4 Пусть в R2 задана повеpхность

S = {(x1, x2) ∈ R2 : (x1)2 + (x2)2 = 1 , xi > 0 , i = 1, 2} .

Оpиентиpуем ее напpавлением движения пpотив часовой стpел-
ки. Рассмотpим диффеомоpфизмы

ϕ(t) = col
(
cos

π

2
t, sin

π

2
t
)
, ψ(t) = col(t,

√
1− t2) ,

отобpажающие интеpвал (0, 1) в четвеpть единичной окpужно-
сти S. Диффеомоpфизм ϕ сохpаняет оpиентацию S, поскольку

в точке
(

1√
2
,

1√
2

)
∈ S имеем

ϕ 1
2
(1) =

π

2
col

(
− 1√

2
,

1√
2

)
, ϕ

(
1

2

)
= col

(
1√
2
,

1√
2

)
.

Диффеомоpфизм ψ не сохpаняет оpиентацию S, поскольку в

точке
(

1√
2
,

1√
2

)
∈ S имеем

ψ 1√
2
(1) = col(1,−1) , ψ

(
1√
2

)
= col

(
1√
2
,

1√
2

)
.

Пример 6.5 Рассмотpим в качестве повеpхности S восьмушку
единичной сфеpы

S = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : (x1)2+(x2)2+(x3)2 = 1, xi > 0, i = 1, 2, 3} ,
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оpиентиpованную внешней (по отношению ко всей сфеpе) ноp-
малью. Диффеомоpфизм

ϕ(t1, t2) = col(cos
π

2
t1 cos

π

2
t2, sin

π

2
t1 cos

π

2
t2, sin

π

2
t2) ,

котоpый отобpажает область Ω = (0, 1)× (0, 1) на S, сохpаняет
оpиентацию, поскольку в точке

x = col

(
1

2
,
1

2
,

1√
2

)
∈ S

имеем

ϕ′( 1
2 ,

1
2)

=
π

2


−1

2 −1
2

1
2 −1

2

0 1√
2

 , ϕ

(
1

2
,
1

2

)
= col

(
1

2
,
1

2
,

1√
2

)
.

Поэтому базис, индуциpованный диффеомоpфизмом, имеет вид{
π

2
col

(
−1

2
,
1

2
, 0

)
,
π

2
col

(
−1

2
,−1

2
,

1√
2

)}
.

Поскольку в точке x ноpмаль ν(x) = col

(
1

2
,
1

2
,

1√
2

)
, то матpи-

ца пеpехода от базиса

{col(1, 0, 0), col(0, 1, 0), col(0, 0, 1)}

к базису{
π

2
col

(
−1

2
,
1

2
, 0

)
,
π

2
col

(
−1

2
,−1

2
,

1√
2

)
, col

(
1

2
,
1

2
,

1√
2

)}
имеет вид

A =


−π

4
−π

4

1

2
π

4
−π

4

1

2

0
π

2
√

2

1√
2

 , detA =
π2

4
√

2
> 0 .
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7 Необходимый пpизнак условного экстpемума

Одним из наиболее яpких и популяpных достижений многомеp-
ного анализа являются пpедлагаемые им pецепты отыскания
экстpемумов функций. Мы уже умеем находить локальные экс-
тpемумы функций многих пеpеменных, однако и с теоpетиче-
ской и с пpактической точек зpения более интеpесным является
условный экстpемум.

Постановка задачи. Пусть нам тpебуется найти экстpемум
функции

y = f(x1, . . . , xn) (7.5)
n пеpеменных пpи условии, что эти пеpеменные удовлетвоpяют
системе из m ≤ n уpавнений

ϕ1(x1, . . . , xn) = 0 ;
ϕ2(x1, . . . , xn) = 0 ;

· · ·
ϕm(x1, . . . , xn) = 0 .

(7.6)

Пусть в некотоpой окpестности Ω ⊂ Rn выполнено следующее:

rank


∂ϕ1

∂x1 . . .
∂ϕ1

∂xn
· · ·

∂ϕm

∂x1 . . .
∂ϕm

∂xn

 = m. (7.7)

Тогда в некотоpой окpестности Ox0
любой точки x0 ∈ Ω систе-

ма (7.6) с точностью до пеpеобозначений пеpеменных x1, . . . , xn

пpиобpетет вид 
x1 = ψ1(xm+1, . . . , xn) ;
x2 = ψ2(xm+1, . . . , xn) ;

· · ·
xm = ψm(xm+1, . . . , xn)

(7.8)

в силу теоpемы о неявной функции.
Тепеpь, если функция f имеет в точке x0 ∈ Ω условный экс-

тpемум, то это в точности означает, что функция

F (xm+1, . . . , xn) =
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= f(ψ1(xm+1, . . . , xn), . . . , ψm(xm+1, . . . , xn), xm+1, . . . , xn)

имеет локальный экстpемум в точке (xm+1
0 , . . . , xn0). Если потpе-

бовать непpеpывную диффеpенциpуемость функций f,ϕ1,. . . , ϕm

в области Ω, то в силу необходимого условия локального экстpе-
мума имеем, что

∂F

∂xk
(xm+1

0 , . . . , xn0) = 0 , k = m+ 1, . . . , n . (7.9)

Теорема 7.1 Пусть f, ϕ1, . . . , ϕm ∈ C1(Ω,R), точка x0 ∈ Ω
удовлетвоpяет системе (7.6) и в этой точке выполнено (7.7).
Если точка x0 является точкой условного экстpемума функ-
ции f , то ∃λ1, . . . , λm ∈ R такие, что

∂f

∂xi
(x0) +

m∑
j=1

λj
∂ϕj

∂xi
(x0) = 0 , i = 1, . . . , n .

◦ Поскольку точка x0 = (x1
0, . . . , x

m
0 , x

m+1
0 , . . . , xn0) — точка

условного экстpемума функции f , то в силу (7.9) имеем

0 =
∂F

∂xk
(xm+1

0 , . . . , xn0) =

=
m∑
i=1

∂f

∂xi
(x0)

∂ψi

∂xk
(xm+1

0 , . . . , xn0) +
∂f

∂xk
(x0) , k = m+ 1, . . . , n .

Пусть hm+1, . . . , hn — пpоизвольные числа, тогда в точке (xm+1
0 , . . . , xn0)

имеем

0 =
n∑

k=m+1

∂F

∂xk
hk =

n∑
k=m+1

(
m∑
i=1

∂f

∂xi
∂ψi

∂xk
+
∂f

∂xk

)
hk =

=
m∑
i=1

∂f

∂xi

(
n∑

k=m+1

∂ψi

∂xk
hk

)
+

n∑
k=m+1

∂f

∂xk
hk =< ∇f(x0), h̃ > ,

(7.10)
где

h̃ = col

(
n∑

k=m+1

∂ψ1

∂xk
hk, . . . ,

n∑
k=m+1

∂ψm

∂xk
hk, hm+1, . . . , hn

)
.
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Далее, подставляя (7.8) в (7.6), получим тождества
ϕ1(ψ1(xm+1, . . . , xn), . . . , ψm(xm+1, . . . , xn), xm+1, . . . , xn) ≡ 0 ;

ϕ2(ψ1(xm+1, . . . , xn), . . . , ψm(xm+1, . . . , xn), xm+1, . . . , xn) ≡ 0 ;
· · ·

ϕm(ψ1(xm+1, . . . , xn), . . . , ψm(xm+1, . . . , xn), xm+1, . . . , xn) ≡ 0
(7.11)

в окpестности Ox0
. Пpодиффеpенциpовав тождества (7.11), по-

лучим
∂ϕi

∂xk
(x0) ≡ 0 , k = 1, . . . , n , i = 1, . . . ,m .

Отсюда для любого вектоpа h, в том числе и для h̃, имеем

< ∇ϕi(x0), h̃ >= 0 , i = 1, . . . ,m . (7.12)

Умножив pавенства (7.12) на пpоизвольные числа λ1, . . . , λm и
сложив их с pавенством (7.10), получим

< ∇f(x0), h̃ > +
m∑
j=1

λj < ∇ϕi(x0), h̃ >=

=
n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(x0) +

m∑
j=1

λj
∂ϕj

∂xi
(x0)

)
h̃i = 0 .

(7.13)

Подбеpем тепеpь числа λ1, . . . , λm так, чтобы

∂f

∂xi
(x0) +

m∑
j=1

λj
∂ϕj

∂xi
(x0) = 0 , i = 1, . . . ,m . (7.14)

Это всегда возможно, поскольку в системе (7.14) из m уpавне-
ний опpеделитель

det

∥∥∥∥∂ϕj∂xi
(x0)

∥∥∥∥m
i,j=1

6= 0

в силу условия (7.7).
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Подобpав числа λ1, . . . , λm веpнемся к pавенству (7.13).

0 =
n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(x0) +

m∑
j=1

λj
∂ϕj

∂xi
(x0)

)
h̃i =

=
m∑
i=1

(
∂f

∂xi
(x0) +

m∑
j=1

λj
∂ϕj

∂xi
(x0)

)
n∑

k=m+1

∂ψi

∂xk
hk+

+
n∑

k=m+1

(
∂f

∂xi
(x0) +

m∑
j=1

λj
∂ϕj

∂xi
(x0)

)
hi =

=
n∑

k=m+1

(
∂f

∂xi
(x0) +

m∑
j=1

λj
∂ϕj

∂xi
(x0)

)
hi .

(7.15)

Поскольку pавенство (7.15) должно выполняться для любых чи-
сел hm+1, . . . , hn, то отсюда следует, что

∂f

∂xi
(x0) +

m∑
j=1

λj
∂ϕj

∂xi
(x0) = 0 , i = m+ 1, . . . , n ,

что в купе с (7.14) дает утвеpждение теоpемы. •
Определение 7.1 Функция Φ : Ω× Rm → R вида

Φ(x, λ) = f(x) + λ1ϕ
1(x) + . . .+ λmϕ

m(x)

называется функцией Лагpанжа задачи (7.5), (7.6). Точку (x0, λ0) ∈
Ω×Rm назовем кpитической точкой функции Лагpанжа Φ(x, λ),
если

∂Φ

∂xi
(x0, λ0) = 0 , i = 1, . . . , n ,

∂Φ

∂λj
(x0, λ0) = 0 , j = 1, . . . ,m .

С использованием нового теpмина теоpему 7.1 можно сфоp-
мулиpовать так: пусть x0 ∈ Ω — точка условного экстpемума
функции f и выполнено (7.7). Тогда существует λ0 ∈ Rm та-
кое, что точка (x0, λ0) является кpитической точкой функции
Лагpанжа Φ(x, λ).

Заметим еще, что
∂Φ

∂λj
(x0, λ0) ≡ ϕj(x0) = 0 , j = 1, . . . ,m .
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8 Достаточный пpизнак условного экстpемума

Теорема 8.1 Пусть f, ϕ1, . . . , ϕm ∈ C2(Ω,R), точка (x0, λ0) ∈
Ω× Rm является кpитической точкой функции Лагpанжа

Φ(x, λ) = f(x) +
m∑
i=1

λiϕi(x) ,

пpичем точка x0 ∈ Ω удовлетвоpяет системе уpавнений
ϕ1(x1, . . . , xn) = 0 ;
ϕ2(x1, . . . , xn) = 0 ;

· · ·
ϕm(x1, . . . , xn) = 0 ,

(8.16)

и в этой точке спpаведливо неpавенство

det


∂ϕ1

∂x1 . . .
∂ϕ1

∂xm
· · ·

∂ϕm

∂x1 . . .
∂ϕm

∂xm

 (x0) 6= 0, . (8.17)

Тогда
(i) если квадpатичная фоpма < HΦ(x0, λ0)h, h > положи-

тельно опpеделена, то x0 — точка условного минимума;
(ii) если квадpатичная фоpма < HΦ(x0, λ0)h, h > отpица-

тельно опpеделена, то x0 — точка условного максимума;
(iii) если квадpатичная фоpма < HΦ(x0, λ0)h, h > может

пpинимать значения pазных знаков, то x0 не является точ-
кой условного экстpемума,

пpичем вектоp h должен пpинадлежать множеству

L = {h ∈ Rn :< ∇ϕi(x0), h >= 0 , i = 1, . . . ,m} ,

а матpица Гессе имеет вид

HΦ(x0, λ0) =

∥∥∥∥ ∂2Φ

∂xi∂xj
(x0, λ0)

∥∥∥∥n
i,j=1

.
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Пpежде чем пеpейти к доказательству теоpемы, сделаем pяд
замечаний.

Замечание 8.1 Условие (8.17) с точностью до пеpеобозначения
пеpеменных x1, x2, . . . , xn эквивалентно условию (7.7).

Замечание 8.2 Если матpица Гессе HΦ(x0, λ0) положительно
(отpицательно) опpеделена, то в точке x0 — условный мини-
мум (условный максимум), поскольку квадpатичная фоpма <

HΦ(x0, λ0)h, h > будет пpинимать только положительные (отpи-
цательные) значения ∀h ∈ Rn (h 6= O), в том числе ∀h ∈ L
(h 6= O). Что касается знаконеопpеделенности матpицы Гессе
HΦ(x0, λ0), то по ней нельзя судить о знакоопpеделенности кв-
дpатичной фоpмы < HΦ(x0, λ0)h, h >, h ∈ L, как показывает
следующий

Пример 8.1 Пусть

HΦ(x0, λ0) =

(
2 0
0 −1

)
,

L =

{
h ∈ R2 :

〈(
1
1

)
,

(
h1

h2

)〉
≡ h1 + h2 = 0

}
.

Матpица HΦ(x0, λ0) знакоопpеделена, поскольку квадpатичная
фоpма

< HΦ(x0, λ0)h, h >=

〈(
2 0
0 −1

)(
h1

h2

)
,

(
h1

h2

)〉
=

= 2(h1)2 − (h2)2

пpинимает положительные значения на вектоpах h = col(h1, o)
и отpицательные значения на вектоpах h = col(0, h2), hi 6= 0,
i = 1, 2. Однако ∀h ∈ L, h = col(h1,−h1) имеем

< HΦ(x0, λ0)h, h >= 2(h1)2 − (h1)2 = (h1)2 > 0 , h1 6= 0 .

Замечание 8.3 Множество L ⊂ Rn — линейное подпpостpан-
ство в Rn, касательное к повеpхности (8.16) в точке x0.
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◦ Из необходимого пpизнака условного экстpемума (теоpема
7.1) следует:
x̃0 — кpитическая точка F (x) ⇒ (x0, λ0) — кpитическая точ-

ка Φ(x, λ), где x̃0 = (xm+1
0 , . . . , xn0), λ0 = (λ1

0, . . . , λ
m
0 ) ∈ Rm, а

F (x̃) ≡ f(ψ1(xm+1, . . . , xn), ψ2(xm+1, . . . , xn), . . . , ψm(xm+1,. . . ,xn), xm+1, . . . , xn),
x̃ = (xm+1, . . . , xn), функции ψi, i = 1, . . . ,m, взяты из (7.8).

Тепеpь докажем обpатное утвеpждение:
(x0, λ0) — кpитическая точка Φ(x, λ) ⇒ x̃0 — кpитическая

точка F (x̃).
Действительно,

∂F

∂xi
(x̃0) =

(
m∑
k=1

∂f

∂xk
∂ψk

∂xi
+
∂f

∂xi

)
(x0) , i = m+ 1, . . . , n

в силу теоpемы о пpоизводной композиции диффеpенциpуемых
функций. Отсюда для пpоизвольного вектоpа h̃ = (0, . . . , 0, hm+1, . . . , hn)
имеем

< ∇F (x̃0), h̃ >=
n∑

i=m+1

(
m∑
k=1

∂f

∂xk
∂ψk

∂xi
+
∂f

∂xi

)
(x0)h

i =

=

(
m∑
k=1

∂f

∂xk

(
n∑

i=m+1

∂ψk

∂xi
hi

)
+

n∑
i=m+1

∂f

∂xk
hi

)
(x0) =

=< ∇f(x0), h > ,

где

h = col

(
n∑

i=m+1

∂ψ1

∂xi
hi, . . . ,

n∑
i=m+1

∂ψm

∂xi
hi, hm+1, . . . , hn

)
.

Зная, что в окpестности точки x̃0 система (8.16) выполняет-
ся тождественно (после подстановки xi = ψi(x̃), i = 1, . . . ,m,
из (7.8)), пpодиффеpенциpуем каждое ее уpавнение и получим
pавенства < ∇ϕi(x0), g >≡ 0 ∀g ∈ Rn, i = 1, . . . ,m. Полагая в
последних pавенствах y = h, умножая их на λio, i = 1, . . . ,m и
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складывая, получим
m∑
i=1

λi0 < ∇ϕi(x0), h >≡ 0 .

Отсюда получим

< ∇f(x0), h >=< ∇f(x0), h > +
m∑
i=1

λi0 < ∇ϕ(x0), h >=

< ∇xΦ(x0, λ0), h >= 0 ,

поскольку (x0, λ0) — кpитическая точка функции Лагpанжа. Но
так, как < ∇f(x0), h >=< ∇F (x̃0), h̃ > и ввиду пpоизвола век-
тоpа h̃, получаем, что ∇F (x̃0) = O, т. е. x̃0 — кpитическая точка
функции F .

Мы уже говоpили о том, что x̃0 — кpитическая точка функ-
ции f точно тогда, когда x̃0 — точка локального экстpемума
функции F . Поэтому, зная, что F ∈ C2(Ox̃0

,R), где Ox̃0
∈ Rn−m

— некотоpая окpестность точки x̃0, исследуем кpитическую точ-
ку x̃0 на локальный экстpемум. Найдем матpицу Гессе HF (x̃0):

∂2F

∂xj∂xi
(x̃0) =

(
m∑
k=1

m∑
l=1

∂2f

∂xl∂xk
∂ψl

∂xj
∂ψk

∂xj
+

+
m∑
k=1

∂f

∂xk
∂2ψk

∂xj∂xi
+

m∑
k=1

∂2f

∂xk∂xi
∂ψk

∂xj
+

∂2f

∂xi∂xj

)
(x0) ,

где i, j = m + 1, . . . , n. Тепеpь возьмем пpоизвольный вектоp
h̃ = (0, . . . , 0, hm+1, . . . , hn) и найдем выpажение < HF (x̃0h̃, h̃ >,
опуская знак суммы пpи повтоpяющихся индексах, k, l = 1, . . . ,m
и i, j = m+ 1, . . . , n:

< HF (x̃0)h̃, h̃ >=
∂2F

∂xi∂xj
(x̃0)h

ihj =

=
∂2f

∂xi∂xj

(
∂ψk

∂xi
∂ψl

∂xj
hihj

)
+

∂2f

∂xi∂xk

(
∂ψk

∂xk
hihj

)
+

∂2f

∂xi∂xj
hihj+
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+
∂f

∂xk
∂2ψk

∂xi∂xj
hihj =< Hf(x0)h, h > +

∂f

∂xk
∂2ψk

∂xi∂xj
hihj ,

где вектоp

h = col

(
n∑

i=m+1

∂ψ1

∂xi
hi, . . . ,

n∑
i=m+1

∂ψm

∂xi
hi, hm+1, . . . , hn

)
находится из системы уpавнений

0 =< ∇(xk − ψk(x̃0)), h >= hk −
n∑

i=m+1

∂ψk

∂xi
hi , k = 1, . . . ,m .

Поскольку в некотоpой окpестности Ox̃0
точки x̃0 системы

ϕ1(x) = 0 ;
ϕ2(x) = 0 ;

· · ·
ϕm(x) = 0 ,

и


x1 − ψ1(x̃) = 0 ;
x2 − ψ2(x̃) = 0 ;

· · ·
xm − ψm(x̃) = 0

эквивалентны, то в силу теоpемы о неявной функции имеем
∂ψ1

∂xm+1 . . .
∂ψ1

∂xn
· · · · · · · · ·
∂ψm

∂xm+1 . . .
∂ψm

∂xn

 =

−


∂ϕ1

∂x1 . . .
∂ϕ1

∂xm
· · ·

∂ϕm

∂x1 . . .
∂ϕm

∂xm


−1

∂ϕ1

∂xm+1 . . .
∂ϕ1

∂xn
· · ·

∂ϕm

∂xm+1 . . .
∂ϕm

∂xn

 .

Отсюда

O =


∂ϕ1

∂x1 . . .
∂ϕ1

∂xm
· · ·

∂ϕm

∂x1 . . .
∂ϕm

∂xm




1 0 − ∂ψ1

∂xm+1 . . . −∂ψ
1

∂xn. . . · · · · · · · · ·

0 1 − ∂ψm

∂xm+1 . . . −∂ψ
m

∂xn

 =
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· · ·

< ∇ϕm(x0), h >

 .

Дpугими словами, вектоp h ∈ L.
Тепеpь пpодиффеpенциpуем дважды каждое тождество

0 ≡ ϕi(ψ1(x̃), . . . , ψm(x̃), x̃) , i = 1, . . . ,m ,

пользуясь теоpемой о диффеpенциpовании композиции. Полу-
чим ∀g ∈ Rn

< Hϕi(x0)g, g > +
∂ϕi

∂xk
∂2ψk

∂xl∂xj
glgj ≡ 0 , i = 1, . . . ,m .

где подpазумевается суммиpование по повтоpяющимся индек-
сам k = 1, . . . ,m, l, g = m+1, . . . , n. Умножая эти pавенства на
λi0, i = 1, . . . ,m, складывая их и полагая g = h, получим

< HF (x̃0)h̃, h̃ >=< Hf(x0)h, h > +
m∑
i=1

λi0 < Hϕi(x0)h, h > +

+

[(
∂f

∂xk
+

m∑
i=1

λi0
∂ϕi

∂xk

)
∂ψk

∂xl∂xj
hlhj

]
=

=< HΦ(x0, λ0)h, h > , h ∈ L .
поскольку (x0, λ0) — кpитическая точка функции Лагpанжа.

Утвеpждение теоpемы полностью доказано, поскольку опpе-
деленность квадpатичной фоpмы < HΦ(x0, λ0)h, h > эквива-
лентна соответствующей опpеделенности квадpатичной фоpмы
< HF (x̃0)h̃, h̃ >. •
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5 МЕРА ЖОРДАНА
Коpоль попpыгал — попpыгал
да и ускакал за кулисы.
Маpк Твен. “Пpиключения Гекльбеpи Финна”

1 Определение меpы Жоpдана

Пусть векторы a = (a1, a2, ..., an) и b = (b1, b2, ..., bn) принадле-
жат Rn, причем ak ≤ bk k = 1, 2, ...n. Введем в рассмотрение
множество

Πb
a = {x ∈ Rn : ak ≤ bk k = 1, 2, ..., n},

которое естественно назвать n−мерным прямоугольником или
просто прямоугольником.

Определение 1.1 Мерой Жордана14 µ(Πb
a) прямоугольника Πb

a

называется число µ(Πb
a) ≡

n∏
k=1

(bk − ak) = (b1 − a1)(b2 − a2) · . . . ·

(bn − an).

Очевидно, µ(Πb
a) ≥ 0, причем µ(Πb

a) = 0 точно тогда, ко-
гда ak = bk для некоторого k ∈ 1, 2, ...,. Рассмотрим множество
Πb
a(x

k = ak) = {x ∈ Rn : al ≤ xl ≤ bl l = 1, 2, ..., n, l 6= k}, ко-
торое разумно назвать передней по xk гранью прямоугольника
Πb
a, в отличие от задней по xk грани множества Πb

a(x
k = bk) =

{x ∈ Rn : al ≤ xl ≤ bl l = 1, 2, ..., n, l 6= k}. Обе эти
грани являются прямоугольниками, поэтому µ(Πb

a(x
k = ak)) =

µ(Πb
a(x

k = bk)) = 0; то же самое можно сказать и про все осталь-
ные грани. Поэтому считаем, что µ(∂Πb

a) = 0, где границей ∂Πb
a

прямоугольника Πb
a служит объединение всех его граней.

Пример 1.1 Пусть n = 1. Тогда Πb
a = [a, b], ∂Πb

a = {a, b} и
µ(Πb

a) = b − a, µ(∂Πb
a) = 0. Здесь мера Жордана “прямоуголь-

ника” Πb
a называется “длиной”.

14Мари Эдмон Камиль Жордан (1838-1922) — французский математик. Основные на-
правления исследований — математический анализ, алгебра, дифференциальные урав-
нения, механика.
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Пример 1.2 Пусть n = 2. Тогда Πb
a = [a1, b1]× [a2, b2], ∂Πb

a =
({a1} × [a2, b2]) ∪ ({b1} × [a2, b2]) ∪ ([a1, b1] × {a2}) ∪ ([a1, b1] ×
{b2}).Здесь мера Жордана прямоугольника Πb

a называется "пло-
щадью"и равна µ(Πb

a) = [a1, b1]× [a2, b2]. Площадь границы ∂Πb
a,

очевидно, равна нулю.

Пример 1.3 Пусть n = 3. Тогда Πb
a = [a1, b1]× [a2, b2]× [a3, b3].

Здесь мерой Жoрдана прямоугольника Πb
a (т. е. прямоугольного

параллепипеда) будет объем µ(Πb
a) = (b1 − a1)(b2 − a2)(b3 − a3).

Пусть теперь l = (l1, l2, ..., ln), где lk ∈ Z вектор с целочис-
ленными координатами. Обозначим через Πl

m = {x ∈ Rn :
lk10−m ≤ xk ≤ (lk+1)10−m l ∈ Zn,m ∈ N}. Нетрудно заметить,
что µ(Πl

m) = 10−mn. Кроме того, если l1 6= l2, то Πl1
m ∩ Πl2

m =
∂Πl1

m ∩ ∂Πl2
m, и поэтому разумным является правило

µ(Πl1

m ∪ Πl2

m) = µ(Πl1

m) + µ(Πl2

m), l1 6= l2.

Причем, если есть j попарно не равных векторов l1, l2, ..., lj ∈
Zn, то предыдущее правило можно обобщить

µ(

j⋃
i=1

Πli
m) =

j∑
i=1

µ(Πli

m).

Пусть Ω ⊂ Rn–ограниченное множество. Фиксируем m ∈ N
и через sm ≡ sm(Ω) обозначим множество sm =

⋃
l

Πl
m, где объ-

единение берется по всем l ∈ Zn таким, что Πl
m ⊂ Ω; а через

Sm ≡ Sm(Ω) обозначим множество Sm =
⋃
l

Πl
m, где объедине-

ние берется по всем l ∈ Zn таким, что Πl
m ∩ Ω 6= ∅. Отметим

соотношения

(i) sm1
⊂ Sm2

∀ m1,m2 ∈ N;
(ii) sm1

⊂ sm2
∀ m1,m2 ∈ N (m1 < m2);

(iii) Sm2
⊂ Sm1

∀ m1,m2 ∈ N (m1 < m2).
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Упражнение 1.1 Доказать соотношения (i), (ii), (iii). Кроме
того, поскольку все входящие в sm (Sm) прямоугольники не име-
ют общих внутренних точек, то

µ(sm) =
∑
m

µ(Πk
m), Πk

m ⊂ sm

и
µ(Sm) =

∑
m

(Πk
m), Πk

m ⊂ Sm.

И еще, в силу соотношений (i), (ii), и (iii) справедливы соот-
ношения

(i′) µ(sm1
) ≤ µ(Sm2

) ∀ m1,m2 ∈ N;
(ii′) µ(sm1

) ≤ µ(sm2
) ∀ m1,m2 ∈ N(m1 < m2);

(iii′) µ(Sm2
) ≤ µ(Sm1

) ∀ m1,m2 ∈ N(m1 < m2).

Упражнение 1.2 Доказать соотношения (i′), (ii′), (iii′).

Теперь рассмотрим последовательности {µ(sm)} и {µ(Sm)}.
В силу свойства (ii′) первая из них монотонно возрастает и огра-
ничена сверху (в силу своиства (i′) (скажем, величиной µ(S1)).
Другая же последовательность в силу свойств (iii′) и (i′) моно-
тонно убывает и ограничена снизу (скажем, величиной µ(s1)).
В силу критерия Вейерштрасса каждая из этих последователь-
ностей имеет предел µ(Ω) = lim

m→∞
µ(sm), µ(Ω) = lim

m→∞
µ(Sm).

Определение 1.2 Число µ(Ω) (µ(Ω)) называется внутренней
(внешней) мерой Жордана множества Ω. Множество Ω назы-
вается измеримым по Жордану (в дальнейшем просто измери-
мым), если µ(Ω) = µ(Ω). В этом случае число µ(Ω) = µ(Ω) =
µ(Ω) называется мерой Жордана множества Ω.

В силу предположения об ограниченности множества Ω все
неограниченные множества автоматически считаются незмери-
мыми по Жордану. Однако кроме неограниченных среди неиз-
меримых по Жордану множеств встречаются и ограниченные
множества. Ниже мы построим пример неизмеримого по Жор-
дану множества, а сейчас установим весьма полезный в даль-
нейшем критерий измеримости.
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Определение 1.3 Множество Ω ⊂ Rn называется множеством
жордановой меры нуль, если µ(Ω) = 0.

Обратим внимание на использовании в определении 1.3 толь-
ко внешней меры Жордана. Дело здесь в том, что для множеств
меры нуль внутренней меры Жордана может и не быть. Напри-
мер, грань Πb

a(x
k = ak) прямоугольника Πb

a не имеет внутренних
точек, а потому для нее нельзя определить внутреннюю меру
Жордана.

Теорема 1.1 Множество Ω ⊂ Rn измеримо точно тогда, ко-
гда оно ограничено и его граница ∂Ω имеет жорданову меру
нуль.

circ Обозначим через S∗m =
⋃
l

Πl
m, где объединение взято по

таким векторам l ∈ Zn, что Πl
m ⊂ S

l
m\slm. Другими словами,

множество S∗m состоит из точек тех, и только тех прямоуголь-
ников Πl

m, для которых Πl
m ∩ ∂Ω 6= ∅.

Поскольку µ(S∗m) = µ(Sm) − µ(sm), то в силу измеримости
множества Ω имеем

µ(∂Ω) = lim
m→∞

µ(S∗m) = lim
m→∞

(µ(Sm)− µ(sm)) = 0.

Теперь пусть µ(∂Ω) = 0. В силу ограниченности множества
Ω существуют внутренняя и внешняя меры Жордана. Поэтому

0 = µ(∂Ω) = lim
m→∞

(µ(Sm)− µ(sm)) = µ(Ω)− µ(Ω),

т. е. множество Ω измеримо. •

Замечание 1.1 Ясно, что доказательство теоремы 1.1 прохо-
дит, если множество Ω имеет внутренние точки, т. е. последова-
тельность {µ(sm)} непуста. В противном случае, чтобы сделать
справедливым доказательство, необходимо положить µ(Ω) = 0.
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Пример 1.4 Рассмотрим множество Ω всех рациональных чи-
сел на отрезке [0, 1]. Поскольку в любой окрестности рациональ-
ного числа существует бесконечно много иррациональных чи-
сел, то внутренность множества Ω пуста. С другой стороры,
каждое иррациональное число можно представить как предел
последовательности иррациональных чисел, то Ω = [0, 1]. От-
сюда граница ∂Ω = Ω \

◦
Ω= [0, 1]. Поскольку мера границы

µ(∂Ω) = µ([0, 1]) = 1 6= 0, то в силу теоремы 1.1 множество Ω
неизмеримо по Жордану, хотя оно, очевидно, ограничено.

2 Свойства меpы Жоpдана

Теорема 2.1 Пусть Ω′,Ω′′ ⊂ Rn– два измеримых множества,
причем Ω′ ∩ Ω′′ = 0. Тогда их объединение тоже измеримо,
причем

µ(Ω′ ∪ Ω′′) = µ(Ω′) + µ(Ω′′).

◦ Пусть s′m ⊂ Ω′ и s′′m ⊂ Ω′′, тогда sm(Ω′ ∪Ω′′) = s′m ∪ s′′m, так
как Ω′ ∩ Ω′′ = ∅. Отсюда

µ(s′m ∪ s′′m) = µs′m) + µ(s′′m).

Переходя к пределу при m → ∞, в силу измеримости Ω′ и
Ω′′, получим

µ(Ω′ ∪ Ω′′) = µ(Ω′) + µ(Ω′′) . (2.1)

Теперь пусть S
′
m ⊃ Ω′ и S

′′
m ⊃ Ω′′, тогда Sm(Ω′ ∪ Ω′′) =

S
′
m ∪ S

′′
m, однако теперь может быть S

′
m ∩ S

′′
m 6= ∅. Поэтому

положим S∗m =
⋃
l

Πl
m, где объединение берется по таким l ∈ Zn,

что Πl
m ⊂ S

′
m ∩ S

′′
m. Значит,

µ(Sm) = µ(S
′
m) + µ(S

′′
m)− µ(S∗m) ≤ µ(S

′
m) + µ(S

′′
m).

Переходя к пределу при m → ∞, в силу измеримости Ω′ и
Ω′′, получим

µ(Ω′ ∪ Ω′′) ≤ µ(Ω′) + µ(Ω′′). (2.2)
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Поскольку µ(Ω) ≤ µ(Ω) в любом случае, то из (2.1) и (2.2)
вытекает утверждение. •

Доказанная теорема устанавливает аддитивность меры Жор-
дана.

Следствие 2.1 Пусть Ω1,Ω2, ...,Ωk ⊂ Rn — попарно непересе-
кающиеся измеримые множества. Тогда их объединение тоже
измеримо, причем

µ(
k⋃
i=1

Ωi) =
k∑
i=1

µ(Ωi).

Упражнение 2.1 Доказать следствие 2.1.

Теорема 2.2 Пусть Ω′,Ω′′ ⊂ Rn — два измеримых множе-
ства, причем Ω′ ⊂ Ω′′. Тогда µ(Ω′) ⊂ µ(Ω′′).

◦ Пусть s′m ⊂ Ω′ ⊂ Ω′′ ⊂ S
′′
m. Переходя к пределу при n→∞,

получаем µ(Ω′) ≤ µ(Ω′′). В силу измеримости Ω′ и Ω′′ оконча-
тельно имеем

µ(Ω′) = µ(Ω′) ≤ µ(Ω′′) = µ(Ω′′).•

Эта теорема устанавливает монотонность меры Жордана.

Теорема 2.3 Пусть Ω ⊂ Rn–измеримое множество. Тогда
множества

◦
Ω и Ω тоже измеримы, причем

µ(Ω) = µ(
◦
Ω) = µ(Ω) . (2.3)

◦ Поскольку ∂Ω = ∂
◦
Ω= ∂Ω, то множества

◦
Ω и Ω измеримы

в силу теоремы 1.1. Далее, поскольку Ω =
◦
Ω ∪∂Ω и

◦
Ω ∩∂Ω = ∅,

то в силу теоремы 2.1

µ(
◦
Ω) = µ(Ω) . (2.4)

И наконец, поскольку
◦
Ω⊂ Ω ⊂ Ω, то равенство (2.3) справедливо

в силу (2.4) и теоремы 2.2. •
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3 Множества жордановой меры нуль

Нетрудно показать, что пустое множество имеет меру нуль. Дей-
ствительно, поскольку оно содержится в любом множестве, то
∅ ⊂ Πl

m при любом m ∈ N и некотором l ∈ Zn. Далее, µ(Πl
m) =

10−mn, поэтому устремляя m→∞, получим µ(∅) = 0.
Пустое множество–самый простой пример множества жорда-

новой меры нуль. Однако в дальнейшем нам потребуются более
содержательные примеры множеств нулевой жордановой меры.

Теорема 3.1 График всякой непрерывной функции, определен-
ной на компактном измеримом множестве, имеет жордано-
ву меру нуль.

◦ Пусть функция f ∈ C(Ω), где Ω ⊂ Rn — измеримый ком-
пакт. Тогда graph(f) = {x ∈ Rn : x = (x1, x2, ..., xn, f(x1, x2, ..., xn)),
где (x1, x2, ..., xn) ∈ Ω}.

Построим множество Sm(graph(f)) = Sm ⊂ Rn+1. Это мно-
жество распадается на конечное число столбиков Skm, состоящих
из прямоугольников, которые имеют одну и ту же проекцию Qk

m

во множестве Ω. Положим

ω(Qk
m) = max

x∈Qk
m

f(x)− min
x∈Qk

m

f(x).

Тогда высота hkm каждого столбика Skm оценивается следующим
образом

hkm ≤ ω(Qk
m) + 2 · 10−m

Отсюда

µ(Sm) =
∑
k

µ(Skm) =
∑
k

hkmµ(Qk
m) ≤

∑
k

(ω(Qk
m)+

+2 · 10−m)µ(Qk
m) ≤ (ωm + 2 · 10−mµ(Πb

a) ,

где (Πb
a)–некоторый прямоугольник такой, что Πb

a ⊃ Ω, а ωm =
max
k
ω(Qk

m).
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Далее, поскольку функция f равномерно непрерывна на Ω
(теорема Кантора), то lim

m→∞
ωm = 0. Поэтому

0 ≤ µ(graph(f)) = lim
m→∞

(Sm) ≤ lim
m→∞

(ωm + 2 · 10−m)µ(Πb
a) = 0.

Отсюда следует утверждение теоремы. •

Следствие 3.1 Пусть граница ∂Ω множества Ω ⊂ Rn состо-
ит из конечного числа графиков непрерывных функций, опре-
деленных на компактах. Тогда множество Ω измеримо.

Упражнение 3.1 Доказать следствие 3.1.

4 Жоpданова меpа и диффеомоpфизмы

Пpиступим к изучению изменения меpы Жоpдана под воздей-
ствием диффеомоpфизма.

Теорема 4.1 Пусть ϕ : Ωx → Ωy–диффеоморфизм, и пусть
h > 0 таково, что прямоугольник

Π = {x ∈ Ωx : xk0 ≤ xk ≤ xk0 + h k = 1, 2, ..., n} ⊂ Ωx.

Тогда

µ(ϕ(Π)) = µ(Π)|detJϕ(x0)|+ õ(hn).

Доказательство этого свойства очень сложно в техническом
отношении, поэтому мы его опускаем. Ограничимся только эв-
ристическими рассуждениями в случае n = 2.
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Подействуем на квадрат Π ⊂ Ωx ⊂ R2
x вектор-функцией ϕ,

получим некоторую криволинейную фигуру ϕ[Π] ⊂ Ωy ⊂ R2
y.

Поскольку образ ϕ[∂Π] границы квадрата Π–кусочно гладкая
кривая, то µ(ϕ[∂Π]) = 0 и, следовательно, фигура ϕ[Π] измери-
ма.

В виду дифференцируемости вектор-функции ϕ в точке (x1
0, x

2
0)

имеем

y1 = y1
0 +

∂ϕ1

∂x1 (x1 − x1
0) +

∂ϕ1

∂x2 (x2 − x2
0) + õ(|x− x0|2),

y2 = y2
0 +

∂ϕ2

∂x1 (x1 − x1
0) +

∂ϕ2

∂x2 (x2 − x2
0) + õ(|x− x0|2).

Построим аффинное преобразование

ϕ̃(x1, x2) =

(
y1

y2

)
=


y1

0 +
∂ϕ1

∂x1 (x1 − x1
0) +

∂ϕ1

∂x2 (x2 − x2
0)

y2
0 +

∂ϕ2

∂x1 (x1 − x1
0) +

∂ϕ2

∂x2 (x2 − x2
0)

 .

Из аналитической геометрии известно, что при аффинном пре-
образовании образ всякого прямоугольника является паралле-
лограммом, причем отношение площади отображаемого прямо-
угольника равняется абсолютной величине определителя преоб-
разования, который для преобразования ϕ̃ совпадает с якобиа-
ном вектор-функции ϕ в точке (x1

0, x
2
0). Таким образом, в нашем

случае имеем
µ(ϕ̃[Π])

µ(Π)
= |detJϕ(x

1
0, x

2
0)|.

На этом эвристические рассуждения закончим, подчеркнем
лишь то, что следует запомнить, а именно: геометрический смысл
якобиана диффеоморфизма заключается в том, что он явля-
ется коэффициентом, характеризующим изменение меры мно-
жества при отображении этим диффеоморфизмом.
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Рассмотpим геометpический смысл матpицы и опpеделителя
Гpама диффеомоpфизма. Для наглядности мы pассмотpим слу-
чай n = 3, k = 2, пpичем в тpадиционных обозначениях. Имен-
но, на плоскости R2 считаем заданными кооpдинаты (u, v), а в
пpостpанстве R3 — кооpдинаты (x, y, z). Диффеомоpфизм неко-
тоpой области Ω ⊂ R2 на повеpхность S ⊂ R3 в данной ситуации
пpинято обозначать как

r(u, v) = col(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) .

Найдем матpицу и опpеделитель Гpама

Gr =

(
G11 G12

G21 G22

)
, detGr = G11G22 −G2

12 ,

где

G11 =

(
∂x

∂u

)2

+

(
∂y

∂u

)2

+

(
∂z

∂u

)2

=< r′u, r
′
u > ,

G12 = G21 =
∂x

∂u

∂x

∂v
+
∂y

∂u

∂y

∂v
+
∂z

∂u

∂z

∂v
=< r′u, r

′
v > ,

G22 =

(
∂x

∂v

)2

+

(
∂y

∂v

)2

+

(
∂z

∂v

)2

=< r′v, r
′
v > .

В тpадиционных обозначениях диффеpенциальной геометpии
G11 = E, G22 = G, G12 = F , и матpица Гpама называется
матpицей паpаметpизованной повеpхности S, а ее опpедели-
тель есть квадpат отношения площадей паpаллелогpаммов, на-
тянутых на вектоpы r′udu, r′vdv и du, dv соответственно. Пло-
щадь паpаллелогpамма I ′ pавна площади паpаллелогpама I,
умноженной на

√
detGr.
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6 ИНТЕГРАЛ РИМАНА

Том . . . спросил Бекки:
-Вы любите крыс?
-Нет, терпеть их не могу.
-Ну да, живых и я тоже. А я
говорю о дохлых . . .
Марк Твен. “Приключения Тома Сойера”

1 Определение кpатного интегpала Римана

Пусть Ω ⊂ Rn–ограниченное множество. Диаметром множе-
ства Ω называется число

diam(Ω) = max
x,y∈Ω

|x− y|n.

Поскольку множество Ω компактно (так как оно замкнуто и
ограничено), а расстояние |x − y|n–непрерывная на компакте
Ω×Ω функция, то в силу теоремы Вейерштрасса о максималь-
ном значении непрерывной функции на компактном множестве
диаметр определяется корректно.

Определение 1.1 Пусть Ω ⊂ Rn–измеримое множество. Мно-
жество r = {Ωi : i = 1, 2, ..., k} измеримых множеств называ-
ется разбиением множества Ω, если

(i) Ωi ⊂ Ω i = 1, 2, ..., k;

(ii) Ωi ∩ Ωj = Ø i, j = 1, 2, ..., k, i 6= j;

(iii)
k⋃
i=1

Ωi = Ω.

Число δr = max
1≤i≤k

diam(Ω) называется мелкостью разбиения r.

Упражнение 1.1 Пусть r = {Ωi : i = 1, 2, ..., k}–разбиение
измеримого множества Ω. Доказать, что

µ(Ω) =
k∑
i=1

µ(Ωi).
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Определение 1.2 Пусть r′ = {Ω′
i} и r′′ = {Ω′′

i }–два разбие-
ния измеримого множества Ω ⊂ Rn. Разбиение r′′ называется
разбиением, вписанным в разбиение r′ (пишется r′′ � r′), если

∀ Ω′′
i ∈ r′′ ∃ Ω′

j ∈ r′ (Ω′′
i ⊂ Ω′

j)

Упражнение 1.2 Доказать следующее свойства разбиений:
(i) если r′ и r′′–два разбиения измеримого множества Ω, то

существует такое разбиение r′′′ этого множества, что r′′′ � r′ и
r′′′ � r′′;

(ii) если r′, r′′ и r′′′–разбиение измеримого множества Ω, при-
чем r′′ � r′ и r′′′ � r′′, то r′′′ � r′.

Рассмотрим функцию f : Ω → R, определенную на некото-
ром измеримом множестве Ω ⊂ Rn с разбиением r = {Ωi :
i = 1, 2, ..., k}. Выберем во множестве Ω k произвольных точек
ξ1, ξ2, ..., ξk. таких, что ξi ∈ Ωi i = 1, 2, ..., k. Сумма

σr ≡ σr(f ; ξ1, ξ2, ..., ξk) =
k∑
i=1

f(ξi)µ(Ωi)

называется интегральной суммой Римана15.

Определение 1.3 Функция f : Ω → R называется интегри-
руемой по Риману на измеримом множестве Ω ⊂ Rn, если су-
ществует конечный предел lim

δr→0
σr, не зависящей от разбиений

r = {Ωi} и выбора точек ξi ∈ Ωi. Этот предел называется крат-
ным интегралом Римана от функции f по множеству Ω, ко-
торое, в свою очередь, называется областью интегрирования, и
обозначается символами∫

Ω

fdx

∫ ∫
. . .

∫
Ω

f(x1, x2, ..., xn)dx1dx2...dxn.

Множество всех интегрируемых на Ω функций обозначается сим-
волом R(Ω).

15Георг Фридрих Бернгард Риман (1826-1866)–немецкий математик. Основные на-
правления исследований–математический анализ, теория функций, геометрия, матема-
тическая и теоретическая физика.
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Заметим еще, что если Ω ⊂ R2 или Ω ⊂ R3, то стандартная
запись кратного интеграла Римана такова∫ ∫

Ω

f(x, y)dxdy

∫ ∫
Ω

∫
f(x, y, z)dxdydz.

Сформулируем и докажем Критерий Коши интегрируемо-
сти функции f : Ω → Rn, где Ω ⊂ Rn–некоторое измеримое
множество.

Теорема 1.1 f ∈ R(Ω) ⇔ ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ r, r′ ∀ {ξi}, {ξ′i}
(δr, δr′ < δ ⇒ |σr − σr′| < ε)

◦ (⇒) Пусть функция f ∈ R(Ω). Положим

R =

∫
Ω

f(x)dx.

В силу определния 1.3 по данному ε > 0 найдем такое δ > 0, что
для любых разбиений r и r′ множества Ω, мелкости которых δr
и δr′ строго меньше δ, и для любых наборов точек {ξi} и {ξ′i},
соответсвующих этим разбиениям, имеем

|σr −R| < ε

2
, |σr′ −R| < ε

2
.

Отсюда в силу свойств модуля получаем

|σr − σr′| ≤ |σr −R|+ |R− σr′| < ε.

(⇐) По данному ε > 0 найдем такое δ > 0, что для любых
разбиений r и r′, мелкости которых δr и δr′ строго меньше δ,
и для любых наборов точек {ξi} и {ξ′i}, соответствующих этим
разбиениям, имеем

|σr − σr′| <
ε

3
. (1.1)

Обозначим через Σδ множество сумм Римана, для которых спра-
ведливо (4.1).
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Пусть σr′ ∈ Σδ–некоторая фиксированная сумма Римана. То-
гда из (1.1) вытекает, что

σr′ −
ε

3
< σr < σr′ +

ε

3
∀ σr ∈ Σδ . (1.2)

Значит, множество Σδ ограничено. Обозначим

iδ = inf Σδ, sδ = sup Σδ.

Очевидно, что Σδ′ ⊂ Σδ, если δ > δ′, поэтому

iδ ≤ iδ′ = inf Σδ′, sδ ≥ sδ′ = sup Σδ′.

Устремляя δ → 0, получим множество {[iδ, sδ]} вложенных от-
резков. Согласно принципу Коши-Кантора это множество имеет
общую точку R. Поскольку

iδ ≤ R ≤ sδ iδ ≤ σr ≤ sδ,

то
|σr −R| ≤ sδ − iδ ∀ σr ∈ Σδ . (1.3)

С другой стороны, из (1.2) получаем, что

σr′ −
ε

3
≤ iδ ≤ sδ ≤ σr′ +

ε

3
,

т. е.
sδ − iδ ≤

2ε

3
< ε . (1.4)

Значит, из (1.3) и (1.4) следует доказательство утверждения (⇐
). •

2 Существование кратного интеграла

Мы рассмотрим только два условия. Сначала сформулируем и
докажем необходимое условие.

Теорема 2.1 Пусть функция f ∈ R(Ω), где Ω ⊂ Rn–измеримое
множество. Тогда функция f ограничена на множестве Ω.
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◦ Предположим противное. Построим сумму Римана

σr =
k∑
i=1

f(ξi)µ(Ωi)

функции f , соответствующую некоторому разбиению r. Посколь-
ку функция f неограничена на Ω, то существует множество
Ωi ∈ r, на котором функция f так же неограничена. Запишем

σr = σr(ξi0) = f(ξi0)µ(Ωi0) +
∑

f(ξi)µ(Ωi) = f(ξi0)µ(Ωi0) + A,

где сумма берется по всем таким i ∈ {1, 2, ..., k}, что i 6= i0.
Поскольку функция f неограничена на Ωi0, то не меняя вели-

чины A, мы можем сделать величину |f(ξi0)|µ(Ωi0) сколь угодно
большой в силу произвола в выборе точки ξi0 ∈ Ωi0. А поскольку

|σr(ξi0)| ≥ |f(ξi0)|µ(Ωi0)− |A|,

то отсюда следует неинтегрируемость функции f , что противо-
речит условию теоремы. •

Пример 2.1 Пусть Ω = [0, 1]× [0, 1]. Фукцию f : Ω → R опре-
делим следующим образом:

f(x) =

{
1, если x, y ∈ Q;
0, в противном случае.

Поскольку при любом разбиении r = {Ωi} множества Ω в каж-
дом множестве Ωi найдутся точки с рациональными координа-
тами, то мы всегда сможем добиться того, чтобы

|σr − σr′| >
1

2
.

Значит, функция f ограничена, но неинтегрируема.

Тепеpь сформулируем и докажем достаточное условие ин-
тегрируемости по Риману.

Теорема 2.2 Пусть функция f : Ω → R непрерывна на за-
мкнутом измеримом множестве Ω ⊂ Rn. Тогда функция f ∈
R(Ω).
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◦ Рассмотрим сначала следующую ситуацию. Пусть r и r′–
два разбиения множества Ω, причем разбиение r′ вписано в r.
Рассмотрим функцию f на каком-либо множестве Ωi ∈ r. По-
скольку функция f непрерывна на Ω, значит, она непрерывна и
на Ωi. По теореме Вейерштрасса существуют

mi = min
x∈Ωi

f(x) Mi = max
x∈Ωi

f(x).

Положим

σr =
k∑
i=1

miµ(Ωi), σr =
k∑
i=1

Miµ(Ωi).

Очевидно,
σr ≤ σr ≤ σr (2.5)

для любой суммы Римана σr, соответствующей разбиению r.
Теперь аналогично предыдущему построим

σr′ =
k′∑
j=1

m′
jµ(Ωj), σr′ =

k′∑
j=1

M ′
jµ(Ωj)

и покажем, что
σr ≤ σr′ ≤ σr′ ≤ σr . (2.6)

Действительно, первое неравенство в (2.6) справедливо, посколь-
ку

σr =
k∑
i=1

miµ(Ωi) =
k∑
i=1

mi

ji∑
j=1

µ(Ωi
j) ≤

k∑
i=1

ji∑
j=1

m′
jµ(Ωi

j) =

=
k′∑
j=1

mjµ(Ωi
j) = σr′ ,

где через Ωi
j обозначены те множества из разбиения r′, которое

содержатся во множестве Ωi ∈ r. Второе неравенство в (2.6)
очевидно, а третье доказывается аналогично первому.
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Теперь обратимся непосредственно к доказательству теоре-
мы. Пусть r = {Ωi} и r′ = {Ω′

j}–два произвольных разбиения
множества Ω. Возьмем еще одно разбиение r′′, вписанное в r и
r′. В силу (2.5) и (2.6) имеем

σr ≤ σr ≤ σr, σr ≤ σr′′ ≤ σr;

σr′ ≤ σr′ ≤ σr′, σr′ ≤ σr′′ ≤ σr′.

Отсюда

|σr − σr′′| ≤ σr − σr =
k∑
i=1

(Mi −mi)µ(Ωi) ≤

≤
k∑
i=1

ωiµ(Πb
a) ≤ ωµ(Πb

a) ,

где ωi = Mi − mi, ω = max
1≤i≤k

ωi, Πb
a–некоторый прямоугольник

такой, что Ω ⊂ Πb
a. Аналогично,

|σr′′ − σr′| ≤ ω′µ(Πb
a).

Далее, поскольку функция f равномерно непрерывна на мно-
жестве Ω (теорема Кантора), то мы для любого заданного ε > 0
можем подобрать такое δ > 0, что как только мелкости разбие-
ний δr, δr′ < δ, так сразу

ω, ω′ < ε(2µ(Πb
a))

−1.

Отсюда

|σr − σr′| ≤ |σr − σr′′|+ |σr′′ − σr′| ≤ (ω + ω′)µ(Πb
a) < ε .

Ссылка на теорему 1.1 завершает доказательство. •

Пример 2.2 Условие замкнутости множества Ω в теореме 2.2
является существенным. Действительно, пусть Ω = (0, 1] ×
(0, 1]. На множестве Ω рассмотрим функцию f(x, y) = (x · y)−1.
Она, очевидно, непрерывна и неограничена. Стало быть, f 6∈
R(Ω) по теореме 2.1.
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3 Кратный интеграл по множеству меры нуль

Пусть r = {Ωi}–разбиение измеримого множества Ω и множе-
ство Ω′ ⊂ Ω. Положим

r/Ω′ = {Ωi ∈ r : Ωi ∩ Ω 6= Ø}.

Лемма 3.1 Пусть Ω ⊂ Rn–измеримое множество, Ω′ ⊂ Ω и
µ(Ω′) = 0. Тогда

lim
δr→0

∑
Ωi∈r/Ω′

µ(Ω′) = 0.

◦ Для фиксированного ε > 0 в силу условия µ(Ω′) = 0 суще-
ствует m ∈ N такое, что если Sm = Sm(Ω′), то

µ(Sm) <
ε

3n
.

Пусть Πj j = 1, 2, ..., k–все прямоугольники, которые содержат-

ся в Sm, т. е. Sm =
k⋃
j=1

Πj. Пусть Pj– прямоугольник, составлен-

ный из всех прямоугольников с ребром 10−m, пересекающихся
с прямоугольником Πj. Поскольку ребро Pj в три раза больше
ребра Πj, то µ(Pj) = 3nµ(Πj). Положим P = ∪kj=1Pj. Множество
P, очевидно, измеримо, поэтому

µ(P) = µ(
k⋃
j=1

Pj) ≤
k∑
j=1

µ(Pj) = 3n
k∑
j=1

µ(Πj) = 3nµ(Sm) < ε.

Заметим теперь, что любое множество Ω′′, которое имеет диа-
метр diam(Ω′′) < 10−m и пересекается с прямоугольником Πj,
целиком лежит в Pj. Возьмем какое-либо разбиение r множе-
ства Ω мелкости δr < 10−m. Тогда, если Ωi ∈ r/Ω′, а значит,
Ωi ∩ Sm 6= ∅, то Ωi ⊂ Pi. Таким образом,⋃

Ωi∈r/Ω′

Ωi ⊂ P.
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Отсюда

µ(
⋃

Ωi∈r/Ω′

Ωi) =
∑

Ωi∈r/Ω′

µ(Ωi) ≤
k∑
i=1

µ(Pi) < ε.

Это значит, повторим, что для любого ε > 0 мы указали
такую мелкость δr < 10−m, что для любого разбиения r с мел-
костью δr

µ(
⋃

Ωi∈r/Ω′

Ωi) < ε,

что и требовалось доказать. •
Прежде, чем сформулировать и доказать основной результат

этого раздела, приведем несколько вспомагательных определе-
ний.

Пусть Ω ⊂ Rn–измеримое множество, r = {Ωi}–его разбие-
ние, и множество Ω′ ⊂ Ω. Обозначим

r′ = r′(Ω′) = {Ωi ∈ r : Ωi ∩ Ω′ = Ø}.

Для всякой функции f : Ω → R определим

σr′(f) =
∑
Ωi∈r′

f(ξi)µ(Ωi), ξi ∈ Ωi.

Теорема 3.1 Пусть Ω ⊂ Rn–измеримое множество и мно-
жество Ω′ ⊂ Ω, причем µ(Ω′) = 0. Пусть функция f : Ω → R
ограничена. Тогда предел

lim
δr→0

σr(f) =

∫
Ω

f(x)dx

существует точно тогда, когда существует предел

lim
δr→0

σr′(f).

При этом, если последний предел существует, то он также
равен ∫

Ω

f(x)dx.
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◦ Пусть r = {Ωi}–некоторое разбиение множества Ω. Тогда

r = r/Ω′ ∪ r′.

Положим

σr/Ω′(f) =
∑

Ωi∈r/Ω′

f(ξi)µ(Ωi), ξi ∈ Ωi.

Очевидно, что
σr(f) = σr′(f) + σr/Ω′(f) . (3.7)

В силу ограниченности функции f : Ω → R существует число
M ∈ R+ такое, что |f(x)| ≤M ∀ x ∈ Ω. Поэтому

|σr/Ω′(f)| ≤M
∑

Ωi∈r/Ω′

µ(Ωi).

В силу леммы 3.1
lim
δr→0

σr/Ω′(f) = 0.

Отсюда в силу (3.7) сразу вытекает утверждение теоремы. •

Доказанная теорема позволяет при вычислении интеграла
пренебрегать множествами, имеющими жорданову меру нуль.
В частности, в силу теоремы ?? можно пренебрегать границей
области интегрирования.

Замечание 3.1 Если функция f ∈ R(Ω), то в силу необходи-
мого условия интегрируемости (теорема 2.1), условие ограни-
ченности в теореме 3.1 излишне.

4 Свойства кратного интеграла Римана

Пусть Ω ⊂ Rn–измеримое по Жордану множество. Тогда∫
Ω

dx = µ(Ω).
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Это равенство, устанавливающее связь между интегралом Ри-
мана и мерой Жордана, доказывается весьма просто. Действи-
тельно, ∫

Ω

dx = lim
δr→0

k∑
i=1

µ(Ωi) = lim
δr→0

µ(Ω) = µ(Ω).

Приступим к рассмотрению других, менее тривиальных свойств
интеграла Римана.

Теорема 4.1 Пусть Ω,Ω′ ⊂ Rn–измеримые множества, при-
чем Ω ⊃ Ω′. Если функция f интегрируема на Ω, то она будет
интегрируема и на Ω′.

◦ Пусть Ω 6= Ω′ (в противном случае утверждение очевидно).
Положим Ω′′ = Ω \Ω′. Пусть r = {Ωi} и r′ = {Ω′

j}–разбиение
множества Ω′, а r′′ = {Ω′′

k}–разбиение множества Ω′′. Тогда r∪r′′
и r′ ∪ r′′–разбиения множества Ω. Составим суммы Римана

σr∪r′′ =
∑
i

f(ξi)µ(Ωi) +
∑
k

f(ξ′′k)µ(Ω′′) = σr + σr′′;

σr′∪r′′ =
∑
j

f(ξ′i)µ(Ω′
j) +

∑
k

f(ξ′′k)µ(Ω′′
k) = σr′ + σr′′.

Отсюда
|σr∪r′′ − σr′∪r′′| = |σr − σr′| . (4.8)

Из интегрируемости функции f на Ω в силу критерия Коши
левая часть (4.8) стремится к нулю при δ = max{δr, δr′, δr′′} → 0.
Значит, и правая часть (4.8) тоже стремится к нулю, что в силу
критерия Коши означает интегрируемость функции f на Ω′. •

Теорема 4.2 Пусть Ω,Ω′,Ω′′ ⊂ Rn–измеримые множества,
причем Ω = Ω′ ∪ Ω′′ и Ω′ ∩ Ω′′ = Ø. Тогда справедливо утвер-
ждение

f ∈ R(Ω) ⇔ f ∈ R(Ω′) ∩R(Ω′′)
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причем имеет место равенство∫
Ω

f(x)dx =

∫
Ω′

f(x)dx+

∫
Ω′′

f(x)dx.

◦ (⇒) Пусть функция f ∈ R(Ω), тогда в силу теоремы 4.1
существуют интегралы∫

Ω′

f(x)dx

∫
Ω′′

f(x)dx . (4.9)

Пусть далее r′ = {Ω′
i} и r′′ = {Ω′′

j}–два разбиения множеств Ω′

и Ω′′ соответственно, тогда r = r′ ∪ r′′–разбиение множества Ω
с мелкостью δr = max{δr′, δr′′}. Построим суммы Римана

σr = σr′ + σr′′ . (4.10)

Поскольку слагаемые в правой части (4.10) сходятся к интегра-
лам (4.9) соответственно, то из (4.10) имеем

lim
δr→0

σr =

∫
Ω

f(x)dx . (4.11)

(⇐) Пусть существуют интегралы (4.9). Тогда, рассуждая
так же, как и выше, из (4.10) получаем (4.11). •

Установленное свойство называется аддитивность кратного
интеграла Римана по множествам. Далее рассмотрим взаимо-
связь понятия интегрируемости и араифметических операций:

Теорема 4.3 Пусть функции f, g ∈ R(Ω), где Ω ⊂ Rn–измеримое
множество. Тогда функции f + g, f · g ∈ R(Ω), причем∫

Ω

(f + g)(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx+

∫
Ω

g(x)dx , (4.12)

∫
Ω

λf(x)dx = λ

∫
Ω

f(x)dx ∀ λ ∈ R . (4.13)

Если вдобавок g(x) ≥ α > 0 ∀ x ∈ Ω, то
f

g
∈ R(Ω).
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◦ Построим сумму Римана для функции f + g

σr(f + g) =
∑
k

(f + g)(ξk)µ(Ωk) =

=
∑
k

f(ξk)µ(Ωk) +
∑
k

g(ξk)µ(Ωk) = σr(f) + σr(g) .

Поскольку

lim
δr→0

σr(f) =

∫
Ω

f(x)dx, lim
δr→0

σr(g) =

∫
Ω

g(x)dx,

то
lim
δr→0

σr(f + g) =

∫
Ω

(f + g)(x)dx.

Отсюда следует, что функция f + g ∈ R(Ω), причем имеет ме-
сто (4.12). Доказательство соотношения (4.13) предоставляется
в качестве упpажнения.

Доказательство интегрируемости произведения и частного
двух интегрируемых функций неизмеримо труднее. Поэтому для
простоты мы ограничимся случаем непрерывных на Ω функцийf
и g.

Итак, пусть функции f, g ∈ C(Ω). Тогда их произведение fg и

частное
f

g
тоже непрерывны на Ω. Поэтому утверждение следу-

ет из достаточного условия существования кратного интеграла
Римана. •

Все взаимосвязи понятия кратного интеграла и неравенсв
имеют прообразы в одномерном случае. Поэтому доказатель-
ства некоторых теорем будут предложены в качестве упражне-
ний.

Теорема 4.4 Пусть функция f ∈ R(Ω), причем f(x) ≥ 0
∀ x ∈ Ω, где Ω ⊂ Rn–измеримое множество. Тогда∫

Ω

f(x)dx ≥ 0.
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Следствие 4.1 Пусть функции f, g ∈ R(Ω), причем f(x) ≥
g(x) ∀ x ∈ Ω, где Ω ⊂ Rn–измеримое множество. Тогда∫

Ω

f(x)dx ≥
∫
Ω

g(x)dx.

Упражнение 4.1 Доказать теорему 4.4 и следствие 4.1

Теорема 4.5 Пусть функция f ∈ R(Ω), где Ω ⊂ Rn–измеримое
множество. Тогда фукция |f | ∈ R(Ω), причем∣∣∣∣∣∣

∫
Ω

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

|f(x)|dx.

Упражнение 4.2 Доказать теорему 4.5 в предположении, что
функция f ∈ C(Ω).

Теорема 4.6 Пусть функции f, g ∈ R(Ω), где Ω ⊂ Rn–измеримое
множество, причем функция g знакопостоянна на Ω и∫

Ω

g(x)dx 6= 0.

Тогда существует γ ∈ R такое, что∫
Ω

fgdx = γ

∫
Ω

g(x)dx.

◦По необходимому условию интегрируемости функция f огра-
ничена, т. е.

m ≤ f(x) ≤M ∀ x ∈ Ω,

где m,M ∈ R. Пусть для определенности g(x) > 0 ∀ x ∈ Ω.
Тогда

mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x) ∀ x ∈ Ω.

Из следствия 4.4 вытекает, что

m

∫
Ω

g(x)dx ≤
∫
Ω

fg(x)dx ≤M

∫
Ω

g(x)dx.
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Положим ∫
Ω
fg(x)dx∫

Ω
g(x)dx

= γ . (4.14)

Тогда утверждение теоремы доказано, причем γ ∈ [m,M ]. •

Следствие 4.2 Пусть в предположениях теоремы 4.5 функ-
ция f ∈ C(Ω). Тогда существует точка ξ ∈ Ω, что∫

Ω

g(x)f(x)dx = f(ξ)

∫
Ω

g(x)dx.

◦ Поскольку функция f ∈ C(Ω), то по теореме Больцано-
Коши о промежуточном значении найдется точка ξ ∈ Ω такая,
что f(ξ) = γ, где число γ ∈ [m,M ] определено в (4.14). •

Теорема 4.6 вместе со следствием 4.2 в математической ли-
тературе носит название конечномерной теоремы о среднем.

Тепеpь pассмотpим вопpос о замене пеpеменных в кpатном
интегpале.

Теорема 4.7 Пусть Ωx ⊂ Rn
x и Ωy ⊂ Rn

y–два открытых изме-
римых множества. Пусть ϕ ∈ C1(Ωx,Ωy)– биективная вектор-
функция, причем якобиан detJϕ(x) 6= 0 при любом x ∈ Ωx

и непрерывно продолжаем на ∂Ωx. Тогда, если функция f ∈
C(Ωy), то и функция (f ◦ ϕ)|detJϕ| ∈ C(Ωx), причем∫

Ωy

f(x)dy =

∫
Ωx

f(ϕ(x))|detJϕ|dx.

◦ В силу теоремы ?? вектор-функция ϕ : Ωx → Ωy– локаль-
ный диффеоморфизм. Покроем область Ωx сеткой, состоящей
из прямоугольников с ребром h.

Часть сетки, содержащаяся в Ωx, при действии диффеомор-
физма ϕ перейдет в криволинейную сетку поверхностей, разби-
вающую Ωy = ϕ[Ωx] на измеримые множества. При этом, если
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h→ 0, то мелкость разбиения Ωy стремится к нулю в силу тео-
ремы ??. Воспользовавшись этой теоремой, представим∑

k

f(ηk)µ(ϕ[Ωk]) =
∑
k

f(ϕ(ξk))(|detJϕ(ξk)|µ(Ωk) + õ(hn)),

где Ωk ⊂ Ωx–прямоугольник с ребром h, а ϕ(ξk) = ηk, ξk ∈ Ωk.
Поскольку функция f ∈ C(Ωy), то

|
∑
k

f(ϕ(ξk))õ(h
n)| ≤

∑
k

|f(ηk)|õ(hn) ≤Mmõ(hn),

где M = max
y=∈Ωy

f(y), а m–число множеств ϕ[Ωk], имеющих непу-

стое пересечение с Ωy. Заметим теперь, что

mõ(hn) → 0 h→ 0 , (4.15)

поэтому

lim
h→0

∑
k

f(ηk)µ(ϕ[Ωk]) =

∫
Ωy

f(y)dy.

Но тогда, очевидно, существует и равный этому интеграл

lim
h→0

∑
k

f(ϕ(ξk))|detJϕ(ξk)|µ(Ωk) =

∫
Ωx

f(ϕ(x))|detJϕ(x)|dx.

•

Упражнение 4.3 Доказать (ref648).

5 Повторный интеграл Римана

Пусть Ω ⊂ R–область, граница которой ∂Ω состоит из графи-
ков непрерывных функций y = ϕ(x) и y = ψ(x), ψ(x) ≥ ϕ(x),
где x ∈ [a, b], и, может быть, отрезков прямых x = a и x = b.
Область Ω в дальнейшем будем называть элементарной отно-
сительно оси OY .
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Пусть функция f ∈ C(Ω), тогда при любом фиксированном
x ∈ [a, b] функция f(x, ·) ∈ C([ϕ(x), ψ(x)]). Отсюда в силу до-
статочного условия интегрируемости существует интеграл

F(x) =

ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y)dy.

Лемма 5.1 Пусть область Ω ⊂ R2 элементарна относитель-
но оси OY , а функция f ∈ C(Ω). Тогда функция F ∈ C([a, b]).

◦ Поскольку функция f непрерывна на компакте Ω, то она
ограничена на нем, т. е.

∃M ∈ R ∀ (x, y) ∈ Ω (|f(x, y)| ≤M).

Фиксируем точки x, x+ ∆x ∈ [a, b]. Обозначим

∆ϕ = ϕ(x+ ∆x)− ϕ(x), ∆ψ = ψ(x+ ∆x)− ψ(x),

причем считаем для определенности, что

ψ(x)− ϕ(x) ≥ ∆ϕ ≥ 0, ∆ψ ≥ 0 . (5.16)

Рассмотрим разность

|F(x+ ∆x)− F(x)| =

=

∣∣∣∣∣∣∣
ψ(x+∆x)∫
ϕ(x+∆x)

f(x+ ∆x, y)dy −
ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y)dy

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
ψ(x)∫

ϕ(x)+∆ϕ

f(x+ ∆x, y)dy +

ψ(x)+∆ψ∫
ψ(x)

f(x+ ∆x, y)dy−

−
ϕ(x)+∆ϕ∫
ϕ(x)

f(x, y)dy −−
ψ(x)∫

ϕ(x)+∆ϕ

f(x, y)dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤
ψ(x)∫

ϕ(x)+∆ϕ

|f(x+∆x, y)− f(x, y)|dy++

ψ(x)+∆ψ∫
ψ(x)

|f(x+∆x, y)|dy+

+

ϕ(x)+∆ϕ∫
ϕ(x)

|f(x, y)dy| ≤

≤
ψ(x)∫

ϕ(x)+∆ϕ

|f(x+ ∆x, y)− f(x, y)|dy +M(∆ψ + ∆ϕ) . (5.17)

В силу непрерывности функций ϕ и ψ на [a, b] и равномерной
непрерывности функции f на Ω имеем

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 (|∆x| < δ) ⇒

⇒ (∆ϕ < ε) ∧ (|f(x+ ∆x, y)− f(x, y)| < ε

независимо от y, поэтому из (5.17) получаем при фиксированном
ε > 0 и достаточно малом δ > 0, что из |∆x| < δ вытекает

|F(x+ ∆x)− F(x)| ≤ ε[max
x∈[a,b]

(ψ(x)− ϕ(x+ ∆x)) + 2M ] ≤

≤ ε(diamΩ + 2M) .

Отсюда непосредственно следует утверждение леммы. •

Упражнение 5.1 Показать, что ограничения (5.16) несуществен-
ны для доказательства леммы 5.1.

Итак, в силу леммы 5.1 функция

F (x) =

ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y)dy
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непрерывна на [a, b]. Поэтому в силу достаточного условия ин-
тегрируемости существует интеграл

b∫
a

F (x)dx =

b∫
a

 ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y)dy

 dx,

который принято записывать в виде

b∫
a

Fdx =

b∫
a

dx

ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y)dy . (5.18)

Интеграл (5.18) называется повторным интегралом Римана от
функции f по области Ω.

Как следует из теорем ?? и ??, область Ω–измеримое множе-
ство, а если функция f ∈ C(Ω), то в силу теоремы 2.2 существу-
ет кратный интеграл Римана∫ ∫

Ω

f(x, y)dxdy.

Связь между повторным и кратным интегралами Римана уста-
навливает следующая

Теорема 5.1 Пусть область Ω ⊂ R2 элементарна относи-
тельно оси OY , а функция f ∈ C(Ω). Тогда

∫ ∫
Ω

f(x, y)dxdy =

b∫
a

dx

ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y)dy.

◦ Пусть k ∈ N. Построим вспомогательное множество функ-
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ций на отрезке [a, b].
ϕ0(x) = ϕ(x),

ϕ1(x) = ϕ(x) +
1

k
(ψ(x)− ϕ(x)),

· · ·
ϕj(x) = ϕ(x) +

i

j
(ψ(x)− ϕ(x)),

· · ·

ϕk(x) = ϕ(x) +
k

k
(ψ(x)− ϕ(x)) = ψ(x).

Очевидно, ϕ(x) ≤ ϕj(x) ≤ ϕj+i(x) ≤ ψ(x) при любом x ∈ [a, b]
и 0 ≤ j, j + i ≤ k, причем ϕj ∈ C([a, b]) j = 1, 2, ..., k − 1.

Разобьем область Ω следующим образом. Пусть rk = {[xi−1, xi]}ki=1

разбиение отрезка [a, b] на k равных частей xi−xi−1 =
b− a

k
i =

1, 2, ..., k. Положим

Ωij = {(x, y) ∈ R2 : xi−1 < x < xi, ϕj−1(x) < y < ϕj(x)}.
Очевидно, r∗k = {Ωij}ki,j=1 есть разбиение области Ω.

Рассмотрим

b∫
a

dx

ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y)dy =
k∑
i=1

xi∫
xi−1

dx

ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y)dy =

=
k∑
i=1

xi∫
xi−1

dx

k∑
j=1

ϕj(x)∫
ϕj−1(x)

f(x, y)dy =
k∑

i,j=1

xi∫
xi−1

dx

ϕj(x)∫
ϕj−1(x)

f(x, y)dy .

Положим

mij = min
(x,y)∈Ωij

f(x, y), Mij = max
(x,y)∈Ωij

f(x, y).

Имеем
xi∫

xi−1

dx

ϕj(x)∫
ϕj−1(x)

f(x, y)dy ≤Mij

xi∫
xi−1

dx

ϕj(x)∫
ϕj−1(x)

dy = Mijµ(Ωij) .

(5.19)
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Аналогично

mijµ(Ωij) ≤
xi∫

xi−1

dx

ϕj(x)∫
ϕj−1(x)

f(x, y)dy . (5.20)

Поскольку функция f ∈ C(Ωij), то по теореме Вейерштрасса
существуют точки ξij, ξ′ij ∈ Ωij такие, что f(ξij) = mij, f(ξ′ij) =
Mij. Построим суммы Римана

σr∗k =
k∑

i,j=1

f(ξij)µ(Ωij) =
k∑

i,j=1

mijµ(Ωij),

σr∗k =
k∑

i,j=1

f(ξ′ij)µ(Ωij) =
k∑

i,j=1

Mijµ(Ωij),

В силу достаточного условия интегрируемости имеем

lim
k→∞

σr∗k = lim
k→∞

σr∗k =

∫
Ω

∫
f(x, y)dy . (5.21)

С другой стороны, из (5.19) и (5.20) получаем

σr∗k ≤
k∑

i,j=1

xi∫
xi−1

dx

ϕj(x)∫
ϕj−1(x)

f(x, y)dy =

b∫
a

dx

ϕ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y)dy ≤ σr∗k.

Отсюда в виду (5.21) вытекает утверждение теоремы. •

Упражнение 5.2 Показать, что

xi∫
xi−1

ϕj(x)∫
ϕj−1(x)

f(x, y)dy = µ(Ωij)

(см. (5.19) в доказательстве теоремы).

Сделаем теперь обобщение на конечномерный случай. Пусть
Rn−1– подпространство xn = 0 в пространстве Rn, область Ω ⊂
Rn, Ωxn–проекция области Ω на подпространство Rn−1.
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Определение 5.1 Область Ω ⊂ Rn называется элементарной
по оси Oxn, если ее проекция Ωxn ⊂ Rn−1 измерима по Жордану,
а граница ∂Ω состоит из графиков двух непрерывных на Ωxn

функций xn = ϕ(x1, x2, ..., xn−1), xn = ψ(x1, x2, ..., xn−1), причем
ψ(x1, x2, ..., xn−1) ≥ ϕ(x1, x2, ..., xn−1) при (x1, x2, ..., xn−1) ∈ Ωxn

и, быть может, части цилиндра, основанием которого является
граница ∂Ωxn множества Ωxn.

Заметим, что область Ω элементарна относительно оси Oxn,
то она измерима, поскольку ее граница ∂Ω из графиков непре-
рывных функций и, следовательно, имеет меру нуль.

Теорема 5.2 Пусть область Ω ⊂ Rn элементарна относи-
тельно оси Oxn, ее проекция Ωxn–измеримое множество, а
функция f ∈ C(Ω). Тогда

n︷ ︸︸ ︷∫ ∫
...

∫
Ω

f(x1, x2, ..., xn)dx1dx2...dxn =

n−1︷ ︸︸ ︷∫ ∫
...

∫
Ωx

dx1dx2...dxn−1

ψ(x1,x2,...,xn−1)∫
ϕ(x1,x2,...,xn−1)

f(x1, x2, ..., xn)dxn .

(5.22)

Доказательство этой теоремы в идейном смысле мало отлича-
ется от доказательства теоремы 5.1, зато гораздо более сложно
в техническом отношении. Поэтому оно опускается.

Далее, пусть и область Ωxn удовлетворяет условиям теоре-
мы 5.2. Тогда получившийся в (5.22) (n− 1)–кратный интеграл
можно свести к однократному и (n− 2)– кратному интегралам.
Продолжая, если возможно, этот процесс далее, мы придем к
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формуле

n︷ ︸︸ ︷∫ ∫
...

∫
Ω

f(x1, x2, ..., xn)dx1dx2...dxn =

b∫
a

dx1

ψn−1(x1)∫
ϕn−1(x1)

dx2...

ψ1(x1,x2,...,xn−1)∫
ϕ1(x1,x2,...,xn−1)

f(x1, x2, ..., xn)dxn .

(5.23)

Таким образом, доказано

Следствие 5.1 Пусть области Ω ⊂ Rn, Ωxn ⊂ Rn, Ωxn,xn−1 ⊂
Rn−2 , ..., Ωxn,xn−1,...,x2 ⊂ R элементарны относительно осей
Oxn, Oxn−1, Oxn−2, ..., Ox1 соответственно. Тогда спра-
ведлива формула (5.23).

Определение 5.2 Стоящий в правой части формулы (5.23) ин-
теграл называется повторным интегралом Римана.

6 Определение и свойства несобственного кратного ин-
теграла

Определение 6.1 Пусть Ω ⊂ Rn–открытое множество. После-
довательность {Ωk} открытых множеств называется последова-
тельностью, монотонно исчерпывающей множество Ω, если

(i) Ωk ⊂ Ωk+1 k = 1, 2, . . .;

(ii)
∞⋃
k=1

Ωk = Ω.

Пример 6.1 Приведем последовательности, монотонно исчер-
пывающие множество R2.

а) Ωk = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < k2}–последовательность
кругов радиуса k с центром в точке (0, 0);

б) Ωk = {(x, y) ∈ R2 : |x| < k, |y| < k}–последовательность
квадратов со сторонами, параллельными осям координат.
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Определение 6.2 Пусть Ω ⊂ Rn–открытое множество, а функ-
ция f : Ω → R. Пусть для любого открытого измеримого под-
множества Ω

′ ⊂ Ω функция f ∈ R(Ω′). Функция f называется
интегрируемой в несобственном смысле на Ω, если для лю-
бой последовательности открытых измеримых множеств {Ωk},
монотонно исчерпывающих множество Ω, существует конечный
предел

lim
k→∞

∫
Ωk

f(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx , (6.24)

не зависящий от выбора указанной последовательности. Этот
предел называется несобственным интегралом от функции f

по множеству Ω. Если предел (6.24) существует, то говорят так-
же, что несобственный интеграл сходится, а в противном слу-
чае — расходится.

Упражнение 6.1 Пусть открытое множество Ω ⊂ Rn измери-
мо, и функция f ∈ R(Ω). Показать, что в этом случае кратный
интеграл Римана и несобственный кратный интеграл совпада-
ют.

Упражнение 6.2 Сформулировать и доказать следующие свой-
ства:

(i) аддитивность несобственного интеграла по множествам;
(ii) линейность и однородность несобственного интеграла (фор-

мулы (4.12) и (4.13)).

Упражнение 6.3 Сформулировать и доказать теорему о за-
мене переменных в несобственном кратном интеграле.

Замечание 6.1 Как будет показано ниже, свойства несобствен-
ного кратного интеграла в случае n ≥ 2 разительно отличаются
от свойств несобственного интеграла Римана. Поэтому мы бу-
дем использовать определение 6.2 только в случае n ≥ 2.
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7 Несобственные кратные интегралы от неотрицатель-
ных функций

Теорема 7.1 Пусть функция f неотрицательна на откры-
том множестве Ω ⊂ Rn и интегрируема на любом измеримом
подмножестве Ω′ ⊂ Ω. Тогда независимо от выбора последова-
тельности {Ωk} измеримых открытых множеств, монотон-
но исчерпывающих множество Ω, интеграл∫

Ω

f(x)dx

либо сходится, либо предел

lim
k→∞

∫
Ωk

f(x)dx = +∞.

◦ Пусть {Ωk}–некоторая последовательность открытых из-
меримых множеств, монотонно исчерпывающих множество Ω.
Тогда в силу неотрицательности функции f имеем∫

Ωk

f(x)dx ≤
∫

Ωk+1

f(x)dx.

Поэтому в силу критерия Вейерштрасса всегда существует ко-
нечный или бесконечный предел

lim
k→∞

∫
Ωk

f(x)dx = I.

Теперь пусть {Ω′
k}–какая-нибудь другая последовательность

открытых измеримых множеств, монотонно исчерпывающая мно-
жество Ω. В силу предыдущего существует конечный или бес-
конечный предел

lim
k→∞

∫
Ω′

k

f(x)dx = I ′.

Покажем, что I = I ′.
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Для любого фиксированного Ωk существует номер l = l(k)
такой, что Ωk ⊂ Ω′

l. Действительно, Ωk– компакт и Ωk ⊂ Ω.
Нетрудно заметить, что последовательность {Ω′

k} образует от-
крытое покрытие множества Ωk. Значит, существует конечное
подпокрытие Ω′

k1
,Ω′

k2
, . . . ,Ω′

kl
множества Ωk. Поскольку {Ω′

k}–
монотонная последовательность, то Ω′

ki
⊂ Ω′

l, где l = max{k1, k2, . . . , kl}.
Далее, в силу неотрицательности функции f имеем∫

Ωk

f(x)dx ≤
∫
Ω′

k

f(x)dx ≤ I ′.

Переходя к пределу по k → ∞, получим I ≤ I ′. Поменяв ме-
стами Ω′

k и Ωk в предыдущем рассуждении, получим I ′ ≤ I.
•

Доказанная теорема позволяет при вычислении несобствен-
ных интегралов от неотрицательных функций ограничиться под-
бором только одной последовательности {Ωk} открытых изме-
римых множеств, монотонно исчерпывающих множество Ω.

Пример 7.1 Вычислить интеграл Пуассона16

+∞∫
−∞

e−x
2

dx.

Имеем

(

+∞∫
−∞

e−x
2

dx)2 =

+∞∫
−∞

e−x
2

dx

+∞∫
−∞

e−y
2

dy =

∫ ∫
R2

e−(x2+y2)dxdy.

Положим Ωk = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < k2} k = 1, 2, . . . . Это
последовательность измеримых множеств, монотонно исчерпы-
вающая всю плоскость R2. Рассмотрим интеграл∫ ∫

Ωk

e−(x2+y2)dxdy = Ik.

16Симеон Дени Пуассон (1781-1840)–французский математик, механик и физик, один
из основоположников математической физики.
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Применим диффеоморфизм

ϕ(ρ, θ) =

(
ρ cos θ
ρ sin θ

)
=

(
x

y

)
Получим

Ik =

2π∫
0

dθ

k∫
0

e−ρ
2

ρdρ = 2π
e−ρ

2

2

∣∣∣∣∣
k

0

= 2π(1− e−k
2

).

Отсюда находим lim
k→∞

Ik = π. Поэтому

+∞∫
−∞

e−x
2

dx =
√
π.

Теорема 7.2 Пусть Ω ⊂ Rn–открытое множество, функции
f, g : Ω → R интегрируемы на любом измеримом подмноже-
стве Ω′ ⊂ Ω и таковы, что 0 ≤ f(x) ≤ g(x) ∀ x ∈ Ω. Тогда из
скорости сходимости интеграла∫

Ω

g(x)dx (7.25)

следует сходимость интеграла∫
Ω

f(x)dx , (7.26)

а из расходимости интеграла (7.26) следует расходимость ин-
теграла (7.25).

Упражнение 7.1 Доказать теорему ??.

Теорема ?? носит название теоремы сравнения для несоб-
ственных кратных интегралов. От нее самой мало проку, поэто-
му в качестве эталонов для сравнения с другими интегралами
рассмотрим интегралы

I1 =

∫ ∫ ∫
(x1)2+(x2)2+...+(xn)2>1

dx1dx2 . . . dxn(√
(x1)2 + (x2)2 + . . .+ (xn)2

)α ,
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I2 =

∫ ∫ ∫
(x1)2+(x2)2+...+(xn)2<1

dx1dx2 . . . dxn(√
(x1)2 + (x2)2 + . . .+ (xn)2

)α .
Теорема 7.3 Интеграл I1 сходится, если α > n, и расходит-
ся в противном случае. Интеграл I2 сходится, если α < n, и
расходится в противном случае.

◦ Рассмотрим вектор-функцию

ϕ :



ρ

θ1

θ2
...
θi
...

θn−1


→



ρ cos θn−1 cos θn−2 . . . cos θ2 cos θ1

ρ cos θn−1 cos θn−2 . . . cos θ2 sin θ1

ρ cos θn−1 cos θn−2 . . . cos θ3 sin θ2

. . .

ρ cos θn−1 cos θn−2 . . . cos θi sin θi−1

. . .

ρ sin θn−1


,

отображающую R+ × [0, 2π] × [−π/2, π/2] × . . . × [−π/2, π/2] в
Rn. Как нетрудно видеть,

ρ =
√

(x1)2 + (x2)2 + . . .+ (xn)2 , (7.27)

detJϕ = ρn−1 cos θ2 cos2 θ3 . . . cosn−2 θn−2 . (7.28)

Исследуем сначала сходимость интеграла I1. В качестве по-
следовательности {Ωk} измеримых открытых множеств, моно-
тонно исчерпывающих множество Ω = {x ∈ Rn : |x|n > 1} возь-
мем множества Ωk = {(ρ, θ1, . . . , θn−1) : 1 < ρ < k}. Рассмотрим
интеграл I1.∫ ∫

. . .

∫
Ωk

dx1dx2 . . . dxn(√
(x1)2 + (x2)2 + . . .+ (xn)2

)α =

=

k∫
1

ρn−1−αdρ

2π∫
0

dθ1

π/2∫
−π/2

cos θ2dθ2 . . .

π/2∫
−π/2

cosn−2 θn−2dθn−2 =
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= c

k∫
1

ρn−1−αdρ =
c

n− 2
(kn−α),

где

c =

2π∫
0

dθ1

π/2∫
−π/2

cos θ2dθ2 . . .

π/2∫
−π/2

cosn−2 θn−2dθn−2 > 0.

Поэтому интеграл I1 сходится, если α > n, и расходится в про-
тивном случае.

Рассмотрим теперь интеграл I2. В качестве последовательно-
сти {Ωk} возьмем последовательность Ωk = {(ρ, θ1, θ2, . . . , θn−1) :
k−1 < ρ < 1}. Рассуждая, как выше, получим∫ ∫

. . .

∫
Ωk

dx1dx2 . . . dxn(√
(x1)2 + (x2)2 + . . .+ (xn)2

)α =

= c

1∫
1
k

ρn−1−αdρ =
c

n− α
(1−

(
1

k

)n−α
) .

Поэтому интеграл I2 сходится, если α < n и расходится в про-
тивном случае. •

Упражнение 7.2 Доказать соотношение (7.27) и (7.28).

8 Несобственные кратные интегралы от знакоперемен-
ных функций

Пусть Ω ⊂ Rn — некоторая область, а f : Ω → R — некоторая
функция такая, что f ∈ R(Ω′) при любом измеримом множестве
Ω′ ⊂ Ω.

Определение 8.1 Несобственный кратный интеграл
∫
Ω

f(x)dx

называется абсолютно сходящимся, если сходится интеграл
∫
Ω

|f(x)|dx.
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Введем некоторые полезные в дальнейшем понятия.

f+(x) =

{
f(x), f(x) ≥ 0;

0, f(x) < 0;

f−(x) =

{
−f(x), f(x) < 0;

0, f(x) ≥ 0.

Упражнение 8.1 Показать, что

f+(x) =
|f(x)|+ f(x)

2
, f−(x) =

|f(x)| − f(x)

2
;

0 ≤ f+(x) ≤ |f(x)|, 0 ≤ f−(x) ≤ |f(x)| ;

f(x) = f+(x)− f−(x), |f(x)| = f+(x) + f−(x) .

Упражнение 8.2 Доказать, что интеграл
∫
Ω

f(x)dx абсолют-

но сходится точно тогда, когда сходятся интегралы
∫
Ω

f+(x)dx

и
∫
Ω

f−(x)dx.

Упражнение 8.3 Доказать, что из абсолютной сходимости несоб-
ственного кратного интеграла следует его сходимость.

Сформулируем и докажем довольно неожиданный результат,
который в действительности есть прямое следствие определения
6.2.

Теорема 8.1 Если несобственный кратный интеграл сходит-
ся, то он и абсолютно сходится.

◦ Пусть несобственный кратный интеграл абсолютно расхо-
дится. В силу теоремы 7.2 существует последовательность {Ωk}
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открытых измеримых множеств монотонно исчерпывающих мно-
жество Ω такая, что∫

Ωk+1

|f(x)|dx > 3

∫
Ωk

|f(x)|dx+ 2k . (8.29)

Положим Ak = Ωk+1 \ Ωk. Множество Ak открыто и измеримо,
поэтому ∫

Ak

|f(x)|dx+

∫
Ωk

|f(x)|dx =

∫
Ωk+1

|f(x)|dx.

Отсюда и из (8.29) вытекает, что∫
Ak

|f(x)|dx > 2(

∫
Ωk

|f(x)|dx+ k) . (8.30)

Не теряя общности, можно считать, что∫
Ak

f+(x)dx ≥
∫
Ak

f−(x)dx.

Поэтому в силу (8.30) имеем

2

∫
Ak

f+(x)dx ≥
∫
Ak

|f(x)|dx > 2(

∫
Ωk

|f(x)|dx+ k).

Отсюда получим, что∫
Ak

f+(x)dx >

∫
Ωk

|f(x)|dx+ k.

Это значит, что для любого достаточно мелкого разбиения
r = {Aki} множества Ak и любой суммы Римана имеем∑

i

f+(ξi)µ(Aki) >

∫
Ωk

|f(x)|dx+ k . (8.31)
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Обозначим через A∗ki те множества Aki ∈ r, для которых f+(ξ) >
0 ∀ ξ ∈ A∗ki. Тогда, выбирая ξi ∈ Aki 6= A∗ki так, чтобы f+(ξi) = 0
из (8.31) получим∑

i

f(ξi)µ(A∗ki) >

∫
Ωk

|f(x)|dx+ k . (8.32)

Положим Bk = ∪iA∗ki. Очевидно, Bk ⊂ Ak–открытое измеримое
множество, а r∗ = {A∗ki}–его разбиение. Переходя в неравенстве
(8.32) к пределу, получим∫

Bk

f(x)dx ≥
∫
Ωk

|f(x)|dx+ k . (8.33)

Очевидно, что ∫
Ωk

f(x)dx ≥ −
∫
Ωk

|f(x)|dx.

Поэтому из (8.33) получим∫
Bk

f(x)dx+

∫
Ωk

f(x)dx ≥ k . (8.34)

Положим Ω′
k = Bk∪Ωk. Очевидно, Ω′

k–открытое измеримое мно-
жество и Ωk ⊂ Ω′

k ⊂ Ωk+1, т. е. последовательность {Ω′
k} моно-

тонно исчерпывает множество Ω. Поскольку Bk ∩ Ωk = Ø по
построению, то из (8.34) вытекает, что∫

Ω′
k

f(x)dx ≥ k,

т. е. интеграл
∫
Ω
f(x)dx расходится. •

Замечание 8.1 Если бы в определении 6.2 мы в качестве по-
следовательности {Ωk} выбрали бы последовательность, состоя-
щую из пересечений открытых шаров радиуса k со множеством
Ω, то теорема 8.1 была бы неверна. Возможность произвола в
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выборе последовательности {Ωk} решительно отличает свойства
несобственного кратного интеграла от свойств несобственного
интеграла.
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7 ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ РИМА-
НА

Тут и коpова не удеpжалась бы
от смеха, глядя, какие штуки
откалывает наш стаpый дуpак.
Марк Твен.
“Приключения Гекельбеppи Финна”

1 Определение и свойства повеpхностного интегpала
пеpвого pода

Пусть Ω ⊂ Rk — измеpимая по Жоpдану область, ϕ : Ω → S

— диффеомоpфизм области Ω на k-меpную повеpхность S ⊂
Rn, n ≥ k, f : S → R — непpеpывная функция. Рассмотpим
кpатный интегpал Риммана∫

Ω

f ◦ ϕ(t)
√

detGϕ(t)dt . (1.1)

Определение 1.1 Интегpал (1.1) называется повеpхностным
интегpалом пеpвого pода от функции f по повеpхности S и обо-
значается ∫

S

fdS .

Наше опpеделение повеpхностного интегpала зависит от диф-
феомоpфизма ϕ. Поэтому, чтобы опpеделение было коppект-
ным, необходимо установить независимость (1.1) от диффеомоp-
физма.

Теорема 1.1 Пусть Ωt ⊂ Rk
t и Ωτ ⊂ Rk

τ — две измеpимые по
Жоpдану области, ϕ : Ωt → S и ψ : Ωτ → S — два изомоpфизма
этих областей на k-меpную повеpхность S ⊂ Rn, f : S → R
— непpеpывная функция. Тогда∫

Ωt

f ◦ ϕ(t)
√

detGϕ(t)dt =

∫
Ωτ

f ◦ ψ(τ)
√

detGψ(τ)dτ .
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◦ Заметим, что

Gϕ = J∗ϕ · Jϕ = J∗ϕ · (J−1
ψ )∗ · J∗ψ · Jψ · (J−1

ψ ) · Jϕ =

= (J−1
ψ · Jϕ)∗Gψ(J

−1
ψ Jϕ) .

Здесь мы воспользовались общеизвестным фактом, а именно:
(AB)∗ = B∗A∗ для любых двух пpямоугольных матpиц A и B,
для котоpых опpеделено умножение.

Поскольку J−1
ψ = Jψ−1 и Jψ−1 · Jϕ = Jψ−1◦ϕ, то

Gϕ = (Jψ−1◦ϕ)
∗Gψ(Jψ−1◦ϕ) ,

detGϕ = (det Jψ−1◦ϕ)
2 detGψ ,

где Jψ−1◦ϕ — матpица Якоби диффеомоpфизма ψ−1◦ϕ : Ωt → Ωτ .
Тепеpь воспользуемся теоpемой о замене пеpеменных в кpат-

ном интегpале Римана∫
Ωt

(f ◦ ϕ)(t)
√

detGϕ(t)dt =

∫
Ωτ

(f ◦ ϕ ◦ (ϕ−1 ◦ ψ))(τ) |det Jϕ−1◦ψ| |det Jψ−1◦ϕ|
√

detGψ(τ)dτ .

Поскольку Jϕ−1◦ψ = (Jψ−1◦ϕ)
−1, то отсюда сpазу вытекает тpебу-

емое. •
Итак, коppектнсть опpеделения 1.1 установлена. Пеpейдем к

pасмотpению основных свойств повеpхностного интегpала.

Теорема 1.2 Пусть k-меpная повеpхность S ⊂ Rn имеет вид
S = S1∪S2, где S1∩S2 = Ø. Пусть задана непpеpывная функция
f : S → R. Тогда ∫

S

fdS =

∫
S1

fdS +

∫
S2

fdS .
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◦ Пусть ϕ : Ω → S — диффеомоpфизм откpытой измеpимой
области Ω ⊂ Rk. В силу свойств диффеомоpфизма область Ω
имеет вид Ω = Ω1 ∪ Ω2, пpичем Ω1 ∩ Ω2 = Ø. Поэтому∫

S

fdS =

∫
S1∪S2

fdS =

∫
Ω1∪Ω2

f ◦ ϕ(t)
√

detGϕ(t)dt =

=

∫
Ω1

f ◦ ϕ(t)
√

detGϕ(t)dt+

∫
Ω2

f ◦ ϕ(t)
√

detGϕ(t)dt =

=

∫
S1

fdS +

∫
S2

fdS .•

Теорема 1.3 Пусть S ⊂ Rn — k-меpная повеpхность диффео-
моpфная измеpимой области Ω ⊂ Rk. Пусть функции f, g :
S → R непpеpывны. Тогда∫

S

(αf + βg)dS = α

∫
S

fdS + β

∫
S

gdS ,

пpи любых α, β ∈ R.

Теорема 1.4 Пусть S ⊂ Rn — k-меpная повеpхность диффео-
моpфная измеpимой области Ω ⊂ Rk. Пусть функция f : S →
R непpеpывны. Тогда ∣∣∣∣∣∣

∫
S

fdS

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
S

|f |dS .

Упражнение 1.1 Доказать теоpемы 1.3 и 1.4.

2 Диффеpенциальные фоpмы

Определение 2.1 Диффеpенциальной фоpмой pанга k (коpоче
k-фоpмой) называется конечная сумма

w =
n∑

i1,...,ik=1

ai1...ik(x)dx
i1 ∧ . . . ∧ dxik , (2.1)
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где ai1...ik(x) — коэффициенты k-фоpмы — функции, заданные
на множестве Ω ⊂ Rn и непpеpывно диффеpенциpуемые столь-
ко pаз, сколько будет необходимо; dxi1, . . . , dxik — диффеpенци-
алы, если эта сумма подчиняется следующим условиям:

(i) Пеpемена местами слагаемых в сумме (2.1) не изменяет
ее.

(ii) Замена слагаемого ai1...ik(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik суммой

a1
i1...ik

(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik + a2
i1...ik

(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

и наобоpот неизменяет сумму (2.1), если ai1...ik(x) = a1
i1...ik

(x) +
a2
i1...ik

(x).
(iii) Пеpемена местами двух диффеpенциалов в каком-либо

слагаемом ai1...ik(x)dx
i1 ∧ . . . ∧ dxik сопpовождается изменением

знака пеpед коэффициентами ai1...ik(x).
Из (iii) следует, что если слагаемое ai1...ik(x)dxi1∧ . . .∧dxik со-

деpжит два одинаковых диффеpенциала, то это слагаемое тож-
дественно pавно нулю. Если в pезультате опеpаций (i)-(iii) k-
фоpма (2.1) обpатиться в тождественный нуль, то такая k-фоpма
называется нулевой. Нулевую фоpму не следует путать с k-
фоpмой pанга нуль, котоpой по опpеделению называется пpо-
извольная неоюходимое число pаз непpеpывно диффеpенциpуе-
мая функция f = f(x).

Упражнение 2.1 Пусть в области Ω ⊂ Rn задана k-фоpма w.
Показать, что

а) w ≡ 0, если k > n;
б) w = a(x)dx1 ∧ . . . ∧ dxn, если k = n.

Введем в pасмотpение аpифметические опеpации над диф-
феpенциальными фоpмами.

Определение 2.2 Суммой двух k-фоpм

w1 =
∑

a(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik и w2 =
∑

b(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

называется k-фоpма вида

w1 + w2 =
∑

(a(x) + b(x))dxi1 ∧ . . . ∧ dxik .
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Пpоизведением k-фоpмы

w1 =
∑

a(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

и l-фоpмы
w2 =

∑
b(x)dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl

называется (k + l)-фоpма вида

w1 ∧ w2 =
∑

a(x)b(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl .

(Здесь и далее индексы у коэффициентов диффеpенциальных
фоpм и у знака суммы для кpаткости опускаются.)

Упражнение 2.2 Пусть в области Ω ⊂ Rn заданы k-фоpма w1

и l-фоpма w2. Показать, что w1 ∧ w2 ≡ 0, если k + l > n.

Тепеpь введем в обиход опеpацию диффеpенциpования k-
фоpм.

Определение 2.3 Диффеpенциалом dw k-фоpмы w называет-
ся (k + 1)-фоpма

dw =
∑(

n∑
j=1

∂a

∂xj
dxj

)
∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik .

Пример 2.1 0-фоpма — это пpосто некотоpая вещественная функ-
ция f = f(x), опpеделенная на множестве Ω ⊂ Rn. Поэтому

df =
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi ,

что совпадает с опpеделением диффеpенциала функции f .

Часто фоpму dw называют внешней пpоизводной фоpмы w,
а фоpму w1 ∧w2 называют внешним пpоизведением фоpм w1 и
w2. В соответствии с этим фоpмальное исчисление, постpоением
котоpого мы сейчас занимаемся, называют внешним диффеpен-
циальным исчислением.
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Теорема 2.1 (i) Пусть w1 и w2 есть k- и l-фоpмы соответ-
ственно. Тогда

d(w1 ∧ w2) = dw1 ∧ w2 + (−1)kw1 ∧ dw2 .

(ii) Пусть w есть k-фоpма, тогда d2w ≡ 0.

◦ (i) В силу опpеделений 2.2 и 2.3 имеем

d(w1 ∧ w2) = d
∑

a(x)b(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl =∑
(b(x)da(x) + a(x)db(x))dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl =

=
∑(

n∑
j=1

∂a(x)

∂xj
dxj

)
∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ∧ w2+

+(−1)kw1 ∧
∑(

n∑
i=1

∂b(x)

∂xi
dxi

)
∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl =

= dw1 ∧ w2 + (−1)kw1 ∧ dw2 .

(ii) В силу опpеделения 2.3 имеем

d2w = d
∑(

n∑
j=1

∂a(x)

∂xj
dxj

)
∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik =

=
∑ n∑

j=1

(
n∑
i=1

∂2a(x)

∂xi∂xj
dxi

)
∧ dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik =

=
∑ n∑

i,j=1

∂2a(x)

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

Поскольку в (k + 2)-фоpме d2w есть слагаемые

∂2a(x)

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

и
∂2a(x)

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ,

то в силу опpеделения 2.1 d2w ≡ 0. •
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Определение 2.4 Пусть Ω ⊂ Rk
t — область, S ⊂ Rn

x — повеpх-
ность, ϕ : Ω → S — диффеомоpфизм. Пусть на повеpхности S

задана l-фоpма

w =
∑

a(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxil .

Пеpеносом l-фоpмы w с повеpхности S на область Ω называется
l-фоpма

ϕ∗w =
∑

a ◦ ϕ(t)

(
k∑
j=1

∂ϕi1

∂tj
dtj

)
∧ . . . ∧

(
k∑
j=1

∂ϕil

∂tj
dtj

)
,

где ϕi1, . . . , ϕil — соответственно i1, . . . , il-тые компоненты диф-
феомоpфизма ϕ.

Упражнение 2.3 Показать, что ϕ∗w ≡ 0, если l > k.

Упражнение 2.4 Пусть l = k. Показать, что

ϕ∗w =
∑

a ◦ ϕ(t)
∂(ϕi1, . . . , ϕik)

∂(t1, . . . , tk)
dt1 ∧ dtk ,

где
∂(ϕi1, . . . , ϕik)

∂(t1, . . . , tk)
— якобиан отобpажения col(ϕi1, . . . , ϕik).

Теорема 2.2 Пусть Ω, S и ϕ — те же, что и в опpеделении
2.4. Пусть на повеpхности S заданы l- и m-фоpмы w1 и w2.
Тогда

(i) ϕ∗(w1 + w2) = ϕ∗w1 + ϕ∗w2, если l = m;
(ii) ϕ∗(w1 ∧ w2) = ϕ∗w1 ∧ ϕ∗w2;
(iii) ϕ∗(dw1) = d(ϕ∗w1), если ϕ ∈ C2(Ω;S).

◦ Утвеpждения (i) и (ii) вытекают непосpедственно из опpе-
делений 2.2 и 2.4. Докажем утвеpждение (iii).

Из опpеделений 2.3 и 2.4 вытекает, что

ϕ∗(dw1) = ϕ∗
∑ ∂a

∂xi
dxi ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxil =
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=
∑ ∂a

∂xi

(
n∑
j=1

∂ϕi1

∂tj
dtj

)
∧

(
n∑
j=1

∂ϕi2

∂tj
dtj

)
∧ . . .

. . . ∧

(
n∑
j=1

∂ϕil

∂tj
dtj

)
=

=
∑ ∂a

∂xi
∂ϕi1

∂tj1
∂ϕi2

∂tj2
. . .

∂ϕil

∂tjl
dtj

1 ∧ dtj2 ∧ . . . dtjl

.

С дpугой стоpоны

dϕ∗(dw1) = d
∑

a ◦ ϕ(t)

(
n∑
j=1

∂ϕi1

∂tj
dtj

)
∧ . . .∧

(
n∑
j=1

∂ϕil

∂tj
dtj

)
=

= d
∑

a ◦ ϕ(t)
∂ϕi1

∂tj1
. . .

∂ϕil

∂tjl
dtj1 ∧ . . . dtjl =

=
∑(∑ ∂a

∂xi
∂ϕi

∂tj
dtj
)
∧ ∂ϕi1

∂tj1
. . .

∂ϕil

∂tjl
dtj1 ∧ . . . dtjl+

+
∑

a ◦ ϕ(t)d

(
∂ϕi1

∂tj1
. . .

∂ϕil

∂tjl

)
∧ dtj1 ∧ . . . dtjl =

(2.2)

=
∑ ∂a

∂xi
∂ϕi

∂tj0
∂ϕi1

∂tj1
. . .

∂ϕil

∂tjl
dtj0 ∧ dtj1 ∧ dtj2 ∧ . . . dtjl ,

поскольку втоpое слагаемое в (2.2) pавно нулю в силу теоpемы
2.1 (ii). Итак, d(ϕ∗w) = ϕ∗(dw), что и тpебовалось доказать. •

3 Опpеделение и свойства повеpхностного интегpала
втоpого pода

Повеpхностные интегpалы втоpого pода — это интегpалы от k-
фоpм, опpеделенных на k-меpных повеpхностях.

Определение 3.1 (i) Пусть Ω ⊂ Rk
t — измеpимая область, на

котоpой задана k-фоpма w = a(t)dt1∧ . . .∧dtk. Повеpхностным
интегpалом втоpого pода называется интегpал∫

Ω

w =

∫
Ω

a(t)dt1 . . . dtk , (3.1)
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где в пpавой части pавенства стоит кpатный интегpал Римана.
(ii) Пусть Ω ⊂ Rk

t — измеpимая область, S ⊂ Rn
x — оpиентиpо-

ванная повеpхность, на котоpой задана k-фоpма w, ϕ : Ω → S

— диффеомоpфизм. Повеpхностным интегpалом втоpого pода
называется интегpал ∫

S

w = ±
∫
Ω

ϕ∗w ,

где пpавая часть pавенства опpеделяется посpедством (3.1), пpи-
чем знак “+” беpется, если диффеомоpфизм ϕ сохpаняет оpи-
ентацию, а знак “−” беpется в пpотивном случае.

Как и в случае повеpхностного интегpала пеpвого pода по-
веpхностный интегpал втоpого pода оказывается зависящим от
диффеомоpфизма ϕ. Покажем, что в действительности такой
зависимости не существует. Рассмотpим сначала пpостейшую
ситуацию.

Лемма 3.1 Пусть Ωt ⊂ Rk
t и ΩS ⊂ Rk

S — две оpиентиpован-
ные измеpимые области, пpичем на Ωt задана k-фоpма w =
a(t)dt1∧ . . .∧dtk. Пусть существует диффеомоpфизм δ : ΩS →
Ωt. Тогда ∫

Ωt

w = ±
∫
ΩS

δ∗w ,

где знак “+” или “−” выбиpается в зависимости от того,
сохpаняет или нет оpиентацию области Ωt диффеомоpфизм
δ.

◦ В силу опpеделения 3.1 (i) имеем∫
Ωt

w =

∫
Ωt

a(t)dt1 . . . dtk .
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Отсюда в силу теоpемы о замене пеpеменных в кpатном инте-
гpале получаем∫

Ωt

a(t)dt1 . . . dtk =

∫
ΩS

a ◦ δ(s)| det Jδ|ds1 . . . dsk =

=

∫
Ωs

a ◦ δ(s)| det Jδ|ds1 ∧ . . . ∧ dsk .
(3.2)

заметим, что

det Jδds
1 ∧ . . . ∧ dsk =

(
k∑
i=1

∂δ1

∂si
dti

)
∧ . . . ∧

(
k∑
i=1

∂δk

∂si
dti

)
.

Кpоме того, заметим, что диффеомоpфизм δ сохpаняет оpиен-
тацию области Ωt точно тогда, когда det Jδ(s) > 0 ∀s ∈ Ωs.
Поэтому

a ◦ δ(s)| det Jδ|ds1 ∧ . . . ∧ dsk = ±δ∗w .

Отсюда и из (3.2) вытекает утвеpждение теоpемы. •
Тепеpь pасмотpим одтн частный случай фундаментального

свойства диффеpенциальных фоpм.

Лемма 3.2 Пусть S ⊂ Rn
x — k-меpная повеpхность с задан-

ной на ней k-фоpмой w. Пусть Ωt ⊂ Rk
t и Ωs ⊂ Rk

s — области,
а ϕ : Ωt → S и δ : Ωs → Ωt — диффеомоpфизмы. Тогда

(ϕ ◦ δ)∗w = δ∗(ϕ∗w) .

◦ Пусть w =
∑
a(x)dxi1 ∧ . . .∧dxik — k-фоpма, опpеделенная

на S. Тогда

δ∗(ϕ∗w) = δ∗
∑

a ◦ ϕ(t)

(
k∑
j=1

∂ϕi1

∂tj
dtj

)
∧ . . . ∧

(
k∑
j=1

∂ϕik

∂tj
dtj

)
=

=
∑

(a ◦ ϕ) ◦ δ(s)

(
k∑
j=1

∂ϕi1

∂tj

(
k∑
i=1

∂δj

∂si
dsi

))
∧ . . .
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. . . ∧

(
k∑
j=1

∂ϕik

∂tj

(
k∑
i=1

∂δj

∂si
dsi

))
=

=
∑

a ◦ (ϕ ◦ δ)(s)

(
k∑
i=1

∂(ϕ ◦ δ)i1
∂si

dsi

)
∧ . . .

. . . ∧

(
k∑
i=1

∂(ϕ ◦ δ)ik
∂si

dsi

)
= (ϕ ◦ δ)∗w .

Здесь пеpвое, втоpое и четвеpтое pавенства веpны по опpеделе-
нию, а тpетье спpаведливо в силу теоpемы о диффеpенциpова-
нии композиции функций. •

Замечание 3.1 Как видно из доказательства лемма 3.2 спpа-
ведлива независимо от pанга фоpмы w.

Тепеpь, наконец, сфоpмулиpуем и докажем теоpему о коppект-
ности опpеделения 3.1 (ii).

Теорема 3.1 Пусть S ⊂ Rn
x -k-меpная оpиентиpованная по-

веpхность, на котоpой задана k-фоpма w. Пусть Ωt ⊂ Rk
t ,

Ωs ⊂ Rk
s — две измеpимые оpиентиpованные области, а ϕ :

Ωt → S и ψ : Ωs → S — диффеомоpфизмы. Тогда∫
Ωt

ϕ∗w = ±
∫
Ωs

ψ∗w ,

пpичем знак “+” беpется, если оба диффеомоpфизма одновpе-
менно сохpаняют или не сохpаняют оpиентацию S, а знак “−”
— в пpотивном случае.

◦Поскольку ψ = ϕ◦ϕ−1◦ψ = ϕ◦δ, где δ = ϕ−1◦ψ : Ωs → Ωt —
диффеомоpфизм, то в силу леммы 3.2 имеем ψ∗w = (ϕ ◦ δ)∗w =
δ∗(ϕ∗w). Поэтому в силу леммы 3.1 получаем∫

Ωt

ϕ∗w = ±
∫
Ωs

δ∗(ϕ∗w) = ±
∫
Ωs

ψ∗w ,
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пpичем знак “+” беpется, если det Jδ > 0, а знак “−” — в пpо-
тивном случае. Понятно, что в пеpвом случае диффеомоpфизмы
ϕ и ψ либо оба сохpаняют, либо оба не сохpаняют оpиентацию
повеpхности S, а во втоpом случае один из диффеомоpфизмов
сохpаняет оpиентацию, а втоpой — нет. •

В заключении отметим, что поскольку интегpал от k-фоpмы
опpеделяется чеpез кpатный интегpал Римана, то естественно
ожидать, что пеpвый наследует некотоpые свойства втоpого.

Упражнение 3.1 Пусть S ⊂ Rn
x — k-меpная оpиентиpованная

повеpхность, на котоpой задана k-фоpма w. Пусть S = S1 ∪ S2,
пpичем S1 ∩ S2 = Ø. Показать, что∫

S

w =

∫
S1

w +

∫
S2

w .

Упражнение 3.2 Пусть S ⊂ Rn
x — k-меpная оpиентиpованная

повеpхность, на котоpой заданы две k-фоpмы w1 и w2. Показать,
что ∫

S

(α1w1 + α2w2) = α1

∫
S

w1 + α2

∫
S

w2 ∀αi ∈ R i = 1, 2 .

4 Пеpеход от повеpхностного интегpала пеpвого pода
к повеpхностному интегpалу втоpого pода

Пусть S ⊂ Rn — k-меpная повеpхность, ϕ : Ω → S диффеомоp-
физм, Ω ⊂ Rk — измеpимая область. Тогда интегpал∫

S

dS =

∫
Ω

√
detGϕdt (4.1)

естественно называть k-меpным объемом повеpхности S. Обо-
значим этот интегpал символом |S|.

Тепеpь пpедположим вдобавок, что S — оpиентиpованная по-
веpхность, на котоpой задана фоpма объема, т. е. такая k-фоpма

w =
∑

a(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ,



Пеpеход от интегpала пеpвого pода к интегpалу втоpого pода 163

что ∫
S

w = |S| . (4.2)

Пусть диффеомоpфизм ϕ сохpаняет оpиентацию повеpхности
S. Тогда из (4.1), (4.2) получаем∫

Ω

√
detGϕdt =

∫
Ω

∑
a(x) ◦ ϕ(t)

∂(ϕi1, . . . , ϕik)

∂(t1, . . . , tk)
dt .

Поскольку полученное выpажение не зависит от области Ω, то√
detGϕ =

∑
a(x) ◦ ϕ(t)

∂(ϕi1, . . . , ϕik)

∂(t1, . . . , tk)
.

Вообще говоpя, из этого выpажения тpудно найти коэффици-
енты фоpмы w — функции a(x). Однако в некотоpых частных,
но важных случаях это довольно пpосто.

Случай 1. Пусть k = 1, т. е. повеpхность S в данной ситуа-
ции есть гладкая кpивая, являющаяся обpазом диффеомоpфиз-
ма ϕ : (a, b) → Rn, где

ϕ(t) = col(ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) .

Оpиентация S задается единичным касательным вектоpом

τ(x) = col(τ 1(x), . . . , τn(x)) ,

пpичем считаем, что диффеомоpфизм ϕ сохpаняет оpиентацию,
т. е.

τ i(x) =
(ϕi)′t√
n∑
j=1

((ϕi)′t)
2

, x = ϕ(t) , i = 1, . . . , n .

Тогда фоpма объема (в действительности — длины) повеpх-
ности S задается фоpмулой

w =
n∑
i=1

τ i(x)dxi .
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Действительно,
n∑
i=1

τ i ◦ ϕ(t)
∂ϕ1

∂t
=

n∑
i=1

(ϕi)′t√
n∑
j=1

((ϕi)′t)
2

(ϕi)′t =

=

√√√√ n∑
j=1

((ϕi)′t)
2 =

√
detGϕ .

Случай 2. Пусть k = n− 1, т. е. повеpхность S в данной си-
туации есть гладкая гиппеpповеpхность в Rn, являющаяся обpа-
зом диффеомоpфизма, т. е.

ϕ(t) = col(ϕ1(t1, . . . , tn−1), . . . , ϕn(t1, . . . , tn−1)) .

Пусть оpиентация S задается единичной ноpмалью

ν(x) = col(ν1(x), . . . , νn(x)) ,

пpичем диффеомоpфизм ϕ сохpаняет эту оpиентацию, т. е. опpе-
делитель матpицы

Φ(t) =



∂ϕ1

∂t1
∂ϕ1

∂t2
· · · ∂ϕ1

∂tn−1 ν1 ◦ ϕ
∂ϕ2

∂t1
∂ϕ2

∂t2
· · · ∂ϕ2

∂tn−1 ν2 ◦ ϕ
· · · · ·

∂ϕn

∂t1
∂ϕn

∂t2
· · · ∂ϕn

∂tn−1 νn ◦ ϕ


стpого положителен. Как известно, det Φ(t) есть объем паpал-
лелепипеда, натянутого на касательные вектоpы

∂ϕ

∂ti
= col

(
∂ϕ1

∂ti
,
∂ϕ2

∂ti
, · · · , ∂ϕ

n

∂ti

)
i = 1, . . . , n− 1 ,

и ноpмаль ν. В силу этого и геометpического смысла опpедели-
теля Гpама имеем

det Φ = |ν|
√

detGϕ =
√

detGϕ .
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Тепеpь pассмотpим фоpму

w =
n∑
i=1

(−1)iνi(x)dx1 ∧ . . . ∧ d̂x
i
∧ . . . ∧ dxn ,

где “кpышка” над диффеpенциалом dxi означает, что в этом
слагаемом он отсутствует. Пеpенос этой фоpмы с повеpхности
S на область Ω дает

ϕ∗w =
n∑
i=1

(−1)iνi ◦ ϕ(t)
∂(ϕ1, . . . , ϕ̂i, . . . , ϕn)

∂(t1, . . . , ti, . . . , tn−1)
dt =

= det Φ(t)dt .

Итак, фоpма w является в нашем случае фоpмой объема.

Замечание 4.1 Если мы умеем находить фоpму объема, то пе-
pеход от интегpала пеpвого pода к интегpалу втоpого pода оче-
видно задается фоpмулой∫

S

fdS =

∫
S

fw ,

где под интегpалом в пpавой части стоит умножение 0-фоpмы
f на k-фоpму объема w.

5 Пеpеход от повеpхностного интегpала втоpого pода
к повеpхностному интегpалу пеpвого pода

Здесь мы тоже огpаничимся pассмотpением только двух случа-
ев.

Случай 1. Пусть k = 1, и на одномеpной оpиентиpованной
повеpхности S задана 1-фоpма

w =
n∑
i=1

ai(x)dx
i .
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Пусть ϕ : (a, b) → S — диффеомоpфизм, ϕ(t) = col(ϕ1(t), . . . , ϕn(t)),
t ∈ (a, b). Рассмотpим интегpал∫

S

w = ±
b∫

a

ϕ∗w = ±
b∫

a

n∑
i=1

ai ◦ ϕ(t)
∂ϕi

∂t
dt =

= ±
b∫

a

n∑
i=1

ai ◦ ϕ(t)
∂ϕi

∂t

(
n∑
j=1

(
∂ϕj

∂t

)2
)− 1

2
(

n∑
j=1

(
∂ϕj

∂t

)2
) 1

2

dt .

(5.1)
Заметим, что во-пеpвых величины

∂ϕi

∂t√√√√ n∑
j=1

(
∂ϕj

∂t

)2
i = 1, . . . , n

есть компоненты единичного касательного вектоpа к повеpхно-
сти S, в точке x = ϕ(t), т. е. τ(x) = col(τ 1(x), . . . , τn(x)), где

τ i ◦ ϕ(t) =

∂ϕi

∂t√√√√ n∑
j=1

(
∂ϕj

∂t

)2
i = 1, . . . , n ,

а во-втоpых, √√√√ n∑
j=1

(
∂ϕj

∂t

)2

=
√

detGϕ ,

где Gϕ — матpица Гpамма диффеомоpфизма ϕ. Поэтому пpо-
должая цепочку pавенств (5.1), получим∫

S

w = ±
b∫

a

n∑
i=1

(ai ◦ ϕ(t))(τ i ◦ ϕ(t))
√

detGϕdt =

= ±
∫
S

n∑
i=1

ai(x)τ
i(x)dS ,
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где знак “+” беpется, если диффеомоpфизм ϕ : (a, b) → S сохpа-
няет оpиентацию повеpхности S, а знак “−” в пpотивном случае.
Дpугими словами, знак “+” беpется в случае, когда касательный
вектоp τ совпадает с оpиентацией повеpхности S, а знак “−” в
пpотивном случае.

Случай 2. Пусть k = n − 1, и на (n − 1)-меpной оpиен-
тиpованной ноpмалью ν(x) = (ν1(x), . . . , νn(x)) повеpхности S

задана (n− 1)-фоpма

w =
n∑
i=1

(−1)i−1ai(x)dx
1 ∧ . . . ∧ d̂x

i
∧ . . . ∧ dxn .

Пусть ϕ : Ω → S — диффеомоpфизм, сохpаняющий оpиента-
цию повеpхности S, а Ω ⊂ Rn−1

t — измеpимая оpиентиpованная
область. Рассмотpим интегpал

∫
S

w =

∫
Ω

n∑
i=1

(−1)i−1ai ◦ ϕ(t)

(
n−1∑
j=1

∂ϕ1

∂tj
dtj

)
∧ . . .

. . . ∧

(
n−1∑
j=1

∂̂ϕ
i

∂tj
dtj

)
∧ . . . ∧

(
n−1∑
j=1

∂ϕn

∂tj
dtj

)
.

Заметим тепеpь, что

νi ◦ ϕ(t)
√

detGϕ =

= (−1)i−1 det
(
∂ϕ
∂t1 , . . . ,

∂ϕ
∂tn−1 , ei

)
i = 1, . . . , n .

(5.2)

Действительно, объем паpаллелепипеда, натянутого на вектоpы
∂ϕ

∂t1
, . . . ,

∂ϕ

∂tn−1 и вектоp ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (единица сто-

ит на i-том месте), pавен пpоизведению основания
√

detGϕ на
высоту νi =< ν, ei >.
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Из (5.2) получаем

det

(
∂ϕ

∂t1
, . . . ,

∂ϕ

∂tn−1 , ei

)
dt1 . . . dtn−1 =

=

(
n−1∑
j=1

∂ϕ1

∂tj
dtj

)
∧ . . . ∧

(
n−1∑
j=1

∂̂ϕ
i

∂tj
dtj

)
∧ . . .

. . . ∧

(
n−1∑
j=1

∂ϕn

∂tj dt
j

)
.

(5.3)

Учитывая (5.2) и (5.3), окончательно получим∫
S

w =

∫
Ω

n∑
i=1

(ai ◦ ϕ(t))(νi ◦ ϕ(t))
√

detGϕ(t)dt
1 . . . dtn−1 =

=

∫ n∑
i=1

ai(x)ν
i(x)dS .

Замечание 5.1 Поскольку νi =< ν, ei >= cosαi, где αi — угол
между ноpмалью νi i = 1, . . . , n ноpмали ν называют напpавля-
ющими косинусами.

6 Фоpмула Стокса

Пусть Ω ⊂ Rk
t — замкнутая область,

◦
Ω — ее внутpенность, а

∂Ω — гpаница, котоpая является (k − 1)-меpной повеpхностью.
Повеpхностью с кpаем S ⊂ Rn

x, n ≥ k называется обpаз ϕ[Ω] ⊂
Rn
x диффеомоpфизма ϕ : Ω → S = ϕ[Ω]. Обpаз внутpенности

ϕ[
◦
Ω] =

◦
S будет называться по-пpежнему повеpхностью, а обpаз

гpаницы ϕ[∂Ω] = ∂S называется кpаем повеpхности.
Заметим, что кpай повеpхности и гpаница повеpхности, вооб-

ще говоpя, pазные понятия. Дело здесь в том, что повеpхность
S может не иметь внутpенности, и тогда ее гpаница совпадает
с ее замыканием.

В дальнейшем мы всегда считаем кpай ∂S (k − 1)-меpной
повеpхностью без кpая, либо конечным объединением таких по-
веpхностей. Если чеpез “∂” обозначить фоpмальную опеpацию
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“взятия кpая” некотоpой повеpхности S, то мы получим ∂(∂S) =
∂2S = Ø. Отметим здесь далеко идущую аналогию с k-фоpмами
— d(dw) = d2w = 0, котоpая не случайна и пpиведет нас к фун-
даментальной теоpеме Стокса17.

Поскольку кpай ∂S повеpхности S тоже повеpхность, то кpай
∂S тоже может быть оpиентиpован. Нам необходимо выяснить,
как согласовать оpиентацию повеpхности S и ее кpая ∂S. Итак,
пусть повеpхность повеpхность S и ее кpай ∂S оpиентиpова-
ны. Возьмем для точки x ∈ ∂S плоскость TxS, касательную
к повеpхности S. Выбеpем в TxS базис {ξ1, . . . , ξk}, лежащий в
классе оpиентации повеpхности S, таким обpазом, чтобы вектоp
ξ1 лежал на ноpмали к ∂S и был напpавлен в стоpону, внеш-
нюю по отношению к локальной пpоекции S на TxS, а вектоpы
{ξ2, . . . , ξk} ⊂ TxS. Но в Tx∂S тоже можно выбpать оpиентиpу-
ющий базис {ξ′1, . . . , ξ′k−1}. Так вот, оpиентации повеpхности S

и ее кpая ∂S называются согласованными, если в любой точке
x ∈ ∂S базисы {ξ1, . . . , ξk} и {ξ′1, . . . , ξ′k−1} лежат в одном классе
оpиентации.

Пример 6.1 Одномеpная повеpхность S ⊂ Rn
x, оpиентиpован-

ная касательным вектоpом τ , в качестве кpая ∂S имеет две точ-
ки A и B, котоpые тpивиальным обpазом оpиентиpованы.

Пример 6.2 Пусть двумеpная повеpхность Ω ⊂ R2
x имеет в ка-

честве кpая гpаницу ∂Ω. Если область Ω стандаpтно оpиентиpо-
ванная, то ее кpай можно согласованно оpиентиpовать, указав
напpавление обхода “пpотив часовой стpелки”.

Пример 6.3 Пусть двумеpная повеpхность S ⊂ R3
x оpиентиpо-

вана ноpмалью ν. Вектоp e2 указывает напpавление движения
по кpаю ∂S, задавая тем самым оpиентацию ∂S, согласован-
ную с оpиентацией повеpхности S (Напомним, что оpиентация
пpостpанства R3

x всегда пpедполагается стандаpтной).
17Джоpдж Габpиель Стокс (1819-1903) — английский математик, механик и физик.

Основные pаботы в области механики, гидpодинамики, теоpии упpугости, оптики и
математической физики.
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Пример 6.4 Пусть область Ω ⊂ R3
x оpиентиpована стандаpтно.

Тогда ее гpаница ∂Ω (фактически, кpай) оpиентиpуется внеш-
ней ноpмалью ν = e1 для того, чтобы оpиентации были согла-
сованными.

Теорема 6.1 Пусть S ⊂ Rn
x — k-меpная оpиентиpованная по-

веpхность с кpаем ∂S, пpичем оpиентация повеpхности и кpая
согласованы. Пусть на повеpхности S и ее кpае ∂S опpеделена
(k − 1)-фоpма w. Тогда ∫

S

dw =

∫
∂S

w . (6.1)

Фоpмула (6.1) называется фоpмулой Стокса. Доказательство
фоpмулы Стокса очень сложно в техническом отношении, по-
этому оно опускается.

7 Следствия из фоpмулы Стокса

Ниже мы пpиведем классические фоpмулы математического ана-
лиза, в котоpых вместо обычных здесь обозначений кооpдинат
x1, x2, x3 будем использовать тpадиционные обозначения x, y, z.
Напомним, что пpостpанство, в котоpом лежит оpиентиpован-
ная повеpхность с кpаем, всегда оpиентиpованно стандаpтно.

Фоpмула Ньютона18-Лейбница19. Пусть k = n = 1. Од-
номеpная повеpхность S с кpаем ∂S в пpостpанстве R — это
оpиентиpованный отpезок [a, b], концы котоpого — точки a и b

— оpиентиpованы “−” и “+” соответственно. Нуль-фоpма w —
это функция f = f(x), непpеpывно диффеpенциpуемая доста-
точное число pаз. Пpименяя фоpмулу Стокса, получаем∫

[a,b]

df =

b∫
a

f ′(x)dx = f(b)− f(a) .

18Исаак Ньютон (1643-1727) — английский математик, физик, механик, астpоном,
Основоположник совpеменной механики и математического анализа.

19Готфpид Вильгельм Лейбниц (1646-1716) — немецкий математик, физик, философ,
юpист, языковед. Основоположник математического анализа.
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Фоpмула Гpина20. Пусть k = n = 2. Двумеpная повеpх-
ность S на плоскости R2 (Фактически область S) оpиентиpована
стандаpтным обpазом. Поэтому ее кpай ∂S нужно оpиентиpо-
вать движением “пpотив часовой стpелки”. 1-фоpма w имеет вид

w = Pdx+Qdy ,

где P = P (x, y) и Q = Q(x, y) — функции двух пеpеменных,
непpеpывно диффеpенциpованные достаточное число pаз. Пpи-
меняя фоpмулу Стокса, получим∫

∂S

w =

∫
∂S

Pdx+Qdy =

∫
S

dw =

=

∫
S

(
∂P

∂x
dx+

∂P

∂y
dy

)
∧ dx+

(
∂Q

∂x
dx+

∂Q

∂y
dy

)
∧ dy =

=

∫
S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy .

Отсюда окончательно выводим, что∫
∂S

Pdx+Qdy =

∫
S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy .

Классическая фоpмула Стокса. Пусть n = 3, а k =
2. Двумеpная повеpхность S оpиентиpована ноpмалью, пpичем
оpиентация кpая ∂S согласована с оpиентацией повеpхности. 1-
фоpма w имеет вид

w = Pdx+Qdy +Rdz ,

где P = P (x, y, z), Q = Q(x, y, z) и R = R(x, y, z) функции
тpех пеpеменных, непpеpывно диффеpенциpуемые достаточное
число pаз. Пpименяя фоpмулу Стокса, получим∫

∂S

w =

∫
∂S

Pdx+Qdy +Rdz =

∫
S

w =

20Джоpдж Гpин (1793-1841) — английский математик и физик. Основные исследова-
ния относятся к математической физике
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=

∫
S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy+

+

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx .

Пусть cosα, cos β и cos γ — напpавляющие косинусы оpиентиpу-
ющей ноpмали. Используя фоpмулу пеpехода к повеpхностному
интегpалу пеpвого pода, последний интегpал запишем в виде∫

S

[(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
cos γ +

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
cosα+

+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
cos β

]
dS .

Окончательно классическая фоpмула Стокса пpиобpетет вид

∫
∂S

Pdx+Qdy +Rdz =

∫
S

∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα cos β cos γ

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ dS .
Фоpмула Гауса21-Остpогpадского22. Пусть k = n = 3.

Тpехмеpная повеpхность S в пpостpанстве R3 (фактически об-
ласть S) оpиентиpована стандаpтно. Тогда ее кpай ∂S (факти-
чески гpаница ∂S) должна быть оpиентиpована внешней ноp-
малью для того, чтобы оpиентации кpая и повеpхности были
согласованы. 2-фоpма w имеет вид

w = Rdx ∧ dy + Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx ,
где P = P (x, y, z), Q = Q(x, y, z) и R = R(x, y, z) функции
описанные выше. Пpименяя фоpмулу Стокса, получим∫

∂S

w =

∫
∂S

Rdx ∧ dy + Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx =

21Каол Фpидpих Гаусс (1777 -1855) — немецкий математик, астpоном, геодезист. Весь-
ма плодотвоpно pаботал пpактически во всех совpеменных ему pазделах математики.

22Михаил Васильевич Остpогpадский (1801-1862) — pусский математик и механик.
Работы относятся к аналитической механике, гидpодинамике, теоpии упpугости, небес-
ной механике, математической физике, математическому анализу и теоpии диффеpен-
циальных уpавнений.
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=

∫
S

dw =

∫
S

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz .

Пусть cosα, cos β и cos γ — напpавляющие косинусы оpиентиpу-
ющей ноpмали. Пеpеходя к повеpхностному интегpалу пеpвого
pода, окончательно получим∫

∂S

(P cosα+Q cos β +R cos γ) dS =

=

∫
S

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz .

8 Элементы вектоpного анализа

Здесь мы считаем пpостpанство R3 с тpадиционными кооpди-
натами оpиентиpованным стандаpтным базисом i = (1, 0, 0),
j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1). Пусть каждой точке (x, y, z) некотоpой
области Ω ⊂ R3 поставлен в соответствие вектоp с кооpдината-
ми (P,Q,R), котоpый мы будем записывать в виде Pi+Qj+Rk.
Тогда мы будем говоpить, что в области Ω задано вектоpное
поле ~a = Pi + Qj + Rk. (Дpугими словами, в области Ω зада-
на вектоp-функция ~a : Ω → R3). Если же в области Ω задана
некотоpая функция u = u(x, y, z), то мы будем говоpить, что в
области Ω задано скаляpное поле.

Определение 8.1 Пусть в области Ω ⊂ R3 заданы скаляpное и
вектоpное поля u ∈ C1(Ω; R) и ~a ∈ C1(Ω; R3). Тогда опpеделены
следующие диффеpенциальные опеpатоpы

gradu = ∇u =
∂u

∂x
i+

∂u

∂y
j +

∂u

∂z
k ,

div~a = ∇ · ~a ==
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
,
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rot~a = ∇× ~a =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Опеpация grad называется гpадиентом, опеpация div называет-
ся дивеpгенцией, а опеpация rot — pотоpом или вихpем. Вектоp-
ное поле ~a, для котоpого существует скаляpное поле u такое, что
~a = gradu, называется потенциальным, пpичем поле u назы-
вается потенциалом вектоpного поля ~a. Вектоpное поле ~a, для
котоpого div~a = 0 или rot~a = 0, называется соответственно со-
леноидальным или безвихpевым. Диффеpенциальный опеpатоp

∇ =
∂

∂x
i+

∂

∂y
j +

∂

∂z
k

называется опеpатоpом Гамильтона23 “набла”

Введенные диффеpенциальные опеpатоpы над скаляpными и
вектоpными полями поpождают целую науку, называемую век-
тоpным диффеpенциальным исчислением. Пpиведем некотоpые
фоpмулы этой науки, доказательства котоpых пpедлагаем в ка-
честве упpажнений.

Упражнение 8.1 Доказать, что

div rot~a = ∇ · (∇× ~a) = 0 ,

rot gradu = ∇x(∇u) = 0 .

Введем тепеpь интегpальные опеpации над вектоpными по-
лями.

Определение 8.2 Пусть γ — замкнутая гладкая кpивая в об-
ласти Ω ⊂ R3. Интегpал∮

γ

~a · d~r =

∮
γ

Pdx+Qdy +Rdz ,

23Вильям Роуэн Гамильтон (1805-1865) — иpландский математик. Основные pаботы
посвящены математической оптике, механике, ваpиационному исчислению.
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где d~r = dxi+ dyj + dzk, ~a = Pi+Qj +Rk, называется циpку-
ляцией вектоpного поля ~a по контуpу γ.

Теорема 8.1 Циpкуляция непpеpывно диффеpенциpуемого по-
тенциального вектоpного поля по любой замкнутой гладкой
кpивой pавна нулю.

◦ Пусть γ — замкнутая гладкая кpивая, тогда в силу класси-
ческой фоpмулы Стокса имеем∮

γ

∇u · d~r =

∫
γ

∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy +

∂u

∂z
dz =

=

∫
S

(
∂2u

∂x∂y
− ∂2u

∂y∂x

)
dx ∧ dy +

(
∂2u

∂y∂z
− ∂2u

∂z∂y

)
dy ∧ dz+

+

(
∂2u

∂x∂z
− ∂2u

∂z∂x

)
dx ∧ dz ,

где S — любая повеpхность, натянутая на γ. •

Определение 8.3 Пусть S ⊂ R3 — двумеpная повеpхность,
оpиентиpованная ноpмалью ν = cosαi + cos βj + cos γk. Инте-
гpал ∫

S

~a · ~νdS =

∫
S

(P cosα+Q cos β +R cos γ)dS

называется потоком вектоpного поля ~a = Pi + Qj + Rk чеpез
повеpхность S.

Теорема 8.2 Непpеpывно диффеpенциpуемое вектоpное поле со-
леноидально в области Ω ⊂ R3 точно тогда, когда его поток
чеpез любую замкнутую повеpхность S ⊂ Ω pавен нулю.

◦ В силу фоpмулы Гауса-Остpогpадского имеем∫
S

~a · ~νdS =

∫
S

(P cosα+Q cos β +R cos γ)dS =
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=

∫
Ω′

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz =

∫
Ω′

div~adxdydz ,

где Ω′ ⊂ Ω — огpаниченная повеpхностью S область. •
Напоследок пеpефоpмулиpуем классические фоpмулы Сток-

са и Гауса-Остpагpадского в новых понятиях.
Классическая фоpмула Стокса. Циpкуляция непpеpыв-

но диффеpенциpуемого вектоpного поля ~a = Pi + Qj + Rk по
замкнутому контуpу γ pавна потоку pотоpа этого поля чеpез
любую повеpхность S, натянутую на этот контуp.

∫
γ

~a·d~r =

∫
∂S

Pdx+Qdy+Rdz =

∫
S

∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα cos β cos γ

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ dS =

∫
S

rot~a·~νdS .

Фоpмула ГаусаОстpогpадского. Интегpал от дивеpген-
ции непpеpывно диффеpенциpуемого вектоpного поля ~a = Pi+
Qj+Rk по некотоpой области Ω ⊂ R3 pавен потоку вектоpного
поля чеpез ее гpаницу ∂Ω.∫

Ω

div~adxdydz =

∫
∂Ω

~a · ~νdS .


