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Недетерминированные алгоритмы

Лекция 1.

Определение. Машина Тьюринга - это

1. Конечное множество S (множество состояний).

2. Конечное множество A (алфавит).

3. Конечная таблица (программа) из строк вида sa → tb, где s - состояние,
a – буква алфавита или символ "пусто"(который удобно называть
пустой буквой), t – состояние или символ останова, b – буква (возможно,
пустая) или один из символов L (влево), R (вправо).

Условие: в первых двух столбцах должны быть перечислены все пары
вида (s, a). Поэтому в таблице должно быть ровно |S|(|A| + 1) строк.

Задача 1. Сколько всего существует машин Тьюринга, которые работают
в алфавите из m букв и имеют n состояний, включая начальное и останов?

Наглядная интерпретация: бесконечная в обе стороны лента, разделенная
на ячейки. По ней бегает читающая и пишущая головка, работающая согласно
программе, см. рис. 1.

Рис. 1: Машина Тьюринга

Предполагается, что в начальный момент она находится в начальном
состоянии s0 и установлена над первой буквой входного слова в данном
алфавите, которое состоит из конечного числа букв, по одной в каждой из
нескольких первых ячеек ленты; в остальных ячейках пусто. Если входное
слово пустое, то место начального расположения головки не имеет значения.

Работает машина так. Если она находится в состоянии s и видит букву
a, то она находит строку

sa → tb

и делает следующее:

1. Если t – символ останова, то машина заменяет a на b и останавливается.

2. Если t – не останов и b – буква алфавита, то машина переходит в
состояние t и заменяет букву a на букву b в той ячейке, над которой
она стоит.
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3. Если t – не останов и b – символ L или R, то машина переходит в
состояние t и головка сдвигается в соответствующую сторону.

Предполагается, что ответом служит слово, написанное на ленте после
завершения работы. Иногда рассматривают слово, написанное, скажем, справа
от ячейки останова или используют другие договоренности.

Пример. Следующая машина над алфавитом 0,1 инвертирует входное
слово (т.е. заменяет в нем 0 на 1 и 1 на 0.

s0 ∅ →stop ∅ s0 1 → s1 0 s1 0 → s0 R

s0 0 → s1 1 s1 ∅ →stop ∅ s1 1 → s0 R

Задача 2. Напишите программу машины Тьюринга над алфавитом 0,1,
которая в первой пустой ячейке (которая следует за входным словом) пишет
0 или 1 в зависимости от того, четно или нечетно число единиц во входном
слове.

Задача 3. Поймите и опишите словами, что делает следующая машина:
s0 ∅ →stop 0 s0 1 → s1 R s1 0 → s1 R

s0 0 → s0 R s1 ∅ →stop 1 s1 1 → s1 R

Задача 4. Что делает следующая машина:
s0 ∅ →stop 0 s0 1 → s1 R s1 0 → s1 R

s0 0 → s0 R s1 ∅ →stop 1 s1 1 → s0 R

Лекция 2.
Интерпретация машин. Любую машину Тьюринга T над алфавитом A

можно рассматривать как частичное отображение T : Ω(A) → Ω(A), где
Ω(A) – множество всех слов конечной длины над алфавитом A. Иногда
такие отображения (т.е. отображения, реализуемые машинами Тьюринга)
называются вычислимыми функциями. Упомянутое выше отображение частично,
так как машина может не останавливаться на некоторых входных словах.
Машину будем называть полной, если область определения отображения
T : Ω(A) → Ω(A) совпадает с множеством Ω(A), т.е. если для всех входных
слов машина останавливается.

Определение. Будем говорить, что машина Тьюринга T ′ : Ω(A′) → Ω(A′)
интерпретирует машину T : Ω(A) → Ω(A), если:

1. Имеется машина Тьюринга PAA′ : Ω(A∪A′) → Ω(A∪A′) над объединенным
алфавитом A ∪ A′, которая переводит слова в алфавите A в слова в
алфавите A′. Это означает, что при любом поданном на вход слове
w над алфавитом A она останавливается и выдает некоторое слово
PAA′(w) над алфавитом A′.

2. Имеется машина Тьюринга PA′A : Ω(A ∪ A′) → Ω(A ∪ A′), которая
переводит слова в алфавите A′ в слова в алфавите A: при любом
поданном на ее вход слове w′ над алфавитом A′ она должна останавливаться
и выдавать некоторое слово PA′A(w) над алфавитом A.
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3. Диаграмма

Ω(A)
T−→ Ω(A)

↓ P̃AA′ ↑ P̃A′A

Ω(A′)
T ′

−→ Ω(A′),

где P̃AA′ и P̃A′A – ограничения отображений PAA′ и PA′A на Ω(A) и,
соответственно, Ω(A′), должна быть коммутативной. Это означает, что
для любого слова w над алфавитом A должно выполняться равенство
T (w) = P̃A′AT ′P̃AA′(w).

Теорема 1. Любую машину Тьюринга над любым конечным алфавитом
A можно интерпретировать машиной над двоичным алфавитом 0,1.

Идея доказательства состоит в кодировании букв алфавита A последовательностями
из 0 и 1 длины k, где число k выбрано так, чтобы последовательностей
хватало. Разумеется, каждую команду данной машины нужно заменить на
подходящий набор команд машины над двоичным алфавитом.

В дальнейшем мы будем работать с двоичными машинами, но иногда
рассматривать и машины, алфавиты которых содержат дополнительные
символы. Разумеется, от таких дополнительных символов можно всегда
избавиться за счет применения теоремы 1.

Множество всех слов над алфавитом 0,1 (т.е. множество всех конечных
последовательностей из 0 и 1) будем обозначать Ω.

Определение. Подмножество E множества всех слов Ω называется перечислимым,
если оно есть область значений некоторой машины Тьюринга T : Ω → Ω.
Это означает, что слово w ∈ Ω принадлежит множеству E тогда и только
тогда, когда найдется такое слово u ∈ Ω, что T (u) = w.

Например, все множество и пустое множество перечислимы.

Задача 5. Машина Тьюринга T над алфавитом 0,1 работает так: она
просматривает данное слово и заменяет первый встреченный 0 на 1. Затем
останавливается. Опишите область значений соответствующей вычислимой
функции.

Задача 6. Всегда ли пересечение двух перечислимых множеств перечислимо?
Как насчет объединения? Дополнения?

Указание. Докажем, что пересечение двух любых перечислимых множеств
A,B ⊂ Ω перечислимо. В силу теоремы 1 мы можем расширить рабочий
алфавит и таким образом использовать дополнительные символы. Пусть
машины TA и TB имеют своими областями значений данные множества.
Опишем машину T с областью значений A∩B. Ее рабочий алфавит состоит
из 0,1, и нового символа-разделителя α. Работает она так:

1. Проверяет, имеет ли входное слово вид αw1αw2α, где w1, w2 – слова
из 0 и 1. Если нет, машина искусственно зацикливается. Если да, то
выполняется пункт 2.
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2. Машина T применяет к слову w1 машину TA (т.е. работает по ее
программе). Если машина TA останавливается, то выходное слово (обозначим
его u1) запоминается и выполняется пункт 3.

3. Машина T применяет к слову w2 машину TB . Если машина TB останавливается,
то выходное слово u2 запоминается и выполняется пункт 4.

4. Затем машина T сравнивает слова u1 и u2. Если они различны, то T

искусственно зацикливается. Если слова совпадают, то T останавливается
и выдает слово u1 в качестве выходного слова.

Напомним, что характеристическая функция ξ : Ω → {0, 1} подмножества
E ⊂ Ω принимает значение 1 на всех элементах из множества E и значение
0 на всех элементах его дополнения.

Определение. Подмножество E множества всех слов Ω называется разрешимым,
если его характеристическая функция вычислима.

Задача 7. Какие из следующих множеств перечислимы и какие разрешимы?

1. Множество всех слов четной длины (т.е. последовательностей, состоящих
из четного числа нулей и единиц).

2. Множество всех слов с четным числом единиц.

3. Множество начальных отрезков двоичной записи числа 1/17.

4. Множество начальных отрезков двоичной записи числа
√

2.

5. Множество начальных отрезков двоичной записи числа π.

Задача 8. Докажите, что любое разрешимое множество перечислимо.

Задача 9. Докажите, что множество разрешимо тогда и только тогда,
когда и оно, и его дополнение перечислимы.

Задача 10. Всегда ли пересечение двух разрешимых множеств разрешимо?
Как насчет объединения? Дополнения?

Докажем, что перечислимые, но не разрешимые множества существуют.
Отметим, что каждую машину Тьюринга T : Ω → Ω (которая, разумеется,
задается конечной таблицей), как и любую другую конечную информацию,
можно закодировать словами в Ω. Это можно сделать в два этапа. Сначала
мы используем дополнительные символы α, β, S, R, L и записываем программу
в виде одного слова-строки вида βs1αa1αt1αb1β . . . βsnαanαtnαbnβ, где si

символизируют состояния, ti – состояния и останов S, ai – буквы алфавита
и bi – буквы алфавита и символы R, L. Символы α, β служат разделителями.
Потом за счет перекодировки избавляемся от лишних символов.

Определим множество E ⊂ Ω так: слово w ∈ Ω лежит в E тогда и только
тогда, когда
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1. w кодирует некоторую машину Тьюринга T .

2. T (w) = 0.

Теорема 2. Множество E неразрешимо.

Доказательство. Рассуждая от противного, допустим, что E разрешимо.
Пусть машина T : Ω → {0, 1} вычисляет его характеристическую функцию
и пусть wT – кодирующее ее слово.

Есть две логические возможности: wT ∈ E и wT 6∈ E. Если wT ∈ E, то
имеем:

1. T (wT ) = 1 (по определению характеристической функции);

2. T (wT ) = 0 (по определению множества E).

Получается противоречие.
Если wT 6∈ E, то имеем:

1. T (wT ) = 0 (по определению характеристической функции);

2. T (wT ) 6= 0 (по определению множества E),

и опять получается противоречие.

Задача 11. Докажите, что множество E из теоремы 2 перечислимо.

Задача 12. Перечиcлимо ли дополнений множества E в Ω?

Приведем другой пример неразрешимого множества. Определим множество
машин Тьюринга E1 так: T ∈ E1 ⇐⇒ машина Тьюринга T останавливается
при применении пустому слову.

Следствие 1. Множество E1 неразрешимо.

Доказательство. Каждой машине Тьюринга T сопоставим новую машину
MT , которая на любом данном слове w работает следующим образом. Сначала
она приписывает к слову w слева слово wT , задающее машину T . Затем
выполняет программу машины T . Из построения следует, что слово MT (∅)
определено (т.е. что MT останавливается при применении к пустому слову)
тогда и только тогда, когда определено слово T (wT ). Фактически, слова
MT (∅) и T (wT ) всегда совпадают. Напомним, что w ∈ E тогда и только
тогда, когда слово w кодирует некоторую машину T и T (w) = 0.

Рассуждая от противного, допустим, что E1 разрешимо. Тогда мы распознаем
элементы множества E так. Сначала мы определяем, кодирует ли данное
слово w некоторую машину T . Если нет, то w 6∈ E. Если да, то, применяя
предположение о разрешимости множества E1, мы выясняем, определено
ли слово MT (∅) = T (w). Если нет, то опять w 6∈ E. Если да, то мы проверяем
равенство T (w) = 0 и тем самым окончательно решаем вопрос о принадлежности
слова w множеству E. Таким образом, мы получили противоречие с неразрешимостью
множества E.
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Лекция 3.
Универсальная машина. На вход машин Тьюринга можно подавать не

только слова, но и пары слов. Например, два данных слова можно записать
одно за другим (разделив при этом специальным символом), рассматривая
полученное длинное слово в качестве входного.

Определение. Машина Тьюринга U называется универсальной, если для
любой машины T и любого слова w ∈ Ω значение машины U на паре слов
wT , w совпадает со значением машины T на слове w.

Теорема 3. Универсальная машина Тьюринга существует.

Идея доказательства. Работа универсальной машины должна состоять
из двух этапов. Первый этап состоит в расшифровке слова wT , т.е. в восстановлении
таблицы, задающей машину T . Второй этап состоит в интерпретации ее
работы.

Неразрешимость проблемы останова для универсальной машины.

Теорема 4. Множество слов EU ⊂ Ω, при применении к которым универсальная
машина U останавливается, неразрешимо.

Доказательство. Обозначим через F множество тех слов в Ω, которые
кодируют машины Тьюринга. Очевидно, что F разрешимо. Напомним, что
если слово wT кодирует некоторую машину Тьюринга T , то U(wT ) = T (∅).
Отсюда следует, что EU ∩F = E1, где E1 – множество слов, кодирующие те
машины, которые останавливаются на пустом слове. Так как по следствию 1
множество E1 неразрешимо, то неразрешимо и множество EU .

Лекция 4.

Определение. Пусть f : R → R - произвольная функция, область определения
которой совпадает с R. Говорят, что временная сложность машины Тьюринга
T не превосходит f , если для любого входного слова длины x машина
останавливается не более, чем через f(x) шагов.

Теорию сложности алгоритмических задач удобно ограничить на класс
машин распознавания свойств, которые вычисляют характеристические
функции подмножеств множества Ω, т. е. останавливаются на всех входных
словах и дают в ответе 0 или 1. Такое ограничение не является существенным.
Действительно, любую конечную выходную информацию можно закодировать
на несколько задач распознавания.

Задача 13. Докажите, что сложность алгоритма распознавания связности
графа не превосходит квадратичной функции.

Определение. Путем в графе называется такая конечная последовательность
ориентированных ребер, что начало каждого следующего ребра совпадает с
концом предыдущего. Если конец и начало пути совпадают, то путь называется
циклом.
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Определение. Путь в графе называется эйлеровым, если он проходит по
всем ребрам, причем по каждому ребру он проходит ровно один раз. Путь
называется гамильтоновым, если он проходит по всем вершинам графа,
причем каждую посещает ровно один раз. Графы, допускающие эйлеровы
или гамильтоновы циклы называются эйлеровыми или гамильтоновыми,
соответственно.

Задача 14. Оцените сложность алгоритмов распознавания эйлеровости и
гамильтоновости графа.

Задача 15. Оцените сложность алгоритма распознавания изоморфности
двух данных графов. (Графы называются изоморфными, если существуют
биекция между их вершинами и биекция между их ребрами, которые сохраняют
отношение инцидентности между вершинами и ребрами).

Нужно отметить, что проблема оценки сложности задачи распознавания
становится осмысленной только тогда, когда точно описан способ кодирования
входной информации. В противном случае можно за счет искусственной
избыточности входной информации сделать любой алгоритм не более, чем
линейным.

Определение. Машина Тьюринга назвается полиномиальной, если ее вычислительная
сложность ограничена некоторым полиномом.

Теоретические исследования и опыт практической работы показали, что
класс полиномиальных машин весьма устойчив по отношению к изменению
их типов. В частности, расширение алфавита сохраняет полиномиальность,
как и технические ухищрения типа распараллеливания вычислений, организации
прямого доступа к памяти и т. д.

Определение. Подмножество E ⊂ Ω называется полиномиально разрешимым,
если его характеристическая функция вычислима с помощью некоторой
полиномиальной машины Тьюринга. Класс всех полиномиально разрешимых
подмножеств множества Ω обозначается через P .

Разумеется, класс P замкнут относительно взятия дополнения.
Лекция 5. Недетерминированные машины.

Определение. Недетерминированная машина Тьюринга - это

1. Конечное множество S (множество состояний).

2. Конечное множество A (алфавит).

3. Конечная таблица (программа) из строк вида
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где s - состояние, a – буква алфавита или символ "пусто"(который
удобно называть пустой буквой), t, t′ – состояния или символы останова,
b, b′ – буквы (возможно, пустые) или символы L (влево), R (вправо).
Должно выполняться условие: в первых двух столбцах должны быть
перечислены все пары вида (s, a). Поэтому в таблице должно быть
ровно |S|(|A| + 1) таких строк.

Задача 16. Сколько всего существует недетерминированных машин Тьюринга,
которые работают в алфавите из m букв и имеют n состояний, включая
начальное и останов?

Наглядная интерпретация: бесконечная в обе стороны рабочая лента,
разделенная на ячейки. По ней бегает читающая и пишущая головка. Важное
отличие от детерминированной машины: на вход машины подается еще
одна лента (лента-оракул), которая бесконечна только в одну сторону и
в которой написано некоторое слово (слово-оракул) в алфавите 0,1. Удобно
считать, что лента-оракул перпендикулярна рабочей, см. рис. ??

Рис. 2: Недетерминированная машина Тьюринга

Предполагается, что в начальный момент машина находится в начальном
состоянии s0 и установлена над первой буквой входного слова в данном
алфавите, которое состоит из конечного числа букв, по одной в каждой из
нескольких первых ячеек ленты; в остальных ячейках пусто. Если входное
слово пустое, то место начального расположения головки не имеет значения.

Работает машина так. Перед выполнением каждой команды она считывает
с соответствующей ячейки ленты-оракула 0 или 1 и выполняет соответствующий
вариант команды, верхний или нижний. Лента-оракул при этом сдвигается
на одну ячейку (все время в одну и ту же сторону). Если в какой-то момент
оракул окажется несостоятельным (молчит, т.е. нужная ячейка ленты-оракула
пуста), то машина искусственно зацикливается. Как и раньше, мы будем
рассматривать машины над двоичным алфавитом. Здесь ситуация такая
же, как и в детерминированном случае: любая недетерминированная машина
допускает двоичную интерпретацию.

Определение. Недетерминированная машина распознает подмножество
E ⊂ Ω за полиномиальное время, если существует такой полином P , что
входное слово w длины n принадлежит E тогда и только тогда, когда
машинапринимает его, т.е. когда хотя бы при одном слове-оракуле она
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останавливается через ≤ P (n) шагов и выдает 1 (что означает "да слово w

принадлежит E).

Подчеркнем, что при других оракулах машина может выдавать отрицательный
ответ 0 или не останавливаться вовсе. Никакого значения это не имеет, так
как один ответ 0 перевешивает хоть тысячу ответов 0. Поэтому свойство
полиномиальной недетерминированной распознаваемости не обязано быть
симметричным: из распознаваемости подмножества E не обязана следовать
распознаваемость его дополнения Ω \ E.

Можно рассматривать и полиномиальные недетерминированные машины,
в которых команды имеют не два, а большее число вариантов. Разумеется,
оракул должен сообщать, какой вариант нужно выбрать. Можно показать,
что любую такую машину можно интерпретировать недетерминированной
машиной с двумя вариантами каждой команды. Полиномиальность при
этом сохраняется.

Примеры.

Задача о коммивояжере. Построить алгоритм, который по поданному
на его вход графу с указанными длинами ребер находит цикл минимальной
длины, который содержит все вершины.

Задача 17. Найти цикл минимальной длины в графе на рис. 3.

Рис. 3: Пример задачи о коммивояжере

Задача 18. Является ли вопрос об алгоритмической разрешимости предыдущей
задачи осмысленным? Вопрос о полиномиальной разрешимости?

Задача о гамильтоновом цикле. Построить алгоритм, который по
поданному на его вход графу находит гамильтонов цикл, если он есть.

Задачи о коммивояжере и гамильтоновом цикле, в том виде, как они
сформулированы, не являются задачами распознавания, поскольку выдают
цикл, а не отвечают да – нет. На примере этих задач мы проиллюстрируем
стандартный прием конвертации задач в задачи с двоичными ответами.

Двоичный вариант задачи о коммивояжере. Построить алгоритм,
который по поданным на его вход графу с указанными длинами ребер
и числу s выясняет, существует ли проходящий через все вершины цикл
длины ≤ s.

Двоичный вариант задачи о гамильтоновом цикле. Построить
алгоритм, который выясняет гамильтоновость поданного на его вход графа.
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Определение. Говорят, что задача распознаваемости подмножества A ⊂ Ω
полиномиально сводима к задаче распознавания B ⊂ Ω, если существует
такая полиномиальная машина Тьюринга T : Ω → Ω, что T (w) ∈ B тогда и
только тогда, когда w ∈ A.

Теорема 5. Если задача распознаваемости подмножества A ⊂ Ω полиномиально
сводима к задаче распознаваемости подмножества B ⊂ Ω и B распознаваемо
полиномиальной недетерминированной машиной, то A тоже распознаваемо
полиномиальной недетерминированной машиной.

Доказательство. К данному слову w ∈ Ω сначала применяется машина T ,
сводящая A к B, а затем недетерминированная машина TB , распознающая
B. Слово w принадлежит A тогда и только тогда, когда хотя бы при одном
оракуле выдается 0.

Задача 19. Описать полиномиальное сведение задачи о гамильтоновом
цикле к задаче о коммивояжере (в их двоичных вариантах).

Указание. Припишите всем ребрам данного графа длину 1.

Определение. Две задачи распознавания называются эквивалентными,
если каждую из них можно полиномиально свести к другой.

Например, задачи о коммивояжере и о гамильтоновом цикле эквивалентны,
однако доказательство полиномиальной сводимости первой задачи ко второй
весьма нетривиально. Это было бы интересно обсудить.

Обозначим через NP (nondeterministic polynomial) класс всех подмножеств
множества Ω, которые распознаваемы с помощью полиномиальных недетерминированных
машин. Разумеется, класс P подмножеств, распознаваемых с помощью полиномиальных
детерминированных машин Тьюринга, лежит в NP .

Проблема. Совпадает ли класс NP с классом P?
Большинство экспертов считают, что ответ на эту важную проблему

отрицателен.

Определение. Задача распознавания называется NP -полной, если к ней
можно полиномиально свести любую NP -задачу.

Определение. Докажите, что все NP -полные задачи полиномиально эквивалентны
между собой.

Теорема 6. (Теорема Кука) NP -полные задачи существуют.

Доказательство этой трудной теоремы будет приведено позднее, а пока
мы приведем канонический набор примеров NP -полных задач. Обычно
решение вопроса об NP -полноте каждой новой задачи начинается с попытки
сведения к ней одной из канонических задач. Всего канонических задач
шесть, но некоторые из них мы приведем в различных модификациях.

Задача 1. Пусть U = {u1, . . . , um} – набор булевских переменных и
C – набор некоторых дизъюнкций, составленных из переменных ui и их
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отрицаний ūi. Каждая дизъюнкция есть некоторое подмножество множества
U = {u1, . . . , um, ū1, . . . , ūm}. Говорят, что набор конкретных значений переменных
ui выполняет дизъюнкцию U , если значение хотя бы одной из входящих
в нее переменных ui, ūi есть 1 (т.е. истина). Например, набор значений
u1 = 1, u2 = 0, u3 = 0, u4 = 1 выполняет дизъюнкцию (ū1 ∨ u2 ∨ ū3 ∨ ū4)
выполняет, а дизъюнкцию (ū1 ∨ u2 ∨ u3 ∨ ū4) – нет.

Выполнимость. Для данного множества булевских переменных U и
данного набора дизъюнкций C выяснить, существует ли набор значений
переменных ui, выполняющий все дизъюнкции.

Задача 20. Переформулируйте задачу выполнимости набора дизъюнкций
булевских переменных в терминах разрешимости системы уравнений вида
P (u1, . . . , um, ū1, . . . , ūm) = 0, где P – некоторый одночлен.

Вариант: 3-Выполнимость. Та же самая задача, но с условием, что
каждая дизъюнкция имеет длину 3, т.е. составлена из трех букв.

Задача 21. Докажите, что задачи выполнимости и 3-выполнимости эквивалентны.

Задача 2. Пусть дано подмножество A множества X×Y ×Z, где X,Y,Z

– конечные множества, содержащие одинаковое число элементов. Это число
обозначим через n. Удобно рассматривать каждый элемент множества A

как упорядоченную тройку вида (x, y, z) и называть элементы x ∈ X, y ∈
Y, z ∈ Z координатами элемента a.

Трехмерное сочетание. Для данного n и данного подмножества A ⊂
X × Y ×Z выяснить, содержит ли A такие различные элементы a1, . . . , an,
что никакие два элемента ai, aj , i 6= j, не имеют ни одной одинаковой координаты.

Задача 22. Сформулируйте и решите за полиномиальное время задачу о
двумерном сочетании.

К задаче о трехмерном сочетании очень близка следующая задача о
точном покрытии. Пусть даны конечное множество M , число элементов
которого делится на 3, и семейство C его трехэлементных подмножеств.
Требуется выяснить, содержит ли семейство C точное покрытие, т.е. набор
из непересекающихся трехэлементных подмножеств, которые покрывают
все M?

Задача 23. Докажите, что задача о трехмерном сочетании полиномиально
сводится к задаче о точном покрытии.

Указание. Для данной задачи о трехмерном сочетании A ⊂ X × Y ×Z

построим задачу о точном покрытии так: M = X ∪ Y ∪ Z, а C состоит из
троек (x∪y∪ z), где (x, y, z) ∈ A. Нужно доказать, что первая задача имеет
решение тогда и только тогда, когда имеет решение вторая задача.
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Задача 24. Докажите, что задача о трехмерном сочетании полиномиально
эквивалентна ограниченной задаче о точном покрытии, когда множество
M представлено в виде объединения непересекающихся множеств X,Y,Z,
а каждая тройка из C содержит по одному элементу каждого из них.

Задача 3. Пусть v – вершина графа. Тогда ее звездой называется подмножество
графа G, состоящее из всех ребер, одна из вершин которых совпадает с v.
См. рис. 4

Рис. 4: Звезда вершины

Вершинное покрытие. Для данного числа n и данного графа G выяснить,
можно ли все его ребра покрыть ≤ n звездами.

Задача 25. Проанализируйте задачу о вершинном покрытии для случая,
когда каждая вершина графа имеет степень 3.

Задача 4. Граф называется полным, если любые две его вершины соединены
ровно одним ребром. Примером полного графа с 4 вершинами служит одномерный
остов тетраэдра. Иногда полные графы называются кликами.

Клика. Для данного числа n и данного графа G выяснить, содержит
ли он клику с ≥ n вершинами.

Задача 5. Напомним, что цикл, составленный из ребер графа, называется
гамильтоновым, если он проходит по каждой вершине ровно один раз.

Гамильтонов цикл. Выяснить, содержит ли данный граф гамильтонов
цикл.

Задача 6. Системой весов на данном конечном множестве A называется
правило, которое каждому элементу a ∈ A сопоставляет натуральное число
s(a) (вес элемента a). Другими словами, система весов на A – это произвольное
отображение s : A → Z+.

Разбиение. Выяснить, можно ли данное конечное множество A, снабженное
системой весов s, разбить на две непересекающиеся части B и C так, чтобы
суммарный вес элементов части B совпадал с суммарным весом элементов
части C.

Редукция задачи выполнимости.

Теорема 7. Задача выполнимости полиномиально сводима к ограниченной
задаче о точном покрытии (и тем самым к задаче о трехмерном сочетании,
см. задачу 24).
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Доказательство. Пусть задача выполнимости сформулирована в переменных
u1, . . . , un и содержит дизъюнкции C0, . . . , Cm−1. Мы сформулируем соответствующую
ограниченную задачу о точном покрытии так. Множество M есть объединение
X ∪ Y ∪ Z, причем

1. Множество X состоит из 2mn символов Ui[j], U i[j], где 1 ≤ i ≤ n и
0 ≤ j ≤ m − 1;

2. Множество Y состоит из mn символов ai[j], m символов cj и mn − m

символов gk, где i, j меняются в тех же пределах и 1 ≤ k ≤ mn − m.

3. Множество Z состоит из mn символов bi[j], m символов dj и mn − m

символов hk, где i, j, k меняются в тех же пределах. См. рис. 5.

Рис. 5: Каждое из множеств X,Y,Z состоит из 2mn элементов

Теперь мы займемся выделением трехэлементных подмножеств множества
M . Они естественным образом разбивается на несколько групп: Ui, 1 ≤ i ≤
n, Cj , 0 ≤ j ≤ m − 1, Gk, 1 ≤ k ≤ 2mn − m. .

1. Группа Ui состоит из 2m троек (U i[j], ai[j], bi[j]), (Ui[j], ai[j + 1], bi[j]),
где параметры j рассматриваются по модулю m. Всего имеется n

таких групп (для каждого переменного ui по группе). Структура такой
группы условно показана на рис. 6. Нетрудно доказать (сделайте это),
что для каждого i любое точное покрытие содержит либо все те тройки
группы Ui, которые включают Ui[j], либо все тройки, включающие
U i[j]. Функциональное назначение такой группы состоит в запоминании
значения булевой переменной ui в виде m элементов множества X,
по одному для каждой дизъюнкции. Более точно, значение ui = 1
фиксируется выбором троек, содержащих U i[j] (заштрихованы), а значение
ui = 0 – выбором троек, содержащих Ui[j].

2. Группа Cj содержит столько троек, сколько есть переменных в дизъюнкции
с номером j. При этом каждой переменной ui, входящей в дизъюнкцию
без черты, отвечает тройка (U i[j], c[j], d[j]), а каждой переменной ūi[j],
входящей с чертой, отвечает тройка (Ui[j], c[j], d[j]). Структура этой
группы условно показана на рис. 7. Всего имеется m таких групп (по
группе для каждого j). Ключевое свойство этих троек таково: любое
точное покрытие должно содержать ровно одну тройку из группы
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Рис. 6: Для каждой группы любое точное покрытие содержит либо все ее
темные, либо все ее светлые тройки

Рис. 7: Группа троек для дизъюнкции Cj = (u1 ∨ ū2 ∨ ū3 ∨ u5 ∨ ū6 ∨ ū8)

Cj . Это условие может быть выполнено только тогда, когда один из
входящих в нее элементов Ui[j], U i[j] не входит ни в одну из выбранных
троек из групп Ui, а это возможно только когда рассматриваемый
набор значений переменных ui выполняет дизъюнкцию Cj .

3. Группа Gk состоит из 2mn троек (Ui[j], g[k], h[k]) и (U i[j], g[k], h[k]),
см. рис. 8. Всего имеется mn−m таких групп, ровно столько, сколько
останется элементов Ui[j], U i[j], не содержащихся в уже выбранных
тройках групп Ui и Cj . Из каждой группы выбирается одна тройка,
содержащая какой-нибудь непокрытый элемент.

Пусть теперь имеется некоторый набор значений переменных ui. Выберем
тройки из группы Ui так: если ui = 0, то мы берем тройки, содержащие
Ui, а если ui = 1, то мы берем тройки, содержащие U i. Остается проверить
(проделайте это!), что набор значений переменных ui выполняет данную
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Рис. 8: Группа дополняющих троек

систему дизъюнкций тогда и только тогда, когда задача о точном покрытии
имеет решение.

Доказательство теоремы Кука.

Задача 26. Сопоставьте каждому бинарному слову x = x1x2 . . . xn задачу
выполнимости так, чтобы она имела решение тогда и только тогда, когда
слово x делится на 4. Размеры задачи выполнимости должны быть не более
чем полиномиальными по отношению к длине |x| слова x. Ответ: нужно
всего две дизъюнкции (xn−1), (xn).

Задача 27. Сопоставьте каждому бинарному слову x = x1x2 . . . xn задачу
выполнимости так, чтобы она имела решение тогда и только тогда, когда∑

i xi = 0. И построение задачи выполнимости, и ее размеры должны полиномиально
зависеть от n. Идея решения: дизъюнкции (x̄1 ∨ x̄2 ∨ u1), (x1 ∨ x̄2 ∨ ū1),
(x̄1 ∨ x2 ∨ ū1), (x1 ∨ x2 ∨ u1) говорят нам, что u1 = x1 + x2 mod 2. Заменив
подслово x1x2 на u1, мы получим слово меньшей длины с той же суммой.
Далее по индукции.

Задача 28. Пусть U1, . . . , Un – булевские переменные. Напишите такой
набор дизъюнкций, что переменные Ui выполняют его тогда и только тогда,
когда ровно одна из них равна 0.

Задача 29. Пусть U1, . . . , Un – булевские переменные. Сформулируйте импликацию
U1 = U2 = · · · = Un−1 =⇒ Un в виде выполнимости дизъюнкции в переменных
Ui.

Пусть T – полиномиальная недетерминированная машина и x – бинарное
слово. Обозначим через M длину (общее число символов) программы машины
и через n длину слова x. Чтобы доказать теорему Кука, достаточно написать
такой набор дизъюнкций (зависящий от слова x и программы машины), что

1. Общая длина дизъюнкций ограничена полиномом от M и n.

2. Машина принимает слово x тогда и только тогда, когда этот набор
дизъюнкций выполним.
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Пусть p(n) – полином, ограничивающий временную сложность машины
T . Удобно считать (почему этого можно добиться?), что на любом слове
длины n и при любом оракуле машина останавливается над первой ячейкой
ровно через N = p(n) шагов и печатает 0 или 1. Обозначим через s1, . . . , sK

все состояния машины и через a1, a2, a3 все символы, которые мы можем
видеть на рабочей ленте, т.е. 0,1 и пусто. Мы хотим дать полное описание
работы машины (при данном входном слове длины n и данном оракуле) с
помощью булевских переменных и дизъюнкций. На каждом шаге работы
машины (т.е. непосредственно перед выполнением следующей команды)
мы должны дать точную информацию о состоянии машины и о том, что
написано на ленте. Для этого мы введем три группы булевых переменных:
U, V,W .

1. Переменная U(i, k), 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ k ≤ K, принимает значение 0, если
на i-ом шаге машина находится в состоянии sk. В противном случае
U(i, k) = 1.

2. Переменная V (i, j), 1 ≤ i ≤ N,−N ≤ j ≤ N, принимает значение 0,
если на i-ом шаге машина смотрит на ячейку рабочей ленты с номером
j. В противном случае V (i, j) = 1.

3. Переменная W (i, j,m), 1 ≤ i ≤ N,−N ≤ j ≤ N, 1 ≤ m ≤ 3, принимает
значение 0, если на i-ом шаге машина видит в j-ой ячейке рабочей
ленты букву am. В противном случае W (i, j,m) = 1.

Очевидно, что любое конкретное вычисление со входным словом x =
x1x2 . . . xn и данным оракулом определяет значения всех этих переменных.
Верно ли обратное: любой набор значений этих переменных проистекает
из некоторого конкретного вычисления? Нет. Причин несколько, и мы их
устраним одну за другой путем выбора подходящих дизъюнкций.

1. При каждом фиксированном i ровно одна из переменных U(i, k) должна
принимать значение 1, а все остальные – значение 0. Это происходит
потому, что в каждый момент времени машина может находиться
только в одном состоянии. Дизъюнкция (U(i, 1)∨· · ·∨U(i,N)) обеспечивает
по крайней мере одну 1, а дизъюнкции (U(i, j)∨U(i, j′)), j 6= j′, гарантируют,
что 1 ровно одна.

2. Аналогично, при каждом фиксированном i ровно одна из переменных
V (i,m) должна принимать значение 1, а все остальные – значение 0.
Это обеспечивается четырьмя дизъюнкциями (V (i, 1)∨V (i, 2)∨V (i, 3)),
(V (i, 1) ∨ V (i, 2)), (V (i, 1) ∨ V (i, 3)), (V (i, 2) ∨ V (i, 3)).

3. Ровно одно значение 1 должно быть и у переменных W (i, j,m), где i, j

фиксированы, а m меняется. Это достигается четырьмя аналогичными
дизъюнкциями.

4. При переходе к следующему шагу, т.е. при увеличении индекса i на 1,
все переменные должны меняться в соответствии с одной возможных
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команд программы. Это обеспечивается за счет сопоставления командам
специальных дизъюнкций. Например, команду skam → sk′am′ можно
записать дизъюнкциями

(U(i, k) ∨ V (i, j) ∨ W (i, j,m) ∨ U(i + 1, k′)),

(U(i, k) ∨ V (i, j) ∨ W (i, j,m) ∨ V (i + 1, j)),

(U(i, k) ∨ V (i, j) ∨ W (i, j,m) ∨ W (i + 1, j,m′)).

Во всех остальных ячейках рабочей ленты (кроме ячейки с номером j)
ничего не меняется не должно. Это тоже обеспечивается подходящими
дизъюнкциями (напишите их!) Напишите также реализацию дизъюнкциями
команд другого типа. Если программа раздваивается, то дизъюнкциям
надо записать оба возможных результата и сказать, что может быть
справедлив только один из них.

Еще надо записать дизъюнкциями состояние машины и рабочей ленты
в начальный момент. Например, мы знаем, какой символ (например, 0)
написан в первой ячейке. Это легко отразить дизъюнкцией (W (0, 1, 0)).

Наконец, нужно записать дизъюнкциями, что в конечный момент машина
видит 1.

Остается убедиться (проделайте это), что полученная задача выполнимости
имеет решение тогда и только тогда, когда слово x принимается машиной
при некотором оракуле.

Подготовка к небольшому сборнику задач по всем лекциям. Предлагайте
новые информативные и что-то проясняющие задачи поинтереснее! Это
будет учитываться!

Задача 30. Напишите программу машины Тьюринга над алфавитом 0,1,
которая заменяет первый встреченный 0 на 1 и останавливается.

Задача 31. Машина Тьюринга T над алфавитом 0,1 работает так: она
просматривает данное слово и заменяет первый встреченный 0 на 1. Затем
останавливается. Опишите область значений соответствующей вычислимой
функции.

Задача 32. Напишите программу машины Тьюринга над алфавитом 0,1,
которая приписывает слева 1 к тем словам, которые заканчиваются на 0.

Инверсия слова. Область значений - все Ω.
s0 ∅ →stop ∅ s0 1 → s 0 s 0 → s0 R

s0 0 → s 1 s ∅ →stop ∅ s 1 → s0 R

Замена первой буквы на 1 и приписывание справа 1. Область значений:
слова, которые начинаются с 1 и заканчиваются 1.

Задача 33. Напишите программу машины Тьюринга над алфавитом 0,1,
которая заменяет первый встреченный 0 на 1 и останавливается.
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Вычисление четности. Область значений - все слова с четной суммой
s0 ∅ →stop 0 s0 1 → s1 R s1 0 → s1 R

s0 0 → s0 R s1 ∅ →stop 1 s1 1 → s1 R

Примеры машин: вставки пробелов, перевод из 0,1 в a, b, c и обратно
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Вариант 1.
1. Напишите программу машины Тьюринга над алфавитом 0,1, которая

заменяет первый встреченный 0 на 1 и останавливается.
2. Поймите и опишите словами, что делает машина. Какова область ее

значений?
s0 ∅ →stop ∅ s0 1 → s 0 s 0 → s0 R

s0 0 → s 1 s ∅ →stop ∅ s 1 → s0 R

3. Дайте определение перечислимого множества.

Вариант 2.
1. Напишите программу машины Тьюринга над алфавитом 0,1, которая

инвертирует данное слово, т.е. заменяет в нем все 0 на 1 и все 1 на 0. Какова
область ее значений?

2. Поймите и опишите словами, что делает машина. Какова область ее
значений?

s0 ∅ →stop 0 s0 1 → s1 R s1 0 → s1 R

s0 0 → s0 R s1 ∅ →stop 1 s1 1 → s1 R

3. Дайте определение разрешимого множества.

Вариант 3.
1. Напишите программу машины Тьюринга над алфавитом 0,1, которая

приписывает слева 1 к тем словам, которые заканчиваются на 0. Какова
область ее значений?

2. Поймите и опишите словами, что делает машина. Какова область ее

значений?
s0 ∅ → s1 L s0 1 → s1 1 s1 0 → s1 R

s0 0 → s0 1 s1 ∅ →stop 1 s1 1 → s1 R

3. Дайте определение машины Тьюринга.

Вариант 4.
1. Напишите программу машины Тьюринга над алфавитом 0,1, которая

заменяет первую встреченную 1 на 0 и останавливается.
2. Поймите и опишите словами, что делает машина. Какова область ее

значений?
s0 ∅ →stop ∅ s0 1 → s1 0 s1 0 → s0 R

s0 0 → s1 1 s1 ∅ →stop ∅ s1 1 → s0 R

3. Какие из следующих множеств перечислимы и какие разрешимы?

1. Множество всех слов четной длины (т.е. последовательностей, состоящих
из четного числа нулей и единиц).

2. Множество всех слов с четным числом единиц.

3. Множество начальных отрезков двоичной записи числа 1/17.
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4. Множество начальных отрезков двоичной записи числа
√

2.

5. Множество начальных отрезков двоичной записи числа π.

Задачи М. Лепчинского
1. Приведите пример машины Т. с временной сложностью O(n ∗ log n).
1’. Придумайте пример для какой-нибудь другой промежуточной сложности

между n и n2.
2. Доказать, что если для временной сложности f(n) машины при

некотором n0 выполняется неравенство f(n0) <= n0, то эта машина имеет
сложность O(1).

2’. (альтернативная формулировка) Доказать, что не существует машин
Т. с промежуточной сложностью между O(1) и O(n).

3. Найти среднюю временную сложность машины Т., прибавляющей к
данному двоичному числу единицу.

4.Доказать, что существует недет. м. Т. и некоторый оракул такие, что
нет обычной машины Т., которая всегда производит на ленте те же действия,
что и недет. м. Т. с данным оракулом.

5. Доказать или опровергнуть, что если машина Т. имеет линейную
сложность, то ее рабочее пространство (ячейки над которыми побывала
головка) для слова длины n имеет размер не более n + C, где - некоторая
константа, не зависящая от слова.
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