
Íåîáõîäèìûå áàçîâûå çíàíèÿ ïî îñíîâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà, àëãåáðû, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, íåîáõîäèìûå ïðè èçó÷åíèè
óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è òåîðèè àñèìïòîòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ.

1. Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû). R1 � âå-
ùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ (èëè ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë) ñ åñòåñòâåííûì
îïðåäåëåíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè, Rn � n ìåðíîå ýåâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî. Îïðåäåëåíèÿ îêðåñòíîñòè òî÷êè, îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà, ïðåäåëü-
íîé òî÷êè ìíîæåñòâà, ãðàíè÷íîé òî÷êè ìíîæåñòâà. Îïðåäåëåíèÿ îòêðûòîãî
è çàìêíóòîãî ìíîæåñòâ, ãðàíèöû ìíîæåñòâà, îáëàñòè, çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà
. Ãðàíèöà ìíîæåñòâà K îáîçíà÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì ∂K. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
K îáîçíà÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì K̄.

2. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè îäíîé è íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ (îáà îïðåäåëå-
íèÿ, ïðèìåðû.) Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ è ðàçðûâíûõ ôóíêöèé. Ðàâíîìåðíàÿ
íåïðåðûâíîñòü.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå (íà çàìêíóòîì
îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå K ⊂ Rn) , òî
à) îíà îãðàíè÷åíà,
á) îíà ïðèíèìàåò íà ýòîì ìíîæåñòâå ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû òîãî, ÷òî îòñóòñòâèå ëþáîãî èç òð¼õ òðåáîâàíèé: íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè, çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà, îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà äå-
ëàåò çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû íåâåðíûìè.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå (íà çàìêíóòîì
îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå K ⊂ Rn) , òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì
ìíîæåñòâå.

3. Ïðîèçâîäíàÿ, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (îïðåäåëåíèÿ, ñîîòíîøå-
íèå ìåæäó íåïðåðûâíîñòüþ è äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ, îäíîñòîðîí-
íÿÿ ïðîèçâîäíàÿ äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, ïðèìåðû).
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ. Îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòà ôóíêöèè è
äèâåðãåíöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ôîðìóëû ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
Åñëè ó ôóíêöèè îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî ñóùåñòâóåò

ïðîèçâîäíàÿ â äàííîé òî÷êå, òî îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå. Åñëè
ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà, òî ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà íà ýòîì ìíîæåñòâå. Îáðàòíîå íåâåðíî. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû
ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå, íî íå èìåþùèõ íà ýòîì îòðåçêå ïðîèç-
âîäíîé â êàêèõ-íèáóäü òî÷êàõ.
Åñëè ó ôóíêöèè íåñêîëüêèõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ñóùåñòâó-
þò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè, òî îíà íåïðå-
ðûâíà âñþäó â îáëàñòè.

Îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü ìíîæåñòâî K ⊂ Rn, òîãäà C(K)� ýòî ìíîæåñòâî
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ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà K, C1(K)� ýòî ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èìåþùèõ
íåïðåðûâíûå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå íà K, Cm(K)� ýòî ìíîæåñòâî ôóíêöèé,
èìåþùèõ íà K âñå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî.
Èç ïðåäûäóùåãî âûòåêàåò, ÷òî C1(K) ⊂ C(K), Cm(K) ⊂ Cr(K), ïðè m > r.

C∞(K)� ýòî ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èìåþùèõ íà K íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå
äî ëþáîãî ïîðÿäêà, òî åñòü ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
öèé.

Îïðåäåëåíèå.Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôèíèòíîé íà îãðàíè÷åííîì ìíîæå-
ñòâå K, åñëè îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãðàíèöû
K. Åñëè ìíîæåñòâî K ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì Rn , òî ôóíêöèÿ íà-
çûâàåòñÿ ôèíèòíîé, åñëè îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ âíå íåêîòîðîé îãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè.
0
C (K) � ýòî ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ è ôèíèòíûõ íà K ôóíêöèé. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ êëàññû ôóíêöèé

0
Cm (K),

0
C∞ (K).

Â êàæäîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ôóíêöèÿ èç
0

C∞ (K) :
Ïóñòü îêðåñòíîñòü {x : |x − x0|2 < r2} òî÷êè x0 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè K .
Òîãäà ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ðàâíà
exp 1

|x−x0|2−r2 ïðè |x−x0|2 < r2 è ðàâíà íóëþ ïðè |x−x0|2 > r2 ,ïðèíàäëåæèò
0

C∞ (K).

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî èëè ìèíèìàëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå z îáëàñòè Ω ⊂ Rn è â òî÷êå z ñóùåñòâóþò
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíêöèè, òî ∂f

∂xk
(z) = 0 äëÿ 1 6 k 6 n.

Ïîêàæèòå, ÷òî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû íåâåðíî, åñëè ôóíêöèÿ f(x) ëèøü
íåïðåðûâíà â òî÷êå z èëè â òîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà ýêñòðåìóìà z ëåæèò íà
ãðàíèöå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà Ω̄. Åñëè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â Ω̄ ôóíêöèÿ
f(x) äîñòèãàåò íà ãðàíèöå ∂Ω è â òî÷êå ìàêñèìóìà ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ
ïî íîðìàëè ∂f

∂n , òî ïðîèçâîäíàÿ ïî âíóòðåííåé íîðìàëè ∂f
∂n 6 0 â ýòîé òî÷êå

ìàêñèìóìà.
Òåîðåìà î êîíå÷íîì ïðèðàùåíèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî

f(x) ∈ C1([a, b]). Òîãäà ∃ òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî f(b)−f(a) = f ′(c)(b−a).
Ôîðìóëà Òåéëîðà. Ïóñòü ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî

f(x) ∈ Cn+1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè
f(x) = f(a)+f ′(a)(x−a)+ 1

2f
′′(a)(x−a)2+ ...+ 1

n!f
n(a)(x−a)n+ 1

(n+1)!f
n+1(a+

θ(x− a))(x− a)n+1, 0 < θ < 1.
4. Òåîðåìà î "íåÿâíîé"ôóíêöèè. (ôîðìóëèðîâêà, ïðèìåðû):
Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x1, x2, ..., xn) ∈ C1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè a = (a1, a2, ..., an),

F (a1, a2, ..., an) = 0 è ∂F
∂x1

(a1, a2, ..., an) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
ϕ(x2, ..., xn) ∈ C1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè (a2, ..., an)
òàêàÿ, ÷òî F (ϕ(x2, ..., xn), x2, ..., xn) ≡ 0.

Îïðåäåëåíèå. Ïîâåðõíîñòü S ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ïðèíàäëåæàùåé êëàññó
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Cm,m > 0 , åñëè â îêðåñòíîñòè ëþáîé ñâîåé òî÷êè å¼ óðàâíåíèå ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå xk = ϕ(x1, x2, ..., xk−1, xk+1, ..., xn), ãäå ϕ ∈ Cm, à xk êàêàÿ-íèáóäü
êîîðäèíàòà.

Ïóñòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè S èìååò âèä: F (x1, x2, ..., xn) = 0. Äëÿ òîãî,
÷òîáû S ∈ C1, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû F ∈ C1 è íà ïîâåðõíîñòè S ∇F 6= 0. (Ýòî
âûòåêàåò èç òåîðåìû î "íåÿâíîé"ôóíêöèè.)

Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S� ýòî ∇F, à óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå x̃ èìååò âèä: (x−x̃,∇F (x̃)) = 0.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå S � ýòî êðèâàÿ. Åñëè å¼ óðàâíåíèå èìååò âèä x2 =
f(x1), òî íîðìàëü � ýòî âåêòîð ( df

dx1
,−1), à óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå x̃1

: x2 − f(x̃1) = df
dx1

(x̃1) (x− x̃1).
5.Çàìåíà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ äëÿ ôóíêöèè îò íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x) ∈ C1(Ω) â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn. Ïóñòü ôóíêöèè

y1(x), y2(x), ..., yn(x) òàêæå ïðèíàäëåæàò C1(Ω), òàê ÷òî ÿêîáèàí D(y1,y2,...,yn)
D(x1,x2,...,xn) 6=

0. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå è âçàèìíî äèôôåðåíöèðóå-
ìîå îòîáðàæåíèå x ⇔ y. Åñëè îáîçíà÷èòü ũ(y) ≡ u(x(y)), òî ∂u

∂xl
=

∑n
k=1

∂ũ(y)
∂yk

∂yk

∂xl
.

6.×èñëîâîé ðÿä � ýòî ôîðìàëüíàÿ ñóììà a1 + a2 + a3 + ..., ÷àñòè÷íàÿ
ñóììà Sn =

n∑
k=1

ak.

Ñõîäèìîñòü ðÿäà îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë Sn ïðè n →∞. Â ýòîì
ñëó÷àå ñóììîé ðÿäà S =

∞∑
k=1

ak íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn. Ïðè-
ìåðû. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà: an → 0 ïðè n → ∞. Ïðèìåðû
òîãî, ÷òî ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.

Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà îçíà÷àåò, ÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

k=1
|ak|.

Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè: åñëè |ak| 6 bk ∀k è ðÿä
∞∑

k=1
bk ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ

è ðÿä
∞∑

k=1
ak.

Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè: |an+1| < q |an| äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, ãäå
ïîñòîÿííîå ÷èñëî q < 1.

Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè: åñëè ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) ìî-
íîòîííî óáûâàåò, òî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
k=1

f(k) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî

ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
∞∫
N

f(x)dx.

7.Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé an(x) îïðå-
äåëåíà íà ìíîæåñòâå K (â ÷àñòíîì ñëó÷àå íà îòðåçêå [a, b],) òî ðàâíîìåðíàÿ
ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
k=1

ak(x) íà ìíîæåñòâå K îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíîìåðíî ïðè n →
∞ ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x). Ñîãëàñíî
êðèòåðèþ Êîøè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀ε > 0 ∃N òàêîå, ÷òî |Sn(x) − Sm(x)| <
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ε ∀n > N, m > N, ∀x ∈ K. Ïðèìåðû ðàâíîìåðíî è íåðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ
ðÿäîâ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà. Åñëè |an(x)| 6 bn ∀n,∀x ∈ K è ðÿä
∞∑

k=1
bk ñõîäèòñÿ, òî ðÿäû

∞∑
k=1

|ak(x)| è
∞∑

k=1
ak(x) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà ìíîæåñòâå K.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèè ϕk(x) íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå K è ðÿä
∞∑

k=1
ϕk(x)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå, òî ñóììà ðÿäà ϕ(x) =
∞∑

k=1
ϕk(x) òîæå

íåïðåðûâíà íà K.

Òåîðåìà.Åñëè ôóíêöèè ϕk(x) è ∂ϕk

∂xl
(x) íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå K, à ðÿ-

äû
∞∑

k=1
ϕk(x) è

∞∑
k=1

∂ϕk

∂xl
(x) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå, òî ðÿä ìîæ-

íî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî xl. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðå-
ðûâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñóììû ðÿäà ϕ(x) =

∞∑
k=1

ϕk(x) ïî xl è ∂ϕ
∂xl

(x) =
∞∑

k=1

∂ϕk

∂xl
(x).

8.Ñòåïåííûå ðÿäû.Ôóíêöèÿ f(x) âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x = (x1, x2, ..., xn)
íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, åñëè îíà â ýòîé îêðåñòíî-
ñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà
f(x) =

∞∑
n=1

∑
∑

ki=n

bk1,k2,...,kn
(x1 − a1)

k1(x2 − a2)
k2...(xn − an)

kn.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå f(x) =
∞∑

k=1

1
k!f

k(a)(x− a)k.

Ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé :
exp, cos, sin, ln, (1 + x)α.

Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z = x+iy � ýòî
ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì
f(z) =

∞∑
k=1

1
k!f

k(a)(z − z0)
k.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òàêîãî ðàçëîæåíèÿ � ñóùåñòâîâàíèå â ýòîé êîì-
ïëåêñíîé îêðåñòíîñòè íåïðåðûâíîé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(z). Åñëè
f ′(z0) 6= 0, òî ôóíêöèÿ f(z) îñóùåñòâëÿåò ïðè ýòîì êîíôîðìíîå îòîáðàæå-
íèå îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 íà îêðåñòíîñòü òî÷êè f(z0). Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè
ñîõðàíÿþòñÿ óãëû ìåæäó êðèâûìè, êàñàòåëüíûå ê êðèâûì ïîâîðà÷èâàþòñÿ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë arg f ′(z), à êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïî âñåì
íàïðàâëåíèÿì ðàâåí |f ′(z)|.

Åñëè ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè, òî å¼ âåùå-
ñòâåííàÿ ÷àñòü Ref(z) = u(x, y) è ìíèìàÿ ÷àñòü Imf(z) = v(x, y) óäîâëåòâî-
ðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Êîøè � Ðèìàíà:

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,
∂v

∂x
= −∂u

∂y
.

Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòè îáëàñòè Ω è L êóñî÷íî ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ
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â Ω, òî èíòåãðàë îò ôóíêöèè f(z) ïî êðèâîé L ðàâåí íóëþ.
9.Èíòåãðàë ôóíêöèè îäíîé è íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ñîáñòâåí-

íûé è íåñîáñòâåííûé (îïðåäåëåíèÿ, ïðèìåðû, ïðèçíàêè ñõîäèìî-
ñòè). Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë îò îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ïî îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì.

Ôîðìóëû ïåðâîîáðàçíûõ îò ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå

D, òî | ∫
D

f(x)dx| 6 max
D
|f(x)|mesD.

Åñëè D ñâÿçíîå ìíîæåñòâî (íàïðèìåð îòðåçîê, îêðóæíîñòü, ñôåðà, êðóã),
òî

∫
D

f(x)dx = f(y)mesD, ãäå y êàêàÿ-íèáóäü òî÷êà èç ìíîæåñòâà D.

Åñëè D îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî è ôóíêöèè f(x) è
g(x) > 0 íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå D, òî

∫
D

f(x)g(x)dx = f(y)
∫
D

g(x)dx, ãäå
y êàêàÿ-íèáóäü òî÷êà èç ìíîæåñòâà D.

Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) ïðèíàäëåæàò êëàññó C1([a, b]). Òîãäà
∫ b

a f(x)g′(x)dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
b∫
a

f ′(x)g(x)dx.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà ïðè x > a. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåí-
íûé èíòåãðàë

∫∞
a f(x)dx ñõîäèòñÿ, åñëè ∃ lim

b→∞
∫ b

a f(x)dx.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè
íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

∫∞
a f(x)dx ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ: |f(x)| 6 Mx−r, r >

1.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà ïðè a < x 6 b. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë
∫ b

a f(x)dx ñõîäèòñÿ, åñëè ∃ lim
ε→+0

∫ b

a+ε f(x)dx.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
∫ b

a f(x)dx ïðè
ýòèõ óñëîâèÿõ: |f(x)| 6 M(x− a)−r, r < 1.

Ôîðìóëà Ãðèíà.
Åñëè Ω îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, à

u(X) ∈ C1(Ω̄), òî
∫

Ω

∂u

∂x1
dx =

∫

∂Ω

u(x) cos(~n, ~x1)dS,

ãäå ~n âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂Ω.

10. Çàìåíà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ â îïðåäåë¼ííîì èíòåãðàëå.
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], à ìîíîòîííàÿ (!) ôóíêöèÿ
x(s) ∈ C1 íà îòðåçêå [α, β], x(α) = a, x(β) = b,

b∫

a

f(x)dx =

β∫

α

f(x(s))x′(s)ds.

11. Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà, ñîáñòâåííûå è íåñîá-
ñòâåííûå. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, çà-
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âèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà (îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû). Äèôôåðåíöèðî-
âàíèå ýòèõ èíòåãðàëîâ ïî ïàðàìåòðó (ïðàâèëî è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ).

Ïóñòü ôóíêöèè f(x, y) è ∂f
∂y íåïðåðûâíû ïðè a(y) 6 x 6 b(y), c 6 y 6

d, à ôóíêöèè a(y) è b(y) ïðèíàäëåæàò C1([c, d]). Òîãäà d
dy

b(y)∫
a(y)

f(x, y)dx =

b(y)∫
a(y)

df
dy(x, y)dx + f(b(y), y)b′(y)− f(a(y), y)a′(y).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà ïðè a 6 x < ∞, c 6 y 6 d, è íåñîá-
ñòâåííûé èíòåãðàë

∫∞
a f(x, y)dx ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ y èç ïðîìåæóòêà [c, d].

Ãîâîðÿò, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ äëÿ y ∈ [c, d], åñëè ∀ε >

0 ∃N òàêîå, ÷òî |
∫∞

N f(x, y)dx| < ε äëÿ âñåõ y ∈ [c, d].
Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà� íàëè÷èå ìàæîðàíòû: |f(x, y)| 6 ϕ(x) è èíòå-
ãðàë

∫∞
a ϕ(x)dx ñõîäèòñÿ.

Â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû |f(x, y)| 6 M |x|−r, r > 1.
Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà ïðè a 6 x < ∞, c 6 y 6 d, è íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë
∫∞

a f(x, y)dx ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ y èç ïðîìå-
æóòêà [c, d], òî ôóíêöèÿ F (y) =

∫∞
a f(x, y)dx íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [c, d].

Ïðèâåäèòå ïðèìåðû íåðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ,
à òàêæå ïðèìåð òîãî, ÷òî èíòåãðàë, ñõîäÿùèéñÿ íåðàâíîìåðíî ìîæåò áûòü
ðàçðûâíîé ôóíêöèåé.

Ïóñòü ôóíêöèè f(x, y) è ∂f
∂y íåïðåðûâíû ïðè a 6 x < ∞, c 6 y 6 d, à

íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû F (y) =
∫∞

a f(x, y)dx è
∞∫
a

df
dy(x, y)dx ðàâíîìåðíî ñõî-

äÿòñÿ äëÿ âñåõ y èç ïðîìåæóòêà [c, d]. Òîãäà ∃F ′(y) =
∞∫
a

df
dy(x, y)dx. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ìîæíî äèôôåðåí-
öèðîâàòü ïî ïàðàìåòðó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.

12.Òåîðåìû Âåéåðøðàññà î ïðèáëèæåíèè ôóíêöèè ïîëèíîìàìè.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ C([a, b]). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-

ëèíîìîâ, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ê ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b]. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ∀ε > 0 ∃ ïîëèíîì P (x) òàêîé, ÷òî |P (x) − f(x)| < ε äëÿ âñåõ
x ∈ [a, b].

Áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(x), ..., ϕn(x), ...},
îïðåäåë¼ííûõ íà îòðåçêå [a, b], ïîëíîé â C([a, b]) , åñëè äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè f(x) ∈ C([a, b]) è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ g(x)
ôóíêöèé ϕk(x) òàêàÿ,÷òî |g(x) − f(x)| < ε äëÿ âñåõ x ∈ [a, b]. Òàêèì îáðà-
çîì òåîðåìà Âåéåðøòðàññà óòâåðæäàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé xk

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé íà ëþáîì îòðåçêå äåéñòâèòåëüíîé îñè. Àíàëîãè÷íî ìíîæå-
ñòâî âñåâîçìîæíûõ ñòåïåíåé xj ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå â Rn.
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Áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(x), ..., ϕn(x), ...},
îïðåäåë¼ííûõ íà îòðåçêå [a, b], ïîëíîé â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì , åñëè äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ C([a, b]) è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáè-

íàöèÿ g(x) ôóíêöèé ϕk(x) òàêàÿ,÷òî
b∫
a

|g(x)− f(x)|2 < ε.

Íà îòðåçêå [0, 2π] ïîëíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâî cos kx, sinkx, k = 0, 1, 2, 3.... (Åñëè èç ýòîãî ìíîæåñòâà
óáðàòü õîòÿ áû îäíó(!) ôóíêöèþ, òî îíî ïåðåñòà¼ò áûòü ïîëíûì.) Ýòè ôóíê-
öèè îðòîãîíàëüíû íà îòðåçêå [0, 2π]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë îò ïðîèç-
âåäåíèÿ äâóõ ðàçíûõ ôóíêöèé èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïî îòðåçêó [0, 2π] ðàâåí
íóëþ.

13.Ðÿä Ôóðüå. Îïðåäåëåíèå, âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ, äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè, ïðèìåðû. Ïîëíîòà ñèñòåìû ôóíêöèé.

Ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [0, 2π] íàçûâàåòñÿ ðÿä

a0/2 +
∞∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx),

ãäå ak = 1
π

2π∫
0

f(x) cos kxdx, bk = 1
π

2π∫
0

f(x) sin kxdx.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2π. Åñëè f(x) ∈ Cm(R1),m >
1, òî ðÿä Ôóðüå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ è |ak|+ |bk| < Mk−m. Åñëè |ak|+ |bk| <
Mk−m−2, òî ðÿä Ôóðüå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà f(x) ∈ Cm(Rn).

Íà îòðåçêå [0, L] ïîëíîé ñèñòåìîé â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà
sin kπx

L , k = 1, 2, 3, ....Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f(x) èìååò âèä
∞∑

k=1
bk sin kπx

L , ãäå

bk = 2
L

∫
0L

f(x) sin kπx
L dx.

Íà òîì æå îòðåçêå ïîëíîé ñèñòåìîé â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ÿâëÿåòñÿ ñè-
ñòåìà cos kπx

L , k = 0, 1, 2, 3, ....Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f(x) èìååò âèä a0/2 +
∞∑

k=1
ak cos kπx

L , ãäå ak = 2
L

L∫
0

f(x) cos kπx
L dx.

Åñëè f(x) ∈ C1([0, L])), f(0) = f(L) = 0, òî ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå sin kπx
L

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ è |ak|+ |bk| < Mk−1.

Åñëè f(x) ∈
0

Cm ([0, L])),m > 1, òî ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå sin kπx
L ðàâíîìåð-

íî ñõîäèòñÿ è |ak|+ |bk| < Mk−m.
14.Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé

çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Ïóñòü ôóíêöèè f(x, y) è ∂f

∂y íåïðåðûâíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè (a, b) ∈ R2.

Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ dy

dx = f(x, y) òàêîå, ÷òî y(a) = b.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ óðàâíåíèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà y(n) =
f(x, y, y′, y′′, ..., y(n−1), y(a) = b0, y

′(a) = b1, ..., y
(n−1)(a) = bn−1 è äëÿ ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y(n)(x)+a1(x)y(n−1)+a2(x)y(n−2)+
... + an(x)y = f(x) ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò íà ëþáîì îòðåçêå,
íà êîòîðîì íåïðåðûâíû åãî êîýôôèöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü f(x).

15.Ðåøåíèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè (îäíîðîäíîãî è ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷à-
ñòüþ). Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ P (D)y ≡ y(n) +a1y
(n−1) +a2y

(n−2) + ...+any = 0,

ãäå D îçíà÷àåò d
dx , èìååò âèä

n∑
k=1

Ck exp λkx, ãäå λk� êîðíè ìíîãî÷ëåíà P (λ)

â ñëó÷àå, êîãäà âñå êîðíè ðàçëè÷íû. Â ñëó÷àå êðàòíûõ êîðíåé ñëàãàåìîå
exp λkx óìíîæàåòñÿ íà ïîëèíîì ñòåïåíè, íà åäèíèöó ìåíüøåé, ÷åì êðàòíîñòü
êîðíÿ λk.

×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ P (D)y = f(x) ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ
âèäà f(x) = pm(x) exp λx, ãäå pm(x) ïîëèíîì ñòåïåíè m, ìîæåò áûòü íàéäåíî
òàêæå â âèäå qm(x) exp λx, ãäå qm(x) èñêîìûé ïîëèíîì â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ
ðåçîíàíñà, òî åñòü â ñëó÷àå, êîãäà λ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà P (λ).
Åñëè P (λ) = 0, òî ñòåïåíü ïîëèíîìà íàäëåæèò óâåëè÷èòü íà âåëè÷èíó êðàò-
íîñòè êîðíÿ λ.

16. Ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ .

Ïóñòü
dxk

dt = fk(x), x ∈ Rn, k = 1, 2, ..., n (∗)
ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãëàäêèìè ïðàâû-

ìè ÷àñòÿìè. Ïåðâûì èíòåãðàëîì ýòîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ v(x) ,
íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííîé, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷å-
íèå íà ëþáîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé ýòîé ñèñòåìû, òî åñòü (åñëè u ∈ C1 )
dv
dt ≡

n∑
k=1

∂u
∂xk

dxk

dt = 0.

Ñóùåñòâóåò n ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äàííîé ñè-
ñòåìû uk(x), òàê ÷òî D(u1,u2,...,un)

D(x1,x2,...,xn) 6= 0.

Ñèñòåìó (*) ÷àñòî çàïèñûâàþò â ñèììåòðè÷íîì âèäå: dx1

f1(x) = dx2

f2(x) = ... =
dxn

fn(x) . Ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (*) u(x) ∈ C1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî
îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî
ïîðÿäêà:

n∑
k=1

fk(x) ∂u
∂xk

= 0.

17.Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû. Çà-
êîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.Êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó A(x) =

n∑
k,l=1

ak,lxkxl

ìîæíî íåâûðîæäåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåìåííûõ x ⇔ y : xk =
n∑

i=1
ck,iyiïðèâåñòè
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ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó: A(x) =
n∑

m=1
λmy2

m, ãäå λm ðàâíû ëèáî 0, ëèáî +1, ëè-
áî −1. Ïðè ýòîì ÷èñëî íóëåé, åäèíèö è ìèíóñ åäèíèö íå çàâèñèò îò ñïîñîáà
ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.
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