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Методический указания разъясняют основные понятия курса диф-

ференциальной геометрии и топологии: понятие гладкого многообразия,
тензорного поля, аффинной связности. Даются рекомендации к решению
стандартных задач. Особое внимание уделяется инвариантности постро-
ения геометрических объектов, сказанных с многообразиями.

В первой части разъясняется основное понятие дифференциальной
геометрии — понятие гладкого многообразия. Особое внимание уделено
связи этого понятия с известными студентам способами задания кривых
и поверхностей в пространстве.

Во второй части вводятся основные объекты геометрии и анализа
на многообразиях: векторы, ковекторы, тензоры, риманова метрика. Де-
тально исследуются свойства преобразований этих объектов при гладкой
замене координат. Подробно излагаются решения некоторых типовых за-
дач.

Третья часть методических указаний посвящена геометрическому по-
строению параллельного переноса и ковариантного дифференцирования
на гиперповерхности в евклидовом пространстве и обобщению этих кон-
струкций на произвольные римановы многообразия.



Глава 1

Гладкие многообразия

1.1 Понятие гладкого многообразия.
В курсе топологии n-мерным многообразием называется хаусдорфово
пространство со счетной базой, каждая точка которого обладает окрест-
ностью, гомеоморфной открытому подмножеству n-мерного евклидова
пространства Rn.

Упражнение 1. Изучите понятия, входящие в это определение: топо-
логическое пространство, открытое множество, окрестность точки,
база топологического пространства, гомеоморфизм, хаусдорфово про-
странство (см.[1], гл.1, §1, п.п.1.1, 1.3, 1.7, 4.1, 4.7, 5.2, 5.3).

Требования хаусдорфовости и существования счетной базы необхо-
димы для того, чтобы многообразие было гомеоморфно подмножеству
некоторого евклидова пространства. Эти же требования достаточны для
метризуемости многообразия (см.[1], гл.3, §1, п.1.12 на с.136).

По определению каждая точка p многообразия M содержится в от-
крытом множестве U ⊂ M , для которого существует гомеоморфизм
φ : U → W ⊂ Rn причем W = φ(U) открыто в Rn.

Определение 1. Пара (U , φ), состоящая из открытого множества
U ⊂M и гомеоморфизма φ, описанного выше, называется картой мно-
гообразия M .

Если p ∈ U , то φ(p) ∈ Rn. Обозначим через (x1, . . . , xn) декартовы
координаты в Rn, тогда φ(p) = (x1(p), . . . , xn(p)).

Пусть (U , φ) и (V , ψ) — две карты. Для точки p ∈ U ∩V получаем два
набора локальных координат:

φ(p) = (x1(p), . . . , xn(p)) ∈ φ(U ∩ V) ⊂ Rn
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ψ(p) = (x1
′
(p), . . . , xn

′
(p)) ∈ ψ(U ∩ V) ⊂ Rn.

Так как φ и ψ — гомеоморфизмы, то определен гомеоморфизм ψφ−1

открытого множества φ(U ∩V) ⊂ Rn на открытое множество ψ(U ∩V) ⊂
Rn:

Определение 2. Гомеоморфизм ψφ−1 называется функцией перехода
от карты (U , φ) к карте (V , ψ).

В локальных координатах функция перехода задается набором n чис-
ловых функций

xi
′
= xi

′
(x1, . . . , xn), i′ = 1′, . . . , n′, (1.1)

определенных на множестве φ(U ∩ V) ⊂ Rn.

Определение 3. Совокупность карт {(Uα, φα)}, для которой множе-
ства Uα, образуют покрытие многообразия M , называется его атла-
сом.

Так как M обладает счетной базой, то из всякого его атласа можно
выделить счетный, а если M компактно, то и конечный атлас.

Определение 4. Две карты (U , φ) и (V , ψ) называются согласованны-
ми, если функции перехода ψφ−1 и φψ−1 являются гладкими всюду в их
областях определения.

Слово "гладкие"означает, что наборы числовых функций (1.1) и

xi = xi(x1
′
, . . . , xn

′
), i = 1, . . . , n, (1.2)

задающие эти функции перехода, имеют непрерывные частные произ-
водные всех порядков по всем переменным.

Если U∩V = ∅, то карты (U , φ) и (V , ψ) по определению согласованы.
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Определение 5. Многообразие M называется гладким, если задан ат-
лас {(Uα, φα)}, любые две карты которого согласованы.

Пример 1. Многообразие с атласом, состоящим из одной карты, все-
гда гладкое.

Пример 2. Пример атласа с несогласованными картами см.[2], пример
5 на с.100.

При изучении гладкого многообразия не обязательно ограничивать-
ся картами атласа {(Uα, φα)}, определяющего это многообразие. Можно
пользоваться и любыми другими картам, согласованными с картами ис-
ходного атласа.

Определение 6. Локальной системой координат на гладком многооб-
разии M называется любая карта (U , φ), согласованная со всеми карта-
ми атласа {(Uα, φα)}, определяющего это многообразие. Если записать

φ(p) = (x1(p), . . . , xn(p)) ∈ Rn, p ∈ U , (1.3)

то функции x1(p), . . . , xn(p) : U → R называются локальными координа-
тами на карте (U , φ).

В частности, всякая карта (Uα, φα), входящая в атлас, определяющий
гладкое многообразие M , является локальной системой координат.

В дальнейшем мы будем для краткости опускать гомеоморфизм φ
в обозначении карты (U , φ) и говорить просто о карте U и локальных
координатах {xi} на ней, имея в виду функции xi(p), определяемые ра-
венством (1.3). При этом точка p ∈ U отождествляется с набором чисел
(x1, . . . , xn) — ее координат на этой карте.

Пример 3. Примеры гладких многообразий — область в евклидовом
пространстве, окружность, график гладкой функции, n-мерная сфера,
проективная плоскость — приводятся в [2], гл.3, §1, примеры 1-5.

1.2 Многомерные поверхности как многооб-
разия.

Естественное обобщение кривой на плоскости и поверхности в простран-
стве приводит к понятию гиперповерхности, то есть n-мерной поверхно-
сти S в (n+ 1)-мерном пространстве Rn+1 с декартовыми координатами
(y1, . . . , yn+1). Есть три стандартных способа задания таких поверхно-
стей:
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1. Явное задание: yn+1 = f(y1, . . . , yn);

2. Неявное задание: F (y1, . . . , yn+1) = 0;

3. Параметрическое задание:

y1 = y1(x1, . . . , xn)

y2 = y2(x1, . . . , xn)

...

yn+1 = yn+1(x1, . . . , xn)

или, более кратко, −→r = −→r (x), где −→r = (y1, . . . , yn+1) — радиус-вектор
точки поверхности, x = (x1, . . . , xn) — параметрическая точка, пробега-
ющая некоторую область U в пространстве Rn с декартовыми координа-
тами (x1, . . . , xn).

Пусть точка y0 = (y10, . . . , y
n
0 ) ∈ S, тогда при явном задании части

поверхности S вблизи точки y0 требуется, чтобы функция f была глад-
кой (то есть бесконечно дифференцируемой) в некоторой окрестности
V точки y0 = (y10, . . . , y

n
0 ) ∈ Rn. При неявном задании требуется, что-

бы F была гладкой в некоторой окрестности U точки y0 в Rn+1, причем
grad F ̸= 0 при F (y1, . . . , yn+1) = 0, то есть в точках поверхности S, со-
держащихся в U . При параметрическом задании требуется, чтобы функ-
ции y1(x1, . . . , xn), . . ., yn+1(x1, . . . , xn) были гладкими в окрестности V
точки x0 = (x10, . . . , x

n
0 ) ∈ Rn, для которой y1(x0) = y10,. . .,yn+1(x0) = yn+1

0 ,
причем ранг матрицы Якоби:

∂y1

∂x1 · · · ∂y1

∂xn

∂y2

∂x1 · · · ∂y2

∂xn

...
...

...
∂yn+1

∂x1 · · · ∂yn+1

∂xn

 (1.4)

в точках x ∈ V должен быть максимальным, то есть равным n. Доказы-
вается, что при этих предположениях все три способа задания поверхно-
сти S в окрестности точки y0 эквивалентны (см.[3], гл.2, §7, п.1 или [4],
ч.1, §7, теорема 1). Поверхность S, которую можно задать одним из этих
способов в окрестности каждой ее точки, называется гладкой.

Пример 4. При n = 1 получаем кривую на плоскости. По традиции ко-
ординаты (y1, y2) на плоскости обозначаются (x, y). Явное задание кри-
вой имеет вид y = f(x), неявное — F (x, y) = 0, где grad F = (∂F

∂x
, ∂F
∂y
) ̸= 0

на кривой. Параметрически кривая задается уравнениями x = x(t),y =
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y(t), где t = x1 — традиционное обозначение параметра. Условие на ранг

матрицы
(

∂x
∂t
∂y
∂t

)
означает отличие от нуля хотя бы одной из входя-

щих в нее производных. В классической дифференциальной геометрии
такие параметризованные кривые называются регулярными.

Пример 5. При n = 2 получаем поверхность в трехмерном евклидовом
пространстве R3 с координатами (y1, y2, y3) = (x, y, z). Явное задание
поверхности S: z = f(x, y). Неявное задание: F (x, y, z) = 0, где grad F =(

∂F
∂x
, ∂F
∂y
, ∂F
∂z

)
̸= 0 на S.

При параметрическом задании поверхности S используются обозна-
чения параметров (x1, x2) = (u, v), принадлежащие Гауссу. Уравнения,
задающие поверхность, имеют вид:

x = x(u, v)
y = y(u, v)
z = z(u, v)

(1.5)

Их можно записать в виде одного векторного равенства −→r = −→r (u, v),
где −→r = (x, y, z) — радиус-вектор точки поверхности. Условие на ранг

матрицы

 xu xv
yu yv
zu zv

 означает, что ее столбцы ru, rv линейно незави-

симы, а это эквивалентно тому, что векторное произведение [−→ru ,−→rv ] ̸=
0 (здесь приняты стандартные обозначения для частных производных:
xu = ∂x

∂u
, xv = ∂x

∂v
и так далее).

Теорема 1. Пусть множество S ⊂ Rn+1 задается уравнением F (y1, . . . , yn+1) =
0, где F — функция, гладкая в некоторой окрестности S, и grad F =(

∂F
∂y1
, . . . , ∂F

∂yn+1

)
̸= 0 на S. Тогда S является гладким n-мерным многооб-

разием, причем атлас {(Uα, φα)} можно выбрать так, чтобы отобра-
жения φα были проекциями на координатные гиперплоскости, то есть
φα(y

1, . . . , yn+1) = (y1, . . . , yj−1, yj+1, . . . , yn+1), где j зависит от α.

Доказательство. Доказательство см. в [2], теорема 1 на с.109.

Более общий случай n-мерной поверхности в (n + m)-мерном про-
странстве, заданной системой m уравнений, рассмотрен в [2], с.111-112,
в [3], с.73-74 и в [4], с.114-115 и 118-119. Если такая поверхность задается
системой уравнений с гладкими левыми частями

F1(y
1, . . . , yn+m) = 0,
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...

Fm(y
1, . . . , yn+m) = 0,

причем векторы grad F1,. . .,grad Fm линейно независимы в каждой точке
поверхности, то она является n-мерным гладким многообразием.



Глава 2

Тензоры

2.1 Касательные векторы к поверхности.

Пусть γ : (−ε, ε) → Rn+1 — гладкая кривая, заданная параметрически
уравнениями yj = yj(t), j = 1, . . . , n + 1 (в векторной форме −→r = −→r (t),
где −→r = (y1, . . . , yn+1)).

Определение 7. Катательным вектором (или вектором скорости)
кривой γ в точке y0 = −→r (t0) называется вектор −̇→r (t0) =

(
∂y1

∂t
(t0), . . . ,

∂yn+1

∂t
(t0)

)
∈

Rn+1.

Пусть теперь задана гладкая n-мерная поверхность S ⊂ Rn+1 и фик-
сирована точка y0 = (y10, . . . , y

n+1
0 ) ∈ S. Рассмотрим все гладкие кривые

γ : (−ε, ε) → S, подходящие при t0 = 0 через точку y0: γ(0) = y0. Число
ε = ε(γ) — свое для каждой кривой γ.

Теорема 2. Касательные векторы ко всей таким кривым в точке y0
лежат в одной n-мерной плоскости. Эта плоскость называется каса-
тельной плоскостью к поверхности S в точке y0.

Доказательство. Мы дадим три доказательства в соответствии с тре-
мя способами задания S в окрестности точки y0, при этом получим три
формы записи уравнений касательной плоскости, удобные для решения
задач.

Пусть S задана явно: yn+1 = f(y1, . . . , yn). Условие γ(t) ∈ S имеет вид
yn+1(t) = f(y1(t), . . . , yn(t)). По правилу дифференцирования сложной
функции

ẏn+1(0) =
n∑

j=1

∂f

∂yj
(y0)ẏ

j(0). (2.1)

9
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Равенство (2.1) можно записать как условие ортогональности (−̇→r (0),
−→
N ) =

0 вектора −̇→r (0) = (ẏ1(0), . . . , ẏ
n+1(0)), касательного к кривой γ в точке

y0, и вектора
−→
N = (− ∂f

∂y1
(y0), . . . ,− ∂f

∂yn
(y0), 1).

Но вектор
−→
N не зависит от кривой γ, поэтому касательные векторы

ко всем кривым ортогональны
−→
N и, следовательно, лежат в плоскости,

перпендикулярной вектору
−→
N и проходящей через точку y0. Уравнение

этой плоскости имеет вид:

yn+1 − yn+1
0 =

n∑
j=1

∂f

∂yj
(y0)(y

j − yj0). (2.2)

Пусть теперь S задана неявно уравнением F (y1, . . . , yn+1) = 0. Усло-
вие γ(t) ∈ S записывается в виде F (y1(t), . . . , yn+1(t)) = 0. Дифференци-
руя это равенство по t и полагая t = 0, получим

n+1∑
j=1

∂F

∂yj
(y0)ẏj(0) = 0. (2.3)

Равенство (2.3) выражает ортогональность вектора −̇→r (0) = (ẏ1(0), . . . , ẏ
n+1(0)),

касательного к γ, и вектора
−→
N = grad F =

(
∂F
∂y1

(y0), . . . ,
∂F

∂yn+1 (y0)
)
̸= 0.

Поэтому касательные векторы ко всем кривым, проходящим через точку
y0, лежат в плоскости, проходящей через эту точку ортогонально вектору−→
N . Уравнение этой плоскости имеет вид:

n+1∑
j=1

∂F

∂yj
(y0)(y

j − yj0) = 0. (2.4)

Пусть S задана параметрически: −→r = −→r (x) (см. гл.1 п.2). Условие
γ(t) ∈ S имеет вид −→r (t) = −→r (x(t)) = −→r (x1(t), . . . , xn(t)). Продиффе-

ренцируем это равенство и положим t = 0: −̇→r (0) =
n∑

j=1

∂−→r
∂xi (x0)ẋ

i(0),

x0 = (x10, . . . , x
n
0 ). Мы видим, что для любой кривой γ касательный век-

тор −̇→r (0) линейно выражается через n векторов ∂−→r
∂x1 (x0), . . . ,

∂−→r
∂xn (x0), то

есть лежит в натянутой на них плоскости. Эти векторы являются столб-
цами матрицы Якоби (1.4). Так как ранг этой матрицы равен n, то n ее
столбцов линейно независимы. Поэтому плоскость, натянутая на векто-
ры ∂−→r

∂xi (x0), имеет размерность n. Если мы хотим написать общее уравне-
ние этой плоскости, то нужно найти ее нормальный вектор. Он задается,
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например, формулой

−→
N =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→e1 −→e2 · · · −−→en+1
∂y1

∂x1
∂y2

∂x1 · · · ∂yn+1

∂x1

...
...

...
...

∂y1

∂xn
∂y2

∂xn · · · ∂yn+1

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.5)

(см.[5], гл.5, §5.2, п.5.21 на с.399). Здесь −→ej = (0, . . . , 1
j
, . . . , 0), j = 1, . . . , n+

1, а определитель, содержащий векторы, понимается как результат его
раскрытия по первой строке. Уравнение касательной плоскости имеет
вид (−→r − y,

−→
N ) = 0 или, в развернутой форме:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 − y10 y2 − y20 · · · yn+1 − yn+1
0

∂y1

∂x1
∂y2

∂x1 · · · ∂yn+1

∂x1

...
...

...
...

∂y1

∂xn
∂y2

∂xn · · · ∂yn+1

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x=x0

= 0 (2.6)

2.2 Касательные векторы к многообразию, их
координаты. Преобразование координат
вектора

Касательный вектор к n-мерной поверхности в (n + 1)-мерном евкли-
довом пространстве определялся как вектор скорости некоторой кри-
вой, лежащей на поверхности. При этом многие разные кривые могли
иметь один и тот же вектор скорости в данной точке. Пусть теперь да-
но n-мерное гладкое многообразие M и точка p0 ∈ M . Как определить
касательный вектор к M в точке p0? Естественно, чтобы он был век-
тором скорости кривой, лежащей на M . Но теперь эта кривая уже не
содержится ни в каком евклидовом пространстве, поэтому определить
касательный вектор к ней как в определении (7) уже нельзя. Да и само
понятие гладкой кривой нуждается в точном определении. Руководя-
щим соображением при выработке этих определений является то, что
кривая, лежащая на M , локально (то есть в окрестности каждой своей
точки) изображается на некоторой карте атласа, определяющего много-
образие M , и это изображение лежит в евклидовом пространстве, где
имеет смысл понятие гладкости кривой и касательного вектора к ней.
Нужно еще позаботиться о том, чтобы определения не зависели от вы-
бора участвующих в них карт.
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Определение 8. Кривая γ : (−ε, ε) → M называется гладкой в точке
p0 = γ(t0), если в некоторой локальной системе координат {xi}, опреде-
ленной в окрестности точки p0, функции xi(t), задающие эту кривую,
является гладкими в окрестности точки t0 ∈ (−ε, ε).

Поясним это определение. Локальная система координат — это гомео-
морфизм φ : U → W ⊂ Rn, где U — окрестность точки p0 в M . Согласно
(1.3) φ(p) = (x1(p), . . . , xn(p)). Если p = γ(t), то композиция

(φγ)(t) = φ(γ(t)) = (x1(γ(t)), . . . , xn(γ(t))) = (x1(t), . . . , xn(t)), (2.7)

так что функции xi(t), задающие кривую γ — это просто функции, пара-
метрически задающие кривую φγ в евклидовом пространстве. Кривая γ
называется гладкой, если эти функции имеют непрерывные производные
всех порядков в некоторой окрестности точки t0.

Если в окрестности точки p0 взять другую локальную систему коор-
динат {xi′}, то в ней кривая γ (а формально ψγ = (ψφ−1)(φγ)) задается
согласно (1.1) функциями xi′(t) = xi

′
(x1(t), . . . , xn(t)), i′ = 1′, . . . , n′, кото-

рые также являются гладкими в окрестности точки t0, как композиции
гладких функций. Здесь существенно использовано условие согласован-
ности карт φ и ψ, равносильной гладкости функций xi

′
(x1, . . . , xn). По-

этому свойство кривой быть гладкой в данной точке зависит только от
этой кривой, а не от выбора локальной системы координат, участвующей
в определении гладкости (8).

Естественное требование к (пока не определенному) понятию вектора
скорости кривой на многообразии состоит в том, чтобы изображения
кривых с одинаковыми векторами скорости в данной точке на любой
карте имели одинаковые векторы скорости.

Определение 9. Пусть γ1 : (−ε1, ε1) → M , γ2 : (−ε2, ε2) → M — глад-
кие кривые, причем γ1(0) = γ2(0) = p0. Будем называть эти кривые
соприкасающимися в точке p0 (обозначение γ1 ∼ γ2), если в некоторой
локальной системе координат {xi} в окрестности точки p0 функции
xi1(t) и xi2(t), задающие эти кривые, имеют в точке t0 = 0 равные про-
изводные:

ẋi1(0) = ẋi2(0), i = 1, . . . , n. (2.8)

Задача 1. Соприкасаются ли кривые

γ1 :

{
x = 2t
y = 0

(прямая) и γ2 :
{
x = t
y = t2

(парабола) в точке p0 =

(0, 0) ∈ R2?

Ответ: нет.
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Лемма 1. Свойство кривых быть соприкасающимися не зависит от
выбора локальной системы координат, участвующей в определении это-
го свойства.

Доказательство. Пусть {xi′} — другая локальная система координат
в окрестности точки p0. Кривые γ1 и γ2 задаются в ней функциями
xi

′
1 (t) = xi

′
(x11(t), . . . , x

n
1 (t)), xi

′
2 (t) = xi

′
(x12(t), . . . , x

n
2 (t)). По правилу диф-

ференцирования сложных функций ẋi
′
1 (0) =

n∑
i=1

∂xi′

∂xi (x0)ẋ
i
1(0), ẋi

′
2 (0) =

n∑
i=1

∂xi′

∂xi (x0)ẋ
i
2(0), где x0 = (x10, . . . , x

n
0 ) — координаты точки p0. Если γ1 ∼

γ2, то правые части этих равенств совпадают, тогда совпадают и левые,
то есть γ1 и γ2 соприкасаются и в системе координат {xi′}.

Упражнение 2. Проверьте, что отношение соприкасания кривых яв-
ляется отношением эквивалентности, то есть удовлетворяет усло-
виям:

рефлексивности γ ∼ γ;

симметричности γ1 ∼ γ2 ⇒ γ2 ∼ γ1;

транзитивности γ1 ∼ γ2, γ2 ∼ γ3 ⇒ γ1 ∼ γ3.

Из результата этого упражнения следует, что множество всех кривых,
проходящих через точку p0, распадается на непересекающиеся классы
эквивалентности (кривые γ1 и γ2 принадлежат одному классу тогда и
только тогда, когда γ1 ∼ γ2).

Определение 10. Касательным вектором ξ в точке p0 ∈M к многооб-
разию M называется класс эквивалентности соприкасающихся кривых
в точке p0.

Класс эквивалентности кривых, соприкасащихся с данной кривой γ,
обозначается [γ]. По определению класса [γ1] = [γ2] ⇔ γ1 ∼ γ2. Равенство
ξ = [γ] на практике означает, что для ответа на любой вопрос о векторе
ξ нужно взять представляющую его кривую γ (для которой ξ является
вектором скорости), задать параметрически ее изображение в некоторой
локальной системе координат и вычислить все, что требуется.

Отметим, что понятие касательного вектора не зависит от выбора ло-
кальной системы координат в окрестности точки p0, так как в определе-
нии (10) никакие координаты не упоминаются. Это полностью аналогич-
но положению в линейной алгебре, где вектор определяется как элемент
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линейного пространства, независимо от выбора базиса в этом простран-
стве. Но для конкретных вычислений нужно выбрать базис, рассмотреть
координаты вектора относительно этого базиса и работать с ними. Точно
так же для вычислений с касательными векторами нужно определить их
координаты относительно любой локальной системы координат.

Пусть {xi} — локальная система координат в окрестности точки p0,
и ξ = [γ] — касательный вектор в точке p0. Кривая γ задается в этой
системе координат функциями xi(t), i = 1, . . . , n (см.(2.7)).

Определение 11. Координатами вектора ξ относительно системы
координат {xi} называются числа ξi = ẋi(0).

Лемма 2. Это определение корректно, то есть не зависит от выбора
кривой γ из класса ξ = [γ] эквивалентности соприкасающихся кривых.

Доказательство. Пусть γ1 ∈ [γ] — другая кривая из этого класса, тогда
γ1 ∼ γ. По определению (9) соприкасающихся кривых ẋi1() = ẋi(0) =
ξi, то есть координаты вектора ξ, вычисленные при помощи кривой γ1,
совпадают с координатами, вычисленными при помощи γ.

Таким образом, координаты касательного вектора зависят только от
самого вектора, а не от выбора кривой, представляющей этот вектор. Но
эти координаты существенным образом зависят от локальной системы
координат {xi} в окрестности точки p0. Прежде чем вывести формулы
этой зависимости, введем соглашение о сокращении обозначений, кото-
рое называется правилом суммирования Эйнштейна.

Правило. Если в выражении, содержащем переменные с индексами,
(которые могут быть верхними или нижними) одна в та же бук-
ва встречается и в качестве верхнего и в качестве нижнего индекса,
то эта буква является индексом суммирования, то есть по индексу,
обозначенному этой буквой, проводится суммирование по всем его воз-
можным значениям.

Рассмотрим примеры на применение этого правила. Запись aixj озна-
чает одночлен — произведение переменной ai на переменную xj. Запись
же aix

i означает, что по индексу i происходит суммирование: aixi =
a1x

1 + a2x
2 + . . .+ anx

n.
Индексы при локальных координатах пишутся всегда сверху: xi, xi′ .

Обратите внимание, что штрих мы пишем не при переменной, а при
ее индексе. В выражении типа ∂xi′

∂xi индекс i′ — верхний, а i — нижний.
Запись ∂xi′

∂xi ξ
i означает, согласно правилу (2.2), сумму ∂xi′

∂x1 ξ
1+ ∂xi′

∂x2 ξ
2+ . . .+

∂xi′

∂xn ξ
n. В обоих приведенных примерах видно, что буква i, обозначающая
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индекс суммирования (то есть повторяющаяся один раз сверху и один
раз снизу), вообще не входит в формулу, поэтому ее можно заменить на
любую другую букву, которая по-прежднему будет обозначать индекс
суммирования. Например, выражения aix

i, ajxj, akxk означают одно и
то же, а именно сумму a1x

1 + . . . + anx
n. Зафиксируем это наблюдение

для дальнейших ссылок.

Замечание 1. Индекс суммирования можно обозначать любой буквой,
так как при замене этой буквы на другую сумма не изменится.

Конечно, букву для обозначения индекса суммирования нужно выби-
рать отличной от букв, обозначающих все другие индексы, но в осталь-
ном — произвольно.

Выведем теперь правило преобразования координат вектора. Пусть
{xi} и {xi′} — две локальных системы координат в окрестности точки p0,
ξ — касательный вектор в этой точке. Он имеет координаты ξi в первой
системе локальных координат и ξi′ — во второй.

Лемма 3. Координаты вектора ξ в локальных системах координат
{xi} и {xi′} связаны формулами:

ξi
′
=
∂xi

′

∂xi
ξi (суммирование по i); (2.9)

ξi =
∂xi

∂xi′
ξi

′
(суммирование по i′). (2.10)

Символами ∂xi′

∂xi здесь обозначены значения производных в точке x0 =
(x10, . . . , x

n
0 ), изображающей точку p0 в системе координат {xi}, анало-

гично ∂xi

∂xi′ берутся в точке x0 = (x1
′

0 , . . . , x
n′
0 ).

Доказательство. Пусть ξ = [γ], и в локальной системе координат {xi}
кривая γ задается функциями xi(t). Тогда в координатах {xi′} γ задается
функциями xi′(t) = xi

′
(x1(t), . . . , xn(t)). По правилу дифференцирования

сложной функции

ẋi
′
(0) =

∂xi
′

∂xi
(x0)ẋ

i(0). (2.11)

Но ẋi′(0) = ξi
′ , ẋi(0) = ξi, поэтому из (2.11) следует (2.9). Меняя ролями

нештрихованные и штрихованные координаты, получим (2.10).

Задача 2. В точке p0 с декартовыми координатами (−
√
3,−1,−2) за-

дан вектор ξ, сферические координаты которого равны (0,−1, 2). Най-
дите декартовы координаты этого вектора.
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Решение. Обозначим декартовы координаты точек через {xi}, сфе-
рические — через {xi′}. Тогда

x1 = x
x2 = y
x3 = z

,


x1

′
= r

x2
′

= θ
x3

′
= φ

,


x = r sin θ cosφ
y = r sin θ sinφ
z = r cos θ

,

где 0 < θ < π, 0 < φ < 2π. Далее, имеем x10 = x0 = −
√
3

x20 = y0 = −1
x30 = z0 = −2

,


ξ1

′
= 0

ξ2
′

= −1
ξ3

′
= 2

.

Декартовы координаты ξi вектора ξ вычисляются по формуле (2.10),
где частные производные берутся в точке p0, записанной в сферических
координатах. Матрица Якоби имеет вид:(

∂xi

∂xi′

)
=

 sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ −r sin θ 0


(r0,θ0,φ0),

(2.12)

где (r0, θ0, φ0) — сферические координаты точки p0. Имеем:

r0 =
√
x20 + y20 + z20 =

√
(−

√
3)2 + (−1)2 + (−2)2 = 2

√
2,
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cos θ0 =
z0
r0

= −2
2
√
2
= −1√

2
,

а так как 0 < θ0 < π, то θ0 = 3
4
π, sin θ0 = 1√

2
. Далее:

cosφ0 =
x0

r0 sin θ0
= −

√
3
2

,

sinφ0 =
y0

r0 sin θ0
= −1

2
.

Этого уже достаточно для вычисления матрицы Якоби (2.12):

(
∂xi

∂xi′

)
=

 −
√
3

2
√
2

√
3 1

− 1
2
√
2

1 −
√
3

− 1√
2

−2 0


Упражнение 3. Верно ли, что

φ0 = arccos
(
−

√
3
2

)
?

φ0 = arcsin
(
−1

2

)
?

Ответ: нет, поскольку

arccos
(
−

√
3
2

)
= 5

6
π,

arcsin
(
−1

2

)
= −π

6
, а φ0 =

7
6
π.

Упражнение 4. Верно ли, что θ0 = arccos
(
− 1√

2

)
?

Ответ: да, поскольку из 0 < θ0 < π следует, что всегда θ0 = arccos z0
r0

.
В формуле (2.10) верхний индекс i — это номер строки матрицы

(2.12), а нижний индекс i′ — номер столбца. Поэтому суммирование идет
в i-й строке матрицы (2.12) по номеру столбца, что соответствует умно-
жению этой матрицы слева на вектор-столбец ξi′ : ξ1

ξ2

ξ3

 =

 −
√
3

2
√
2

√
3 1

− 1
2
√
2

1 −
√
3

− 1√
2

−2 0


 0

−1
2

 =

 2−
√
3

−1− 2
√
3

2

 .

Ответ: декартовы координаты вектора ξ равны (2−
√
3,−1−2

√
3, 2).
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2.3 Касательное пространство, базис в нем.

Определение 12. Множество всех касательных векторов к M в точ-
ке p0 называется касательным пространством к M в этой точке и
обозначается Tp0M .

Пусть {xi} — локальная система координат в окрестности точки p0.
Каждому вектору ξ ∈ Tp0M можно поставить в соответствие набор его
координат (ξ1, . . . , ξn). Этим определено отображение касательного про-
странства в Tp0M в n-мерное арифметическое пространство.

Лемма 4. Это отображение биективно.

Доказательство. Инъективность: пусть два вектора ξ = [γ1] и η = [γ2]
переходят в один и тот же вектор из арифметического пространства.
Тогда для всех i ξi = ηi. По определению (11) координат вектора полу-
чаем ẋi1(0) = ẋi2(0) для всех i, но тогда по определению (9) кривые γ1 и
γ2 соприкасаются в точке p0, и по определению класса эквивалентности
кривых [γ1] = [γ2], то есть ξ = η.

Сюръективность: возьмем любой набор чисел (ξ1, . . . , ξn) и рассмот-
рим кривую γ, задаваемую в локальной системе координат {xi} функ-
циями xi(t) = xi0 + tξi, i = 1, . . . , n, где xi0 — координаты точки p0.

Определим вектор ξ = [γ]. Его i-я координата равна ẋi(0) = ξi, то есть
набор чисел (ξ1, . . . , ξn) является образом вектора ξ при нашем отобра-
жении.

При помощи леммы (4) мы можем перенести с Rn на Tp0M операции
сложения векторов и умножения вектора на число. Таким образом, сум-
ма касательных векторов ξ и η есть вектор ξ+ η, координаты которого в
системе координат {xi} равны ξi + ηi, а произведение касательного век-
тора ξ на число c есть вектор cξ, координаты которого равны cξi. Лемма
(4) означает, что для определенных таким образом линейных операций
в Tp0M выполняются все аксиомы линейного пространства (поскольку
они выполняются в Rn), и отображение Tp0M → Rn из этой леммы яв-
ляется изоморфизмом линейных пространств. Единственная возможная
неприятность — это зависимость линейных операция в Tp0M от выбора
локальной системы координат {xi}. Следующая лемма показывает, что
такой неприятности на самом деле не возникает.

Лемма 5. Определенные выше линейные операции над касательными
векторами не зависят от выбора локальной системы координат, участ-
вующей в их определении.
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Доказательство. Обозначим через ξ+ η сумму векторов, определенную
при помощи координат {xi}, а через сумму ξ+′ η — сумму, определенную
при помощи координат {xi}. Таким образом, координаты вектора ξ + η
в системе координат {xi} равны (ξ + η)i = ξi + ηi. По формуле перехода
(2.10) в системе координат {xi′} координаты этого вектора равны (ξ +

η)i
′
= ∂xi′

∂xi (ξ+η)
i = ∂xi′

∂xi (ξ
i+ηi) = ∂xi′

∂xi ξ
i+ ∂xi′

∂xi η
i = ξi

′
+ηi

′ . С другой стороны,
вектор ξ+′ η в штрихованной системе координат имеет координаты (ξ+′

η)i
′
= ξi

′
+ ηi

′ . Мы видим, что оба вектора ξ + η и ξ +′ η имеют одни
и те же координаты в системе координат {xi′}. В силу инъективности
соответствия между векторами и наборами их координат (первая часть
леммы (4)) сами эти векторы обязаны совпадать.

Независимость от выбора локальных координат операции умножения
вектора на число докажите самостоятельно.

Итак, в касательном пространстве Tp0M инвариантным (то есть не
зависящий от выбора локальных координат) образом определены линей-
ные операции, относительно которых оно является n-мерным линейным
пространством. Покажем, что каждой локальной системе координат {xi}
в окрестности точки p0 соответствует естественный базис в Tp0M . Пусть
γj — j-я координатная кривая, то есть кривая, вдоль которой j-я ко-
ордината xj меняется с единичной скоростью, а остальные постоянны.
Кривая γj задается функциями xi(t) = xi0 + tδij, где xi0 — координаты
точки p0, а δij — символ Кронекера:

δij =

{
0, i ̸= j
1, i = j

(2.13)

Определим вектор ej = [γj]. Его i-я координата равна ẋi(0) = δij.

Лемма 6. Касательные векторы {e1, . . . , en} образуют базис в Tp0M .

Доказательство. Покажем, что всякий вектор ξ представляется в виде
линейной комбинации этих векторов. Пусть ξj — координаты вектора ξ.
Рассмотрим вектор ξ = ξjej. Его i-я координата равна ξi = ξjδij = ξi, и
по лемме (5) векторы ξ и ξ, имеющие равные координаты, совпадают:
ξ = ξ = ξjej, то есть ξ разлагается по {e1, . . . , en}.

Покажем, что векторы e1, . . . , en линейно независимы. Пусть линей-
ная комбинация αjej = 0, тогда все координаты вектора ξ = αjej — нули,
но его i-я координата равна 0 = αjδij = αi, откуда все αi = 0.

Следствие 1. Координаты вектора ξ в смысле определения (11) явля-
ются его координатами относительно базиса {e1, . . . , en}.
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Пусть теперь в окрестности точки p0 даны две локальные системы
координат {xi} и {xi′}, и пусть {ei} и {ei′} — соответствующие базисы в
Tp0M .

Лемма 7. Базисные векторы ei и ei′ связаны формулами перехода

ei′ =
∂xi

∂xi′
ei (2.14)

ei =
∂xi

′

∂xi
ei′ (2.15)

Замечание 2. Эти формулы не совпадают с формулами (2.9) и (2.10)
преобразования координат векторов (см. ниже задачу (3)).

Доказательство. Как и всякий вектор, ei′ разлагается по базису {ei} : ei′ =
cii′ei. По следствию (1) числа cii′ являются координатами вектора ei′ в
нештрихованной системе координат. Но его j′-я координата в системе
координат {xi′} равна δj

′

i′ . По формуле (2.10) имеем:

cii′ =
∂xi

∂xj′
δj

′

i′

(заметьте, что индекс суммирования i′ в формуле (2.10) мы заменили на
j′, поскольку буква i′ уже занята). Эта сумма (по j′) содержит только
одно ненулевое слагаемое, которое получается при j′ = i′, поэтому cii′ =
∂xi

∂xi′ , откуда ei′ = ∂xi

∂xi′ ei. Меняя местами штрихованные и нештрихованные
координаты, получим формулу (2.15)

Задача 3. Найдите сферические координаты базисных векторов e1, e2,
e3 декартовой системы координат в точке p0 с декартовыми координа-
тами (−

√
3,−1,−2).

Решение. Пусть {xi} — декартовы, a {xi′} — сферические коорди-
наты. Найти сферические координаты векторов ei — значит разложить
эти векторы по базису {ei′} сферической системы координат в точке p0,
что делается по формуле (2.15).

Матрица Якоби
(

∂xi′

∂xi

)
— обратная к матрице (2.12). Так как фор-

мулы перехода от сферических координат к декартовым проще формул
обратного перехода, то вычислять матрицу

(
∂xi′

∂xi

)
дифференцированием

нерационально. Естественно сначала вычислить более простую обратную



2.3. Касательное пространство, базис в нем. 21

матрицу в точке p0 (у нас она уже вычислена, см. (2.12)), а затем обра-
тить эту (числовую, а не функциональную!) матрицу по методу Жорда-
на: −

√
3

2
√
2

√
3 1 1 0 0

− 1
2
√
2

1 −
√
3 0 1 0

− 1√
2

−2 0 0 0 1

 ∼

 0 2
√
3 1 1 0 −

√
3
2

0 2 −
√
3 0 1 −1

2

− 1√
2

−2 0 0 0 1

 ∼

∼

 0 0 4 1 −
√
3 0

0 2 −3 0 1 −1
2

− 1√
2

−2 0 0 0 1

 ∼

 0 0 1 1
4

−
√
3
4

0

0 1 −
√
3
2

0 1
2

−1
4

1 2
√
2 0 0 0 −

√
2

 ∼

∼

 0 0 1 1
4

−
√
3
4

0

0 1 0
√
3
8

1
8

−1
4

1 0 0 −
√
6
4

−
√
2
4

−
√
2
2

 ∼

 1 0 0 −
√
6
4

−
√
2
4

−
√
2
2

0 1 0
√
3
8

1
8

−1
4

0 0 1 1
4

−
√
3
4

0


Итак, получим:

(
∂xi

′

∂xi

)
=

 −
√
6
4

−
√
2
4

−
√
2
2√

3
8

1
8

−1
4

1
4

−
√
3
4

0

 . (2.16)

В формуле (2.15) верхний индекс i′ — номер строки, а нижний индекс i —
номер столбца, поэтому суммирование ведется по номеру строки в фик-
сированном столбце. Если мы, не думая, умножим матрицу (2.16) слева

на столбец

 e1′
e2′
e3′

, то получим неправильный ответ! Поэтому при ре-

шении задач не нужно злоупотреблять умножением матриц. Лучше, вы-
числив матрицу Якоби (2.16), выбирать из нее элементы в соответствии
с тензорной формулой (2.15) (например, сферические координаты век-
тора e1 в соответствии с этой формулой выбираются из первого столбца
и так далее).

Ответ: сферические координаты векторов e1, e2, e3 имеют вид:

e1 = (−
√
6
4
,
√
3
8
, 1
4
);

e2 = (−
√
2
4
, 1
8
,−

√
3
4
);

e3 = (−
√
2
2
,−1

4
, 0).
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2.4 Произвольная функции по направлению.
Пусть f(p) — функция, гладкая в некоторой окрестности точки p0 ∈M ,
ξ — касательный вектор в точке p0.

Определение 13. Производной функции f в точке p0 по направлению
вектора ξ = [γ] называется число

ξ(f) = d
dt

∣∣
t=0

f(γ(t)). (2.17)

Поясним это определение. Рассмотрим гладкую кривую γ, для кото-
рой ξ является вектором скорости. Она отображает интервал (−ε, ε) вM ,
причем γ(0) = p0. Функция f отображает окрестность точки p0 в M чис-
ловую прямую R. Композиция (fγ)(t) = f(γ(t)) отображает (−ε, ε) → R,
то есть является обычной гладкой функцией одной переменной t. Произ-
водная по направлению вектора ε есть значение производной этой функ-
ции при t = 0.

Достоинство определения (13) — его инвариантность: в нем не упо-
минается какая-либо локальная система координат. Но у него есть и
недостаток: непосредственно неочевидна его корректность, то есть неза-
висимость от выбора γ из класса соприкасающихся кривых. Докажем
корректность этого определения, а заодно выведем формулу для вычис-
ления ξ(f).

Лемма 8. Пусть {xi} — локальная система координат в окрестности
точки p0. Тогда

ξ(f) = ξi
∂f

∂xi
, (2.18)

где производные берутся в точке x0 = (x10, . . . , x
n
0 ), изображавшей p0 на

карте {xi}.
Доказательство. Пусть γ(t) задается функциями xi(t), причем xi(0) =
xi0. По правилу дифференцирования сложной функции ξ(f) = d

df

∣∣
t=0

f(x1(t)) =
∂f
∂xi (x0)ẋ

i(0) = ∂f
∂xi (x0)ξ

i.

Следствие 2. Значение ξ(f) не зависит от выбора кривой γ, участву-
ющей в его определении.

Доказательство. По лемме (8) ξ(f) зависит только от f и от чисел
ξi = ẋi(0), которые не зависят от выбора кривой γ из соприкасающихся
кривых согласно определению соприкасания.

Рассмотрим важный частный случай. Пусть ξ = ej — базисный век-
тор. Тогда согласно (2.18) ej(f) = ∂f

∂xi δ
i
j = ∂f

∂xj . Поэтому базисный век-
тор ej можно отождествить с оператором частного дифференцирования
∂

∂xj .



2.5. Ковекторы и их координаты 23

Упражнение 5. Проверьте, что операторы ∂
∂xi преобразуются по тем

же правилам (2.14), (2.15), что и векторы ei.

Задача 4. Вычислить производную функции f(x, y, z) = (x+1) ln y arctg z
в точке p0 с декартовыми координатами (0, 1,−1) по направлению век-
тора ξ со сферическими координатами (2,−1, 3).

Решение. Нужно воспользоваться формулой (2.18) либо в декарто-
вых, либо в сферических координатах. Так как вычисление декартовых
координат вектора ξ требует определенной работы (сравнить с задачей
(2)), то проще пользоваться сферическими координатами:

f(r, θ, φ) = (r sin θ cosφ+ 1) ln(r sin θ sinφ) arctg(r cos θ),

r0 =
√
x20 + y20 + z20 =

√
2,

θ0 = arccos z0
r0

= π
4
,

cosφ0 =
x0

r0 sin θ0
= 0,

sinφ0 =
y0

r0 sin θ0
= 1 ⇒ φ0 =

π
2
,

∂f
∂r

∣∣
(
√
2,π

4
,π
2
)
= π

4
√
2
,

∂f
∂θ

∣∣
(
√
2,π

4
,π
2
)
= π

4
√
2
,

∂f
∂φ

∣∣∣
(
√
2,π

4
,π
2
)
= 0.

Ответ: ξ(f) = π
4
√
2
.

2.5 Ковекторы и их координаты. Преобразо-
вание координат ковектора.

Определение 14. Ковектором в точке p0 называется линейный функ-
ционал на касательном пространстве в этой точке, то есть функция
ω : Tp0M → R, для которой

ω(ξ + η) = ω(ξ) + ω(η), ∀ξ, η ∈ Tp0M (2.19)

ω(cξ) = cω(ξ), ∀ξ ∈ Tp0M, ∀c ∈ R (2.20)
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Пример 6. 1. Координаты вектора в произвольной локальной си-
стеме координат {xi} : ωi(ξ) = ξi. Свойства (2.19) и (2.20) вы-
полняются по определению линейных операций в Tp0M .

2. Дифференциал гладкой функции df(ξ) = ξ(f) = ξi ∂f
∂xi (в классиче-

ских обозначениях вместо ξi пишут dxi).

Имеем

df(ξ + η) = (ξ + η)i ∂f
∂xi = ξi ∂f

∂xi + ηi ∂f
∂xi = df(ξ) + df(η),

df(cξ) = (cξ)i ∂f
∂xi = cξi ∂f

∂xi = cdf(ξ).

В частности, если f = xi, то

dxi(ξ) = ξj ∂x
i

∂xj = ξjδij = ξi

(так как буква i занята, то в формуле (2.18) при f = xi индекс сумми-
рования нужно обозначить другой буквой, например, j). Мы видим, что
пример 1. — частый случай примера 2., и что вместо привычного dxi в
дифференциале действительно можно писать ξi, поскольку dxi(ξ) = ξi.

Определение 15. Координатами ковектора ω в локальной системе ко-
ординат {xi} называются числа ωi = ω(ei), где ei = ∂

∂xi — базисные
векторы этой системы координат в точке p0.

Пусть {xi} и {xi} — две локальные системы координат в окрестности
точки p0.

Лемма 9. Координаты ωi и ωi′ ковектора ω связаны формулами пере-
хода:

ωi′ =
∂xi

∂xi′
ωi (2.21)

ωi =
∂xi

′

∂xi
ωi′ (2.22)

Доказательство. По определению (15) ωi′ = ω(ei′) = (по формуле (2.14))
= ω

(
∂xi

∂xi′ ω(ei)
)
= (по свойствам (2.19) и (2.20)) = ∂xi

∂xi′ω(ei) = (по опреде-

лению (15)) = ∂xi

∂xi′ ωi.
Меняя местами нештрихованные и штрихованные координаты, полу-

чим (2.22).
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Мы видим, что формулы (2.21) и (2.22) совпадают с (2.14) и (2.15)
с точностью до замены обозначений ωi → ei, ωi′ → ei′ . Поэтому го-
ворят, что координаты ковектора преобразуются по ковариантному за-
кону, то есть тем же способом, что и базисные векторы (латинское co
(с, вместе)+variantis (изменяющийся)=ковариантный). Из этих же со-
ображений закон преобразования координат вектора (2.9) и (2.10) на-
зывается контрвариантным (contra (против)+variantis (изменяющий-
ся)=контрвариантный (изменяющийся противоположным образом)).

2.6 Кокасательное пространство, базис в нем.
Преобразование базисных векторов.

В множестве всех ковекторов в данной точке p0 ∈ M определим опера-
ции сложения и умножения на число как соответствующие операции над
функциями:

(ω1 + ω2)(ξ) = ω1(ξ) + ω1(ξ),

(cω)(ξ) = cω(ξ).

Упражнение 6. Проверьте, что сумма ковекторов и произведение ко-
вектора на число являются ковекторами, то есть линейными функци-
ями.

Из этого упражнения следует, что множество ковекторов замкнуто
относительно линейных операций в множестве всех (не обязательно ли-
нейных) функций на Tp0M , которое является линейным пространством.
Поэтому множество всех ковекторов в данной точке является линейным
подпространством этого пространства, и в нем выполнены все аксиомы
линейного пространства.

Определение 16. Кокасательным пространством T ∗
p0
M в точке p0 ∈

M называется линейное пространство всех ковекторов в этой точке.

Пусть {xi} — локальная система координат в окрестности точки p0.
Определим ковекторы ei в этой точке равенствами ei(ξ) = ξi, i = 1, . . . , n
для любого вектора ξ ∈ Tp0M .

Лемма 10. Ковекторы {e1, . . . , en} образуют базис в T ∗
p0
M , который

называется сопряженным к базису {e1, . . . , en} в Tp0M .
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Доказательство. Заметим, что i-я координата базисного вектора ej рав-
на δij, поэтому ei(ej) = δij. Проверим, что ковекторы e1, . . . , en линейно
независимы. Пусть αie

i = 0, тогда для всех j 0 = (αie
i)(ej) = αie

i(ej) =
αiδ

i
j = αj, то есть все αj = 0. Проверим, что всякий ковектор ω линейно

выражается через e1, . . . , en. Пусть ωi = ω(ei) — координаты ω, и рас-
смотрим ковектор ω = ωie

i. Для любого вектора ξ ω(ξ) = ωie
i(ξ) = ωiξ

i.
С другой стороны, ω(ξ) = ξiω(ei) = ξiωi. Поэтому ω ≡ ω = ωie

i.

Следствие 3. Координаты ковектора ω в смысле определения (15) яв-
ляются его координатами относительно базиса {e1, . . . , en}.

В примере (6) было показано, что дифференциал координатной функ-
ции принимает на любом векторе ξ значение dxi(ξ) = ξi. С другой сто-
роны, ei(ξ) = ξi. Поэтому базисный ковектор ei можно отождествить с
дифференциалом координатной функции dxi.

Пусть {xi} и {xi′} — две локальные системы координат в окрестности
точки p0, {ei} и {ei′} — соответствующие базисы в T ∗

p0
M .

Лемма 11. Базисные ковекторы ei и ei
′ связаны формулами перехода:

ei
′
=
∂xi

′

∂xi
ei, (2.23)

ei =
∂xi

∂xi′
ei

′
. (2.24)

Замечание 3. Эти формулы совпадают с (2.9) и (2.10) с точностью
до замены обозначений ei → ξi, ei′ → ξi

′. Поэтому базисные ковекторы
преобразуются так же, как координаты векторов, то есть по контра-
вариантному закону.

Доказательство. Для любого вектора ξ: ei′(ξ) = ξi
′
= ∂xi′

∂xi ξ
i = ∂xi′

∂xi e
i(ξ),

поэтому функции ei′ и ∂xi′

∂xi ei на касательном пространстве тождественно
совпадают, и (2.23) доказано. Меняя местами штрихованные координаты
с нештрихованными, получим (2.24).

Упражнение 7. Проверьте, что дифференциалы dxi преобразуются по
тем же правилам, что и ковекторы (по правилам (2.23) и (2.24)).
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2.7 Тензор, его координаты. Преобразование
координат тензора. Задание тензора его
координатами.

Понятия касательного вектора, ковектора, линейного оператора и били-
нейной формы на касательном или кокасательном пространстве являют-
ся частными случаями общего понятия тензора.

Определение 17. Тензором типа (p, q) в точке p0 ∈ M называется
функция T от p ковекторов и q векторов в этой точке, линейная по
каждому аргументу при любых фиксированных значениях всех осталь-
ных аргументов: T = T (ω1, . . . , ωp, ξ1, . . . , ξq), причем:

T (. . . , ω + ω′, . . .) = T (. . . , ω, . . .) + T (. . . , ω′, . . .)

T (. . . , cω, . . .) = cT (. . . , ω, . . .)

T (. . . , ξ + ξ′, . . .) = T (. . . , ξ, . . .) + T (. . . , ξ′, . . .)

T (. . . , cξ, . . .) = cT (. . . , ξ, . . .)

(многоточиями обозначены аргументы, одинаковые в обеих частях ра-
венства).

В определении (17) не упоминается какая-либо локальная система
координат, поэтому тензор T — это инвариантный объект, связанный с
точкой p0 многообразия M .

Пусть {xi} — локальная система координат в окрестности точки p0,
{ei} — базис в Tp0M , {ei} — базис в T ∗

p0
M .

Определение 18. Координатами тензора T типа (p, q) в системе ко-
ординат {xi} называются числа:

T
i1...ip
j1...jq

= T (ei1 , . . . , eip , ej1 , . . . , ejq),

где каждый из индексов i1, . . . , ip, j1, . . . , jq независимо от других пробе-
гает значения от 1 до n.

Таким образом, тензор типа (p, q) имеет np+q координат. Чтобы не
загромождать формулы двухэтажными индексами, будем проводить все
доказательства для тензоров типа (1, 2), имея в виду, что при любом
числе верхних и нижних индексов рассуждения те же самые.

Лемма 12. Система координат {xi} задает биективное соответствие
между тензорами типа (p, q) и наборами np+q их координат.
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Доказательство. Поставим в соответствие тензору T = T (ω, ξ, η) набор
n3 его координат T k

ij. Тогда для любых ковектора ω = ωke
k и векторов

ξ = ξiei, η = ηjej имеем

T (ω, ξ, η) = T (ωke
k, ξiei, η

jej) = ωkξ
iηjT (ek, ei, ej) = T k

ijωkξ
iηj. (2.25)

Поэтому тензор T однозначно определяется своими координатами по
формуле (2.25) и указанное соответствие инъективно.

Обратно, для любого набора n3 чисел T k
ij определим тензор T равен-

ством (2.25). Вычислим его координаты:

T̃ k
ij = T (ek, ei, ej).

Буквы i, j, k теперь заняты, и мы не можем использовать их в качестве
индексов суммирования в (2.25). Поэтому заменим (i, j, k) → (r, s, t) и
перепишем (2.25) в виде:

T (ω, ξ, η) = T t
rsωtξ

rηs.

Подставим в последнюю формулу ω = ek, ξ = ei, η = ej. Тогда ωt = δkt ,
ξr = δri , ηs = δsj , получаем

T̃ k
ij = T (ek, ei, ej) = T t

rsδ
k
rsδ

r
i δ

s
j

В этой сумме по r, s, t за счет символов Кронекера отлично от нуля толь-
ко слагаемое, получающееся при r = i, s = j, t = k, и оно равно T k

ij.
Итак, любые наперед заданные числа T k

ij являются координатами тензо-
ра (2.25), то есть соответствие между тензорами и наборами n3 чисел T k

ij

сюръективно.

Пусть {xi} и {xi′} — две локальных системы координат.

Лемма 13. Координаты тензора T в этих системах координат связа-
ны формулами перехода:

T
i′1...i

′
p

j′1...j
′
q
=
∂xi

′
1

∂xi1
. . .

∂xi
′
p

∂xip
∂xj1

∂xj
′
1
. . .

∂xjq

∂xj
′
q
T

i1...ip
j1...jq

(2.26)

Замечание 4. При p = 1, q = 0 (2.26) есть закон преобразования коор-
динат вектора (2.9), а при p = 0, q = 1 — ковектора (2.21).

Доказательство. По определению координат тензора T k′

i′j′ = T (ek
′
, ei′ , ej′) =

(по формулам (2.23) и (2.14)) = T
(

∂xk′

∂xk e
k, ∂xi

∂xi′ ei,
∂xj

∂xj′ ej

)
= (по линейно-

сти) = ∂xk′

∂xk
∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′ T (e
kei, ej) = (по определению координат) = ∂xk′

∂xk
∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′ T
k
ij

Оказывается, что тензор полностью определяется наборами коорди-
нат, связанными между собой формулами (2.26).
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Лемма 14. Пусть каждой локальной системе координат {xi} в окрест-
ности точки p0 ∈M сопоставлен набор np+q чисел T i1...ip

j1...jq
, причем набо-

ры, сопоставленные разным системам координат, связаны между со-
бой формулами (2.26). Тогда существует единственный тензор T типа
(p, q), координаты которого в любой системе координат равны предпи-
санным числам T

i1...ip
j1...jq

.

Доказательство. Зафиксируем систему координат {xi}. По лемме (12)
для любого набора чисел T k

ij существует единственный тензор T типа
(1,2), координаты которого равны T k

ij. Если {xi′} — любая другая система
координат, то штрихованные координаты тензора T в силу леммы (13)
выражаются через T k

ij по формулам (2.26). С другой стороны, числа T k′

i′j′ ,
сопоставленные системе координат {xi′}, выражаются через T k

ij по тем
же формулам. Поэтому тензор T имеет предписанные координаты не
только в исходной системе координат {xi}, но и в любой другой.

Отметим, что в учебниках [2], [3], [4] тензор определяется как "объ-
ект", задаваемый в каждой системе координат наборами чисел T

i1...ip
j1...jq

,
преобразующимися по закону (2.26). Лемма (14) показывает, что это
определение эквивалентно определению (17), но преимущество последне-
го в том, что оно придает четкий смысл таинственному понятию "объек-
та", который оказывается всего лишь полилинейной функцией несколь-
ких ковекторов и векторов.

2.8 Примеры тензоров.

Пример 7. Ковектор ω является по определению (14) тензором типа
(0,1).

Пример 8. Вектор ξ является тензором типа (1,0) в следующем смыс-
ле. Сопоставим вектору ξ тензор Tξ, определенный равенством:

Tξ(ω) = ω(ξ).

Заметим, что соответствие ξ → Tξ не зависит от выбора системы
координат. Проверяется, что это — действительно тензор, то есть
линейная функция ковектора ω. Координаты тензора Tξ относительно
системы координат {xi} — это числа:

T i = Tξ(e
i) = ei(ξ) = ξi,
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совпадающие с координатами вектора ξ. Так как существует биектив-
ное соответствие между векторами и наборами их координат (лемма
(4)), а также биективное соответствие между тензорами и наборами
их координат (лемма (12)), то соответствие ξ → Tξ между векторами
и тензорами типа (1, 0) биективно. Кроме того, оно сохраняет линей-
ные операции, так что вектор ξ можно отождествить с тензором
Tξ.

Пример 9. Билинейная форма B = B(ξ, η), очевидно, является тен-
зором типа (0, 2). Ее матричные элементы bij = B(ei, ej) совпадают с
координатами этого тензора.

Пример 10. Линейный оператор A : Tp0M → Tp0M является тензором
типа (1, 1) в следующем смысле. Сопоставим оператору A тензор TA,
определенный равенством:

TA(ω, ξ) = ω(Aξ).

Соответствие A → TA инвариантно, то есть не зависит от выбора
системы координат. Проверяется, что TA линейно зависит от ω и ξ,
то есть действительно является тензором типа (1, 1). Пусть задана
система координат {xi}, тогда координатами тензора TA являются
числа:

T i
j = TA(e

i, ej) = ei(Aej).

По определению матрицы оператора A в ее j-м столбце стоят ко-
ординаты вектора Aej: Aej = akj ek. Здесь верхний индекс k — номер
строки (букву i для этого номера мы не сможем использовать, так
как она уже занята), нижний индекс j — номер столбца. Получаем:

T i
j = ei(Aej) = ei(akj ek) = akj e

i(ek) = akj δ
i
k.

В последней сумме по k единственное ненулевое слагаемое получается
при k = i, и оно равно akj . Поэтому координаты тензора TA совпадают с
матричными элементами оператора A. Из курса линейной алгебры из-
вестно, что соответствие между линейными операторами и их мат-
рицами относительно фиксированного базиса {ei} биективно. С другой
стороны, соответствие между тензорами типа (1, 1) и наборами их
координат биективно по лемме (12), поэтому соответствие A → TA
биективно. Очевидно, что это соответствие сохраняет линейные опе-
рации, так что оператор A можно отождествить с тензором TA.
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Пример 11. Скалярное произведение векторов билинейно и потому яв-
ляется тензором типа (0, 2), который называется метрическим тен-
зором и обозначается:

G(ξ, η) = (ξ, η).

Его компоненты в системе координат {xi} выражаются равенствами:

gij = G(ei, ej) = (ei, ej).

Метрический тензор обладает свойствами:

(ξ, η) = (η, ξ) ⇔ gij = gji, ∀i, j (симметричность), (2.27)

(ξ, ξ) > 0 (положительная определенность), (2.28)

причем из (ξ, ξ) = 0 следует ξ = 0.
Согласно критерию Сильвестра, все главные миноры матрицы (gij)

положительны. В частности,

g = det(gij) > 0. (2.29)

2.9 Тензорные поля
До сих пор мы рассматривали тензоры как полилинейные функции ко-
векторов и векторов, приложенных в одной точке p0. Пусть теперь в
каждой точке p0 ∈ M определен тензор как функция от векторов из
Tp0M и ковекторов из T ∗

p0
M . Для того, чтобы эти тензоры образовыва-

ли тензорное поле на многообразии M , требуется, чтобы их координаты
гладко зависели от точки p0.

Определение 19. Говорят, что на многообразии M задано тензорное
поле T типа (p, q), если в каждой точке p0 ∈ M определен тензор T
типа (p, q), причем для некоторой системы координат {xi}, определен-
ной в окрестности точки p0, компоненты T

i1...ip
j1...jq

(x) являются гладкими
функциями.

Теорема 3. Свойство гладкости тензорного поля не зависит от выбо-
ра локальных координат, участвующих в его определении.

Доказательство. Пусть {xi} и {xi′} — две локальных системы коорди-
нат, определенных в окрестности точки p0. Согласно (2.26):

T k′

i′j′(x
′) = ∂xi

∂xi′ (x
′) ∂xj

∂xj′ (x
′)∂x

k′

∂xk (x(x
′))T k

ij(x(x
′)).
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Если T k
ij(x) — гладкие функции, то в силу согласованности карт {xi} и

{xi′} функции

x(x′) :


x1 = x1(x1

′
, . . . , xn

′
)

...
xn = xn(x1

′
, . . . , xn

′
)

являются гладкими, но тогда их производные ∂xi

∂xi′ (x
′), сложные функции

T k
ij(x(x

′)) и ∂xk′

∂xk (x(x
′)), а также их произведения и суммы будут гладкими,

следовательно, функции T k′

i′j′(x
′) также будут гладкими.

Пример 12. Первая квадратичная форма поверхности (см.[4], с.66 или
[6], с.57) является тензорным полем типа (0,2).

Пример 13. Если в каждом касательном пространстве Tp0M задан
метрический тензор (скалярное произведение), компоненты которого
гладко зависят от точки, то говорят, что на многообразии M задана
риманова метрика, а само многообразие называют римановым. Ясно,
что этот пример — непосредственное обобщение предыдущего.

Другие примеры тензорных полей (в том числе физического проис-
хождения) см. в [2], с.298-303.



Глава 3

Параллельный перенос и
ковариантное
дифференцирование

3.1 Параллельный перенос касательного век-
тора вдоль кривой на поверхности

Касательный вектор ξ по определению приложен в точке p0, и векторы,
приложенные в разных точках, никак не связаны друг с другом. В евкли-
довом или аффинном пространстве мы можем производить действия над
векторами, приложенными в разных точках, если совместим их начала
при помощи параллельного переноса. В частности, можно составить раз-
ностное отношение близких векторов одного векторного поля и перейдя
к пределу, определить операцию дифференцирования векторного поля в
данной точке по всевозможным направлениям, а также дивергенцию и
ротор векторного поля, и применить к изучению векторных полей разви-
тый аппарат математического анализа. Поэтому крайне полезно иметь
аналог операции параллельного переноса на любом многообразии.

Пусть S — n-мерная поверхность в (n + 1)-мерном евклидовом про-
странстве Rn+1. Рассмотрим точку p0 ∈ S и касательный вектор ξ0 в
этой точке. Попытка перенести его параллельно в близкую точку p ∈ S
приводит к тому, что он перестает быть касательным: Простейший спо-
соб сделать перенесенный вектор касательным — это спроектировать его
на касательную плоскость в точке p. При этом ненулевой вектор может
спроектироваться в нулевой. Чтобы избежать этой неприятности, нужно
переносить вектор мелкими шагами (далее показано, что при неогра-
ниченном измельчении шагов длина переносимого вектора будет сохра-

33
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няться). Но результат пошагового параллельного переноса зависит от
выбора пути, по которому шагаем: На рисунке изображен параллельный

перенос вектора ξo, касательного к сфере в северном полюсе X, в южный
полюс Y по двум меридианам: XAY на границе видимой части сферы и
XBY в плоскости, проходящей через полюса и глаз наблюдателя. В ре-
зультате переноса вдоль XAY получаем вектор ξ1, а при переносе вдоль
XBY — вектор ξ2 = −ξ1.

Итак, понятие "абсолютного"параллельного переноса касательного
вектора из одной точки в другую в большинстве случаев не имеет смысла
(исключения — области в евклидовом пространстве и так называемые па-
раллелизуемые многообразия). Зато во всех случаях можно определить
"относительный"параллельный перенос касательного вектора вдоль кри-
вой на поверхности. Пусть p0, p ∈ S и γ : [0, a] → S — гладкая кривая из
p0 в p: γ(0) = p0, γ(a) = p. Разобьем отрезок [0, a] на N частей точками:

0 = t0 < t1 < . . . < tN = a, (3.1)

и пусть pi = γ(ti), а вектор ξ0 — касательный в точке p0. Перенесем его
параллельно в объемлющем пространстве в точку p1 и спроектируем на
касательную плоскость в этой точке, получим вектор ξ1. Перенесем ξ1 в
точку p2 и спроектируем на касательную плоскость в точке p2, получим
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вектор ξ2, и так далее. В итоге через N шагов построим вектор ξN , каса-
тельный в точке pN = p. Он зависит от разбиения (3.1). Ниже (см. (3.17))
будет показано, что при неограниченном измельчении разбиения постро-
енные векторы ξN стремятся к определенному касательному вектору ξ в
точке p, не зависящему от выбору последовательности измельчающихся
разбиений.

Определение 20. Построенный вектор ξ называется результатом
параллельного переноса вектора ξ0 из точки p0 в точку p вдоль пути γ.

Выведем дифференциальные уравнения параллельного переноса. Пред-
положим, что поверхность S ⊂ Rn+1 задана параметрическими уравне-
ниями:

−→r = −→r (x1, . . . , xn). (3.2)

Пусть даны точки p0, p ∈ S и кривая γ : [0, a] → S, γ(0) = p0, γ(a) = p,
заданная параметрическими уравнениями: xi = xi(t), i = 1, . . . , n, t ∈
[0, a]. Обозначим:

pt = γ(t) = −→r (x1(t), . . . , xn(t)) ∈ S. (3.3)

Пусть в каждой точке pt, t ∈ [0, a], задан касательный вектор ξ(t) ∈ Rn+1

к поверхности S, гладко зависящий от t. Найдем условия, при которых
вектор ξ(t) связан с вектором ξ(t + ∆t) в близкой точке кривой γ опи-
санной выше операцией параллельного переноса. Обозначим через τ∆t

параллельный перенос за время ∆t, тогда

ξ(t+∆t) = τ∆tξ(t) ⇔ ξ(t) = τ−∆tξ(t+∆t). (3.4)

В точке pt определен базис

{e1(t), . . . , en(t), n(t)} (3.5)

объемлющего пространства Rn+1, где

ei(t) =
∂−→r
∂xi

(γ(t)), i = 1, . . . , n, (3.6)

n(t) — единичный нормальный вектор к S в точке pt, выбранный так,
чтобы ориентация базиса (3.5) была положительной (см.[5], с.399). Каса-
тельный вектор ξ(t) разлагается по этому базису, причем коэффициент
при n(t) равен нулю:

ξ(t) = ξi(t)ei(t). (3.7)
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Вектор ξ(t+∆t) разлагается по аналогичному базису в точке pt+∆t:

ξ(t+∆t) = ξi(t+∆t)ei(t+∆t). (3.8)

По формуле Тейлора имеем:

ξi(t+∆t) = ξi(t) + ξ̇i(t)∆t+ o(∆t),
ei(t+∆t) = ei(t) + ėi(t)∆t+ o(∆t).

(3.9)

По правилу дифференцирования сложной функции:

ėi(t) =
∂ei
∂xj

ẋj(t). (3.10)

Векторы ∂ei
∂xj можно в свою очередь разложить по базису (3.5):

∂ei
∂xj

= Γk
ijek(t) + bijn(t). (3.11)

Подставим это выражение в (3.10):

ėi(t) = [Γk
ijek(t) + bijn(t)]ẋ

j(t). (3.12)

Из (3.8), (3.9), (3.12) получаем: ξ(t+∆t) = ξi(t+∆t)ei(t+∆t) =
= {ξi(t) + ξ̇i(t)∆t+ o(∆t)}{ei(t) + [Γk

ijek(t) + bijn(t)]ẋ
j(t)∆t+ o(∆t)} =

= ξi(t)ei(t) + ξ̇i(t)ei(t)∆t + ξi(t)[Γk
ijek(t) + bijn(t)]ẋ

j(t)∆t + o(∆t). Заме-
ним во втором слагаемом индекс суммирования i на k и сгруппируем
коэффициенты при одинаковых базисных векторах:

ξ(t+∆t) = ξi(t)ei(t) + [ξ̇k(t) + Γk
ijξ

i(t)ẋj(t)]ek(t)∆t+
+bijξ

i(t)ẋj(t)n(t)∆t+ o(∆t).
(3.13)

При параллельном переносе вектора (3.13) в объемлющем простран-
стве Rn+1 в точку pt, его координаты не изменятся, а проектирование его
на касательную плоскость в точке pt, натянутую на векторы e1(t), . . . , en(t),
сводятся к отбрасыванию нормальной компоненты. В результате полу-
чим параллельный перенос вектора ξ(t+∆t) в точку pt вдоль кривой γ,
то есть вектор:

ξ(t) = τ−∆tξ(t+∆t) = ξi(t)ei(t) + [ξ̇k(t)+
+Γk

ijξ
i(t)ẋj(t)]ek(t)∆t+ o(∆t).

(3.14)

Вычитая (3.7) из (3.14), получим:

0 = [ξ̇k(t) + Γk
ijξ

i(t)ẋj(t)]ek(t)∆t+ o(∆t).
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Разделим обе части последнего уравнения на ∆t и перейдем к пределу
при ∆t→ 0:

[ξ̇k(t) + Γk
ijξ

i(t)ẋj(t)]ek(t) = 0.

Так как векторы e1(t), . . . , en(t) линейно независимы, то

ξ̇k(t) + Γk
ijξ

i(t)ẋj(t) = 0, k = 1, . . . , n. (3.15)

Система уравнений (3.15) называется уравнениями параллельного пере-
носа. К этим уравнениям нужно добавить начальные условия:

ξk(0) = ξk0 , k = 1, . . . , n, (3.16)

где ξk0 — координаты вектора ξ0 в точке p0 = γ(0) относительно базиса
(3.5) в этой точке. Каждое уравнение (3.15) линейно, а его коэффициенты
Γk
ij(γ(t))ẋ

j(t) — гладкие функции на отрезке [0,a]. Из курса дифференци-
альных уравнений известно, что решение системы (3.15), удовлетворяю-
щее условиям (3.16), существует на всем отрезке [0, a] и единственно на
нем. Следовательно, результат параллельного переноса вектора ξ0 вдоль
кривой γ в точку p = γ(a) определен однозначно и равен:

ξ = τaξ0 = ξk(a)ek(a) = ξ(a), (3.17)

где ξ(t) — решение системы (3.15) с начальными условиями (3.16). Опи-
санная выше процедура пошагового переноса вектора в объемлющем
пространстве c последующим проектированием на касательную плос-
кость является процедурой пошагового интегрирования системы (3.15)
при данных начальных условиях. В большинстве учебников равенство
(3.17) принимается за определение параллельного переноса, а приведен-
ный выше вывод системы (3.14) является геометрической мотивировкой
этого определения.

Ответим следующие свойства операции параллельного переноса.

Групповое свойство. τ0ξ0 = ξ0, τa+bξ0 = τa(τbξ0) для всех ξ0 ∈ Tp0S
и для всех a, b, для которых обе части последнего равенства имеют
смысл.

Доказательство. Первое равенство очевидно. Левая часть второго ра-
венства τa+bξ0 есть ξ(a+b), где ξ(t) — решение системы (3.15) с начальны-
ми условиями (3.16). Далее, τbξ0 есть ξ(b), где ξ(y) то же, что и выше, а
τa(τbξ0) — это ζ(a), где ζ(t) — решение системы (3.15) с начальными усло-
виями ζk(0) = (τbξ0)

k = ξk(a). Нам нужно показать, что ζ(a) = ξ(a + b).
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Но функции ξ̂k(t) = ζk(t−b) для фиксированного b являются решениями
системы (3.15) с начальными условиями ξ̂k(b) = ζk(b− b) = ζk(0) = ξk(b),
и по теореме единственности ξ̂(t) ≡ ξ(y), в частности, ξ̂(a+b) = ξ(a+b) =
ζ(a) для всех a.

Линейность. Оператор τa : Tp0S → Tp0S линеен, то есть

τa(ξ0 + η0) = τaξ0 + τaη0; (3.18)

τa(cξ0) = cτaξ0. (3.19)

для всех ξ0, η0 ∈ Tp0S и для всех c ∈ R.

Доказательство. По определению τaξ0 = ξ(a), где ξ(t) — решение си-
стемы (3.15) с начальными условиями (3.16). Аналогично τaη0 = η(a),
где η(t) — решение (3.15) с начальными условиями ηk(0) = ηk0 . Поэтому
функции ξk(t)+ ηk(t) являются решениями системы (3.15), удовлетворя-
ющими начальным условиям:

ξk(0) + ηk(0) = ξk0 + ηk0 . (3.20)

С другой стороны, τa(ξ0 + η0) = ζ(a), где ζ(a) — решение (3.15) с на-
чальными условиями ζk(0) = ξk0 +η

k
0 , совпадающими с (3.20). По теореме

единственности ζ(t) ≡ ξ(t) + η(t), в частности, ζ(a) = ξ(a) + η(a).

Упражнение 8. Докажите (3.19) самостоятельно.

Ортогональность. Оператор τa : Tp0S → Tp0S ортогонален, то есть
параллельный перенос сохраняет скалярное произведение: (τaξ0, τaη0) =
(ξ0, η0) для всех ξ0, η0 ∈ Tp0S.

Доказательство. Проверим, что (τtξ0, τtη0) = (ξ(t), η(t)) постоянно. Име-
ем: ∂

∂t
(ξ(t), η(t)) = (ξ̇(t), η(t)) + (ξ(t), η̇(t)), эта формула легко проверя-

ется, если записать векторы ξ(t) и η(t) в стандартной системе коорди-
нат (y1, . . . , yn+1) объемлющего пространства Rn+1. Так как ξ = ξkek, то
ξ̇ = ξ̇kek + ξkėk.

В первой из этих сумм выразим ξ̇k из уравнения параллельного пе-
реноса (3.15). Во второй сумме заменим индекс k на i и выразим ėi по
формуле (3.12). Получим:

ξ̇ = −Γk
ijξ

iẋjek + ξi(Γk
ijek + bijn)ẋ

j = bijξ
iẋjn.
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Отсюда (ξ̇, η) = (bijξ
iẋjn, ηkek) = 0, так как векторы ek лежат в каса-

тельной плоскости, а n ортогонален ей. Аналогично доказывается, что
(ξ, η̇) = 0. Но тогда ∂

∂t
(ξ, η) ≡ 0, и (ξ, η) = const = (ξ0, η0).

Из свойства (3.1) следует, что при параллельном переносе сохраня-
ются длины векторов, углы между ними и площади параллелограммов,
натянутых на эти векторы.

3.2 Ковариантное дифференцирование век-
торного поля по направлению кривой на
поверхности.

Как было отмечено в начале предыдущего параграфа, одной из причин
введения операции параллельного переноса является желательность со-
ставления разностных отношений касательных векторов, приложенных
в близких точках, и последующего предельного перехода, приводящего
к операции дифференицрования.

Пусть p0 ∈ S, γ : (−ε, ε) → S — гладкая кривая, γ(0) = p0, и пусть
вдоль γ задано гладкое касательное векторное поле ξ(t). В отличие от
предыдущего параграфа не предполагается, что векторы ξ(t) при разных
t получаются один из другого параллельным переносом. Определим ко-
вариантную производную вектopa ξ(t) в точке p0 по направлению кривой
γ следующим образом. Возьмем вектор ξ(∆t) данного поля, перенесем
его параллельно в точку p0, составим обычное разностное отношение по-
лученного вектора τ−∆tξ(∆t) и вектора ξ(0) из данного поля и перейдем
к пределу при ∆t→ 0.

Определение 21. Ковариантной производной векторного поля ξ(t) по
направлению кривой γ в точке p0 = γ(0) называется вектор:

∇γ̇ξ = lim
∆t→0

τ−∆tξ(∆t)−ξ(0)

∆t
.

Докажем существование этого предела и вычислим его. Из (3.13) име-
ем:

τ−∆tξ(∆t) = ξiei + (ξ̇k + Γk
ijξ

iẋj)ek∆t+ o(∆t),

где все ξi, ẋj, ek берутся при t = 0, то есть в точке p0. Тогда:

∇γ̇ξ = lim
∆t→0

[
(ξ̇k + Γk

ijξ
iẋj)ek +

o(∆t)

∆t

]
= (ξ̇k + Γk

ijξ
iẋj)ek. (3.21)
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Сравнивая (3.21) с уравнениями параллельного переноса (3.15), мы ви-
дим, что вектор ξ(t) переносятся вдоль γ параллельно тогда и только
тогда, когда ∇γ̇ξ ≡ 0.

Заметим, что в силу (3.21) ковариантная производная зависит от кри-
вой γ только через координаты ẋj(0) касательного вектора η = [γ] этой
кривой в точке p0. Если векторное поле ξ определено не только вдоль
кривой γ, но и в целой окрестности точки p0, то можно заменить γ на
любую кривую, соприкасающуюся с ней в точке p0 (см.гл.2, п.1). Числа
ẋj(0), а потому и вектор η, от этого не изменится, и ковариантная произ-
водная остается прежней. Поэтому имеет смысл говорить о производной
векторного поля ξ по направлению вектора η ∈ Tp0S, задаваемой преж-
ней формулой (3.21). Теперь в этой формуле ẋj = ηj, a ξ̇k вычисляются
по правилу дифференцирования сложной функции:

ξ̇ = ∂ξk

∂xj ẋ
j = ∂ξk

∂xj η
j.

Определение 22. Ковариантной производной векторного поля ξ в точ-
ке p0 по направлению вектора η называется вектор:

∇ηξ =

(
∂ξk

∂xj
+ Γk

ijξ
i

)
ηjek (3.22)

Равенство (3.22) часто записывают в координатной форме:

(∇ηξ)
k =

(
∂ξk

∂xj
+ Γk

ijξ
i

)
ηj (3.23)

Здесь Γk
ij — коэффициенты формулы (3.11), называемые символами

Кристоффеля. Выразим их через ковариантные производные базисных
векторных полей ei = ∂−→r

∂xi . Положим в (3.22) ξ = el, η = em и примем для
краткости обозначение ∇m = ∇em . Так как ξk = δkl , ηj = δjm, то из (3.22)
следует:

∇mel = (
∂δkl
∂xj + Γk

ijδ
i
l)δ

j
mek = Γk

ijδ
i
lδ

j
mek.

В этой сумме по i, j единственное ненулевое слагаемое получится при
i = l, j = m, и оно равно:

∇mel = Γk
lmek.

Заменяя буквы l, m на более привычные i, j, получим:

∇jei = Γk
ijek. (3.24)
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Это и есть определение символов Кристоффеля через ковариантные про-
изводные.

Отметим следующие свойства операции ковариантного дифференци-
рования:

∇η1+η2ξ = ∇η1ξ +∇η2ξ; (3.25)

∇fηξ = f∇ηξ, (3.26)

где f — гладкая скалярная функция;

∇η(ξ1 + ξ2) = ∇ηξ1 +∇ηξ2; (3.27)

∇η(fξ) = f∇ηξ + (∇ηf)ξ, (3.28)

где ∇ηf = η(f) — производная функции f по направлению вектора η
(см.гл.2, п.4).

Свойства (3.25) — (3.28) тривиально следуют из равенства (3.22) или
(3.23).

Γk
ij = Γk

ji для всех i, j, k. (3.29)

Доказательство. По определению векторов ei и символов Кристоффеля
имеем:

∂ei
∂xj = ∂2−→r

∂xi∂xj = Γk
ijek + bijn,

∂ej
∂xi =

∂2−→r
∂xj∂xi = Γk

jiek + bjin.

Так как смешанные производные равны между собой, то эти два вектора
равны, и потому равны их координаты:

Γk
ij = Γk

ji, bij = bji.

Переведем на язык символов Кристоффеля свойство (3.1) сохранения
скалярного произведения при параллельном переносе:

(ξ, η) = (ξiei, η
jej) = ξiηj(ei, ej) = gijξ

iηj = const⇔
⇔ 0 = ∂

∂t
(gijξ

iηj) = ġijξ
iηj + gij ξ̇

iηj + gijξ
iη̇j.

(3.30)

По правилу дифференцирования сложной функции:

ġij =
∂gij
∂xk ẋ

k =
∂gij
∂xk ζ

k,
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где ζk = ẋk — координаты вектора скорости ζ = γ̇ кривой γ. Отсюда

ġijξ
iηj =

∂gij
∂xk

ξiηjζk. (3.31)

Далее, поскольку индексы суммирования можно обозначить любыми бук-
вами, то gij ξ̇

iηj = gklξ̇
kηl. Из уравнений параллельного переноса (3.15)

получим:

ξ̇k = −Γk
ijξ

iẋj = −Γk
ijξ

iζj.

Поэтому gij ξ̇iηj = −gklΓk
ijξ

iηlζj. Заменяя в правой части индексы сумми-
рования (j, k, l) → (k, l, j), получим:

gij ξ̇
iηj = −gljΓl

ikξ
iηkζ l. (3.32)

Упражнение 9. Аналогичными выкладками получите равенство

gijξ
iη̇j = −gilΓl

jkξ
iηkζ l. (3.33)

Подставив (3.31), (3.32) и (3.33) в (3.30), получим:(
∂gij
∂xk

− gljΓ
l
ik − gilΓ

l
jk

)
ξiηjζk. (3.34)

Векторы ξ, η, ζ в этом тождестве произвольны. Из равенства нулю мно-
гочлена (3.34) от переменных ξi, ηj, ζk следует равенство нулю всех его
коэффициентов:

∂gij
∂xk

− gljΓ
l
ik − gilΓ

l
jk = 0 для всех i, j, k. (3.35)

Итак, свойство сохранения скалярного произведения при параллель-
ном переносе равносильно связям (3.35) символов Кристоффеля с рима-
новой метрикой поверхности S.

3.3 Ковариантное дифференцирование на мно-
гообразии. Аффинная связность.

В предыдущем параграфе была построена операция ковариантного диф-
ференцирования на n-мерной поверхности S ⊂ Rn+1, обладающая свой-
ствами (3.25) — (3.29) и (3.35). Оказывается, что эти свойства полностью
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характеризуют ковариантное дифференцирование на римановом много-
образии. Это значит, что на любом римановом многообразии существу-
ет единственная операция ковариантного дифференцирования, облада-
ющая указанными свойствами. Поэтому ковариантное дифференцирова-
ние на многообразии вводится аксиоматически. В качестве аксиом при-
нимаются свойства (3.25) — (3.29) и (3.35), затем доказывается существо-
вание и единственность операции ∇, удовлетворяющей этим аксиомам,
а уже после этого можно определить параллельный перенос вектора ξ
вдоль кривой γ как решение уравнения ∇γ̇ξ = 0. Осуществлением этой
программы мы и займемся. Свойства (3.25)-(3.29) не связаны с наличием
римановой метрики, поэтому естественно рассмотреть операции, облада-
ющие этими свойствами на произвольном (не обязательно римановом)
многообразии, при этом поначалу свойство (3.29) тоже не принимать во
внимание.

Определение 23. Ковариантным дифференцированием на многообра-
зии M называется функция ∇, ставящая в соответствие паре вектор-
ных полей (ξ, η) на M новое векторное поле ∇ηξ, обладающее свойства-
ми:

∇η1+η2ξ = ∇η1ξ +∇η1ξ; (3.36)

∇fηξ = f∇ηξ, (3.37)

где f : M → R — гладкая скалярная функция;

∇η(ξ1 + ξ2) = ∇ηξ1 +∇ηξ2; (3.38)

∇η(fξ) = f∇ηξ + (∇ηf)ξ, (3.39)

где ∇ηf = η(f) — производная f по направлению η.

Пусть {xi} — локальная система координат в открытом множестве
U ⊂M . Тогда в любой точке p ∈ U определен базис {ei} в TpM . Обозна-
чим ∇j = ∇ej и разложим вектор ∇jei по базису {e1, . . . , en}:

∇jei = Γk
ijek. (3.40)

Таким образом, системе координат {xi} сопоставляются набор гладких
функций Γk

ij(x
1, . . . , xn) в U , которые по-прежнему называются символа-

ми Кристоффеля.

Лемма 15. Набор n3 функций Γk
ij(x) в U однозначно определяет опера-

цию ковариантного дифференцирования ∇ в U .
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Доказательство. Пусть ξ = ξiei, η = ηjej. Имеем: ∇ηξ = ηj∇jξ = (no
(3.36) и (3.37)) = ηj∇j(ξ

iei) = ηj(∇jξ
i)ei + ηjξi∇jei (no (3.38) и (3.39)).

Заменим индекс суммирования i в первой сумме на k. Имеем: ∇jξ
k =

ej(ξ
k) = ∂ξk

∂xj ⇒ ηj(∇jξ
k)ek = ∂ξk

∂xj η
jek. Во второй сумме выразим ∇jei по

формуле (3.40). Получим:

∇ηξ =

(
∂ξk

∂xj
+ Γk

ijξ
i

)
ηjek, (3.41)

и вектор ∇ηξ определен этим равенством однозначно.

Заметим, что (3.41) совпадает с (3.22). Но смысл этих формул со-
вершенно различный. Формула (3.22) дает результат вычисления кова-
риантной производной, определенной в определении (21) при помощи
операции параллельного переноса, описанной в гл.3 п.1, и символы Кри-
стоффеля в ней определены равенством (3.11), то есть поверхностью S
и ее параметризацией {xi}. Формула же (3.41) описывает результат дей-
ствия произвольной операции ∇, обладающей свойствами (3.36) — (3.39)
(как мы увидим далее, таких операций много), и символы Кристоффе-
ля в ней определены равенством (3.40), то есть операцией ∇ и системой
координат {xi}, но никак не многообразием M .

Пусть {xi′} — другая локальная система координат в открытом мно-
жестве V ⊂ M . Если U ∩ V ̸= ∅, то в этом пересечении имеются два
набора символов Кристоффеля: Γk

ij, определенные равенством (3.40), и
Γk′

i′j′ , определенные аналогичным равенством в штрихованной системе ко-
ординат:

∇j′ei′ = Γk′

i′j′ek′ . (3.42)

Связь между ними задается следующей леммой.

Лемма 16. Символы Кристоффеля в системах координат {xi} и {xi′}
связаны равенствами:

Γk′

i′j′ =
∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′
∂xk

′

∂xk
Γk
ij +

∂2xk

∂xi′∂xj′
∂xk

′

∂xk
(3.43)

Доказательство. ∇j′ei′ = ∇j′

(
∂xi

∂xi′ ei

)
=

(
∇j′

∂xi

∂xi′

)
ei +

∂xi

∂xi′∇j′ei

по свойствам (3.38) — (3.39). Далее, в первой сумме заменим i→ k и
воспользуемся тем, что:

∇j′
∂xk

∂xi′ = ej′
(

∂xk

∂xi′

)
= ∂

∂xj′

(
∂xk

∂xi′

)
= ∂2xk

∂xi′∂xj′ .

Во второй сумме, согласно (3.36) — (3.37):
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∇j′ei =
∂xj

∂xj′∇jei =
∂xj

∂xj′Γ
k
ijek.

Отсюда:

∇j′ei′ =
∂2xk

∂xi′∂xj′ ek +
∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′Γ
k
ijek =

(
∂2xk

∂xi′∂xj′ +
∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′Γ
k
ij

)
∂xk′

∂xk ek.

Сравнивая последнее равенство с (3.40), мы получим (3.43)

Следствие 4. Функции Γk
ij не является компонентами тензорного по-

ля, но они ведут себя как компоненты тензора при аффинных заменах
координат:

xi
′
= ci

′

i x
i + ai

′
, (3.44)

где ci′i , ai
′ — постоянные,

xi = cii′(x
i′ − ai

′
), (3.45)

где cii′, ai
′ — постоянные.

Доказательство. Для замен вида (3.45):

∂xi

∂xi′ = cii′ ,
∂2xk

∂xi′∂xj′ = 0,

поэтому последняя сумма в правой части (3.43) исчезает, и получается
тензорный закон преобразования.

Определение 24. Говорят, что на многообразии M задана аффинная
связность, если в каждой локальной системе координат {xi} задан на-
бор n3 функций Γk

ij(x
1, . . . , xn), причем функции, сопоставленные двум

системам координат {xi}, {xi′}, связаны в области пересечения форму-
лами (3.43).

Слово "аффинная"в этом определении напоминает о том, что при аф-
финных преобразованиях Γk

ij ведут себя как компоненты тензора. Сло-
во "связность"указывает, что символы Кристоффеля связывают между
собой касательные векторы в разных точках через определяемый ими
параллельный перенос.

Теорема 4. Равенства (3.40) устанавливают взаимно однозначное со-
ответствие между ковариантными дифференцированиями и аффинны-
ми связностями на M .

Доказательство. Лемма (16) показывает, что ковариантному диффе-
ренцированию ∇ разложение (3.40) сопоставляет функции Γk

ij, задающие
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аффинную связность на M . Лемма (15) утверждает инъективность это-
го соответствия. Проверим его сюръективность. Имея аффинную связ-
ность, определим на каждой карте операцию ∇ формулой (3.41). На пе-
ресечении карт {xi} и {xi′} мы будем иметь две операции ∇ и ∇′, опре-
деленную формулой:

∇′
ηξ =

(
∂ξk

′

∂xj′
+ Γk′

i′j′ξ
i′
)
ηj

′
ek′ . (3.46)

Нужно показать, что операции ∇ и ∇′ совпадают. В силу леммы (16)
символы Кристоффеля Γk′

i′j′ операции ∇ выражаются через Γk
ij по фор-

мулам (3.43), а по определению аффинной связности символы Кристоф-
феля операции ∇′, входящие в равенство (3.46), выражаются теми же
формулами, то есть ∇ и ∇′ имеют на пересечении карт {xi} и {xi′} оди-
наковые штрихованные символы Кристоффеля, и по лемме (15) они сов-
падают.

Следствие 5. Если M покрывается одной картой, то любые n3 гладких
функций Γk

ij задают на M операцию ковариантного дифференцирования.

3.4 Тензор кручения. Симметричные связно-
сти.

Символы Кристоффеля на n-мерной поверхности S ⊂ Rn+1 обладали
свойством симметричности (3.29). Покажем, что это свойство имеет смысл
на любом гладком многообразие.

Предположим, что на M задана аффинная связность. Определим для
любой локальной системы координат функции:

T k
ij = Γk

ij − Γk
ji (3.47)

Теорема 5. Функции (3.47) являются компонентами тензора типа
(1, 2), который называется тензором кручения данной аффинной связ-
ности.

Доказательство. Согласно (3.43):

Γk′

i′j′ =

(
∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′
Γk
ij +

∂2xk

∂xi′∂xj′

)
∂xk

′

∂xk
. (3.48)

Меняя местами i′ ↔ j′ и i↔ j, получим:

Γk′

j′i′ =

(
∂xj

∂xj′
∂xi

∂xi′
Γk
ji +

∂2xk

∂xj′∂xi′

)
∂xk

′

∂xk
. (3.49)
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Вычитая (3.49) из (3.48) и учитывая равенство смешанных производных,
получим:

T k′

i′j′ =
∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′
∂xk

′

∂xk
T k
ij. (3.50)

Определение 25. Аффинная связность называется симметричной,
если ее тензор кручения тождественно равен нулю.

Это определение равносильно тому, что в некоторой локальной систе-
ме координат Γk

ij = Γk
ji для всех i, j, k. Теорема (5) показывает, что это

условие не завесит от выбора системы координат: Γk
ij = Γk

ji ⇔ T k
ij = 0, но

тогда из (3.50) следует, что T k′

i′j′ = 0 ⇔ Γk′

i′j′ = Γk′

j′i′ для всех i′, j′, k′.

3.5 Риманова связность.
Пусть M — риманово многообразие, G = {gij(x)} — риманова метрика
на нем.

Определение 26. Аффинная связность {Γk
ij(x)} на M согласована с

метрикой G, если скалярное произведение векторов сохраняется при
параллельном переносе, определяемом этой связностью.

Так как вывод формул (3.26) опирался только на уравнения парал-
лельного переноса, имеющие для произвольной аффинной связности на
многообразии тот же вид, что и на поверхности S ⊂ Rn+1, то они оста-
ются верными, и в координатной форме определение (26) имеет вид:

∂gij
∂xk

− gljΓ
l
ik − gilΓ

l
jk = 0 (3.51)

для всех i, j, k.

Определение 27. Аффинная связность называется римановой, если
она симметрична и согласована с метрикой.

Таким образом, риманова связность определяет на многообразии опе-
рацию ковариантного дифференцирования, обладающую всеми свойства-
ми (3.25) — (3.29) и (3.35) дифференцирования, определенного геомет-
рически на поверхности S ⊂ Rn+1.

Теорема 6. На любом римановом многообразии существует единствен-
ная риманова связность.
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Доказательство. Из (3.51) имеем:

∂gij
∂xk

= gljΓ
l
ik + gilΓ

l
jk. (3.52)

Сделав дважды циклическую подстановку i → j → k → i, получим еще
две формулы:

∂gjk
∂xi

= glkΓ
l
ji + gjlΓ

l
ki; (3.53)

∂gki
∂xj

= gliΓ
l
kj + gklΓ

l
ij. (3.54)

Сложим (3.54) с (3.53) и вычтем (3.52). Учитывая симметрию ком-
понент метрического тензора и символов Кристоффеля, мы видим, что
первая сумма в правой части (3.52) взаимно уничтожается со второй
суммой в (3.53), вторая сумма в (3.52) — с первой суммой в (3.54), а
оставшаяся сумма в (3.54) удваивается, сложившись с первой суммой в
(3.53):

2gklΓ
l
ij =

∂gki
∂xj

+
∂gjk
∂xi

− ∂gij
∂xk

. (3.55)

Пусть (gij) — матрица, обратная к (gij), то есть gikgkj = δij. Умножим
обе части (3.55) на 1

2
gsk и проссумируем по k:

gskgklΓ
l
ij = δsl Γ

l
ij = Γs

ij =
1

2
gsk

(
∂gki
∂xj

+
∂gjk
∂xi

− ∂gij
∂xk

)
. (3.56)

Мы видим, что символы Кристоффеля римановой связности одно-
значно выражаются через компоненты метрического тензора по форму-
лам (3.56).

Доказательство. На любой карте {xi} определим символы Кристоффе-
ля Γs

ij формулами (3.56). По следствию (5) они задают аффинную связ-
ность на области определения U этой карты. Симметричность построен-
ной связности очевидна из (3.56). Проверим, что связность согласована
с метрикой. Умножим (3.56) на gls и просуммируем по s:

glsΓ
s
ij =

1
2
glsg

sk
(

∂gki
∂xj +

∂gjk
∂xi − ∂gij

∂xk

)
= 1

2

(
∂gli
∂xj +

∂gjl
∂xi − ∂gij

∂xl

)
.

Сделаем циклическую перестановку i→ j → l → i:

gisΓ
s
jl =

1
2

(
∂gij
∂xl + ∂gli

∂xj − ∂gjl
∂xi

)
и сложим эти формулы. Получим:

glsΓ
s
ij + gisΓ

s
jl =

∂gli
∂xj ,
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что совпадает с (3.51) с точностью до замены букв (l, j, s) → (j, k, l).
На другой карте {xi′} с областью определения V формулы (3.56) с

заменой нештрихованных индексов на штрихованные также определяет
симметричную связность в V , согласованную с метрикой. Но на пересе-
чении U ∩ V обе связности должны совпадать в силу уже доказанной
единственности римановой связности. Поэтому формулы (3.56) на раз-
ных картах согласованы между собой на пересечениях этих карт и опре-
деляют на M глобальную риманову связность.

Итак, на римановом многообразии существует единственный способ
ковариантного дифференцирования, обладающий всеми свойствами ко-
вариантного дифференцирования на поверхности. При этом ковариант-
ная производная вычисляется по формуле (3.41), а входящие в нее сим-
волы Кристоффеля — по формулам (3.56).
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