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1 Введение. Определение алгебраических, це-
лых алгебраических и трансцендентных чи-
сел

Алгебраическая теория чисел изучает алгебраические числа. Правильнее
ее называть "Теория алгебраических чисел".

Определение 1. Корни ненулевых многочленов с рациональными ко-
эффициентами называются алгебраическими числами.

Определение 2. Трансцендентными числами называются комплекс-
ные не алгебраические числа.

Существование трансцендентных чисел было доказано в 1844 году
Лиувиллем. Тогда и обрело смысл понятие алгебраического числа. Позд-
нее выяснилось (Георг Кантор), что мощность множества трансцендент-
ных чисел больше мощности множества алгебраических чисел. Это зна-
чит, грубо говоря, что трансцендентных чисел больше, чем алгебраиче-
ских. Кстати, мощность множества трансцендентных чисел, открытых
методом Лиувилля, равна мощности множества всех трансцендентных
чисел.

Любое рациональное α является корнем многочлена x− α и поэтому
алгебраическое. Любой радикал n

√
α, где n целое положительное число

и α рациональное число, — тоже алгебраическое число, т.к. он корень
многочлена xn − α. Ниже мы увидим, что любое число, построенное из
рациональных чисел и радикалов при помощи четырех арифметических
действий, будет алгебраическим. Например, следующие числа будут ал-
гебраическими:
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Из основной теоремы теории Галуа следует, что не все алгебраические
числа возникают таким образом.

Доказательные примеры трансцендентных чисел привести сложнее.
Известно, что числа π и e трансцендентны, но это нелегко доказать.
Трансцендентность числа π, например, означает, что

a0 + a1π + . . . + anπn 6= 0,

если n > 0 и числа a0, a1, . . ., an рациональны и не все равны нулю.
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Определение 3. Целыми алгебраическими числами называются корни
ненулевых многочленов с целыми коэффициентами и старшим коэффи-
циентом 1.

Например, целые рациональные числа являются целыми алгебраи-
ческими, т.к. n является корнем многочлена x − n. Обратно, каждое
рациональное целое алгебраическое число будет целым рациональным.
Действительно, в курсе алгебры доказывается (это очень легкое упраж-
нение), что рациональные корни многочленов с целыми коэффициента-
ми и старшим коэффициентом 1 будут целыми рациональными. Отсюда
следует далее, что рациональные, но не целые рациональные числа не
будут целыми алгебраическими.

Любое алгебраическое число будет, понятно, корнем многочлена с це-
лыми коэффициентами. Если число α является корнем ненулевого мно-
гочлена

a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an, a0 6= 0

с целыми коэффициентами, то, умножая этот многочлен на an−1
0 , убеж-

даемся, что a0α будет корнем многочлена

xn + a1x
n−1 + . . . + an−1a

n−2
0 x + ana

n−1
0

с целыми коэффициентами и старшим коэффициентом 1. Поэтому a0α

целое алгебраическое число и α =
a0α

a0

, т.е. всякое алгебраическое число

равно отношению целого алгебраического числа к целому рационально-
му числу.

2 Понятия подполя, расширения, степени рас-
ширения. Теорема о башне

Подполе проще всего мыслить как подмножество поля, в котором не
меньше двух элементов, и которое содержит сумму, разность, произве-
дение и частное при отличном от нуля знаменателе всяких двух своих
элементов. Например, R и Q будут подполями в C, а Z и N не будут
подполями в C. По своей сути подполе есть часть поля, которая сама
является полем относительно тех же операций сложения и умножения.

Если K подполе поля E, то E называется расширением поля K. Этот
факт записывается так: K ⊂ E. Пусть K ⊂ E. Элементы из E можно
складывать и перемножать и, в частности, умножать на элементы из K.
Относительно сложения и умножения на элементы из K поле E является
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векторным пространством над K. Степенью E над K называется раз-
мерность E как векторного пространства над K. Обозначение [E : K] —
степень E над K.

Например, [C : R] = 2. Действительно, комплексные числа 1 и i ли-
нейно независимы над R, т.к. a + bi = 0 ⇔ a = 0∧ b = 0. Через эти числа
линейно выражаются над R все комплексные числа: a + bi = a · 1 + b · i.
Поэтому 1 и i — базис C над R и [C : R] = 2. Далее [C : Q] = ∞, т.к.
например, степени числа π, т.е. 1, π, π2, . . . линейно независимы над Q.
Расширение E поля K называется конечным, если [E : K] < ∞, и назы-
вается бесконечным в противном случае. Решающим аргументом в до-
казательстве всех теорем этого кратенького введения в алгебраическую
теорию чисел является следующая

Теорема 1 (теорема о башне). Пусть E конечное расширение поля
K и F конечное расширение поля E. Пусть при этом [E : K] = n и
[F : E] = m. Тогда F конечное расширение поля K и [F : K] = mn.

Другая формулировка. Если каждый этаж башни K ⊂ E ⊂ F
конечен, то башня конечна и [F : K] = [F : E] · [E : K].

Доказательство этой теоремы очень поучительно. Как можно вычис-
лить размерность векторного пространства? Чаще всего это делается
так: ищется базис, после чего остается посчитать число векторов бази-
са. Нам дана размерность E над K и размерность F над E. Значит, в
качестве строительного материала можно взять какой-нибудь базис e1,
. . ., en поля E над K и какой-нибудь базис f1, . . ., fm поля F над E. Ба-
зис есть линейно независимая система векторов, через которую линейно
выражаются все векторы пространства. Попытаемся найти в F систему
элементов, через которую линейно выражаются над K все элементы из
F . Каждый элемент из F линейно выражается над E через f1, . . ., fm.
Запишем это для элемента f из F :

f =
m∑

j=1

ajfj, (1)

где a1, . . ., am ∈ E. Все элементы из E линейно выражаются над K через
e1, . . ., en. Запишем это для a1, . . ., am

aj =
n∑

i=1

kijei, j = 1, 2, . . . , m,

и подставим в (1)

f =
m∑

j=1

(
n∑

i=1

kijei)fj =
n∑

i=1

m∑
j=1

kijeifj,
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где все коэффициенты kij принадлежат K. Мы получили обнадежива-
ющий результат: все элементы из F линейно выражаются над K через
mn элементов eifj. Значит эти mn элементов составляют систему обра-
зующих F над K. Т.к. из всякой системы образующих можно выделить
базис подпространства, то, естественно, попытаться выделить базис F
над K из этих mn образующих.

Для этого надо посмотреть, какие существуют между ними линей-
ные соотношения. Иными словами, надо выяснить, при каких значениях
коэффициентов kij, принадлежащих K, верно равенство

n∑
i=1

m∑
j=1

kijeifj = 0.

Что можно использовать при рассмотрении этого равенства? Только ли-
нейную независимость e1, . . ., en над K и линейную независимость f1, . . .,
fm над E. Это подсказывает мысль: сгруппировать левую часть в линей-
ную комбинацию элементов f1, . . ., fm и приглядеться к коэффициентам
этой линейной комбинации

m∑
j=1

(
n∑

i=1

kijei)fj = 0.

Замечаем, что ввиду kij ∈ K ⊂ E, ei ∈ E коэффициенты при fj принад-
лежат E

n∑
i=1

kijei ∈ E, j = 1, 2, . . . ,m.

Значит, можно воспользоваться линейной независимостью f1, . . ., fm над
E. В силу этой независимости все коэффициенты при fj равны нулю

n∑
i=1

kijei = 0, j = 1, 2, . . . , m.

Теперь вступает в игру линейная независимость e1, . . ., en над K. Ле-
вые части полученных равенств есть линейные комбинации элементов
e1, . . ., en над K. Поэтому все kij равны нулю, а элементы eifj линейно
независимы над K. Так, обсуждая подходы к доказательству теоремы
о башне, мы нашли базис F над K, т.е. фактически доказали теорему.
Доказательства большинства теорем, изучаемых на первом курсе, столь
же непосредственны.

Наша дальнейшая цель — доказать, что алгебраические числа обра-
зуют поле, а целые алгебраические — кольцо. Сделать это будет легче,
если рассмотреть более общую ситуацию.
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3 Алгебраические и трансцендентные элемен-
ты. Минимальный многочлен

Пусть K подполе поля E.

Определение 4. Элемент α ∈ E называется алгебраическим над K,
если существует ненулевой многочлен с коэффициентами в K, имею-
щий α своим корнем.

Определение 5. Элемент α ∈ E называется трансцендентным над
K, если не существует ненулевого многочлена с коэффициентами в K,
имеющего α своим корнем.

Эти определения обобщают определения 1 и 2. Обобщить подобным
образом определение 3 невозможно, т.к. оно зависит от K и E. Приведем
примеры трансцендентных элементов. Пусть K любое поле и K(x, y, . . .)
поле рациональных дробей от неизвестных x, y, . . . над K. Напомним,

что K(x, y, . . .) состоит из всевозможных дробей
f

g
, где f и g многочле-

ны от x, y, . . . с коэффициентами в K и g 6= 0. При этом имеют место
обычное определение равенства дробей и обычные правила сложения и
умножения дробей:

f

g
=

f1

g1

⇔ fg1 = f1g;
f

g
+

f1

g1

=
fg1 + f1g

gg1

;
f

g
· f1

g1

=
ff1

gg1

.

Элементы x, y, . . . поля K(x, y, . . .) трансцендентны над K, т.к. они не
являются корнями ненулевых многочленов с коэффициентами в K. От-
метим, что такой вид имеет любое чисто трансцендентное (определение
ниже) расширение поля K.

Определение 6. Пусть элемент α ∈ E алгебраичен над K. Минималь-
ным многочленом элемента α над K называется многочлен наимень-
шей степени из ненулевых многочленов с коэффициентами в K, имею-
щих α своим корнем.

Например, x2 + 1 является, очевидно, минимальным многочленом
числа i над Q и над R. Вообще, минимальный многочлен любого ком-
плексного не вещественного числа над R имеет степень 2, т.к. многочлен
(x − α)(x − ᾱ) = x2 − (α + ᾱ)x + αᾱ имеет вещественные коэффициен-
ты. Многочлен x100 − 2 неприводим над полем рациональных чисел по
критерию Эйзенштейна. Согласно обсуждаемой ниже теореме он будет
минимальным над Q для любого своего корня.
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Теорема 2. Пусть элемент α ∈ E алгебраичен над K. Пусть p(x) —
минимальный многочлен элемента α над K. Тогда справедливы следу-
ющие утверждения:

(1) p(x) неприводим над K;

(2) любой многочлен с коэффициентами в K, имеющий α своим кор-
нем, делится на p(x);

(3) любой минимальный многочлен элемента α над K имеет вид ap(x),
где a ∈ K, a 6= 0;

(4) любой многочлен с коэффициентами в K, неприводимый над K
и имеющий α своим корнем, будет минимальным многочленом
элемента α над K.

Основным методом теории алгебраических чисел является алгебра
многочленов. Посмотрим, какие средства алгебры многочленов работают
в доказательстве этой теоремы.

Как известно, многочлен степени > 1 называется неприводимым над
данным полем, если его нельзя разложить в произведение многочленов
меньшей степени с коэффициентами в этом поле. Неприводимость p(x)
проще всего доказать от противного. Допустим, что p(x) = p1(x) · p2(x),
где оба сомножителя имеют коэффициенты только в K и меньшую сте-
пень. Подставим в это равенство α вместо x: p(α) = p1(α) ·p2(α) = 0. Т.к.
произведение 6= 0 элементов поля 6= 0, то отсюда следует p1(α) = 0 или
p2(α) = 0. Это противоречит минимальности p(x). Значит p(x) неприво-
дим.

Пусть далее f(x) ∈ K[x] и f(α) = 0. Применим алгоритм деления с
остатком:

f(x) = p(x) · q(x) + r(x), ст.r(x) < ст.p(x).

Подставим в это равенство α вместо x:

0 = f(α) = p(α) · q(α) + r(α) = r(α).

Т.к. p(α) = 0, то r(α) = 0, т.к. p(x) минимальный многочлен и ст.r(x) <ст.p(x),
то r(x) = 0. Поэтому f(x) делится на p(x).

Утверждение (3) следует из того, что два минимальных многочлена
элемента α над K имеют равную степень и делят друг друга, а утвер-
ждение (4) следует из (2). Таким образом, в доказательстве этой теоремы
применялось понятие степени, теорема о делении с остатком и понятие
неприводимости.
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4 Простое расширение
Пусть E — расширение поля K и α ∈ E. Символом K(α) обозначается
наименьшее подполе поля E, содержащее α и все элементы из K. По-
ле K(α) называется простым расширением поля K. Говорят, что K(α)
получено присоединением к K элемента α ∈ E. Выясним, из каких эле-
ментов поля E состоит K(α).

Прежде всего, следует подумать, существует ли K(α)? Действитель-
но, наименьший объект существует не всегда, как не существует, напри-
мер, наименьшее целое число. Рассмотрим множество всех подполей в
E, содержащих K и α. Оно не пусто, т.к. содержит, например, E. Пусть
P — пересечение всех этих подполей. Ясно, что P содержит K и α. Лег-
ко проверить, что P является подполем (обязательно проверьте!). Оно
содержится во всяком подполе, содержащем K и α, и потому будет наи-
меньшим с этим свойством. Иными словами, P = K(α), что и доказывает
существование K(α).

Теперь можно указать вид элементов из E, принадлежащих K(α).
Т.к. K(α) поле, то оно содержит произведение своих элементов. В част-
ности, степени α, т.е. α, α2 = α · α, α3 = α2 · α, . . . принадлежат K(α),
и произведения элементов из K на степени α принадлежат K(α). Т.к.
суммы элементов из K(α) принадлежат K(α), то для любых элементов
a0, a1,. . ., an ∈ K многочлен a0+a1α+ . . .+anα

n принадлежит K(α). Зна-
чит, K(α) содержит все многочлены над K от элемента α. Множество
всех таких многочленов обозначается, как известно, K[α]. Если f(α),

g(α) ∈ K[α] и g(α) 6= 0, то частное
f(α)

g(α)
принадлежит K[α]. Поэтому

K(α) содержит все дроби
f(α)

g(α)
. Но множество всех таких дробей будет

подполем в E, т.к. сумма, разность, произведение и частное таких дро-
бей будет такой же дробью. Поэтому K(α) равно множеству всех дробей
f(α)

g(α)
, где f(α) и g(α) принадлежат K[α] и g(α) 6= 0.

Примеры.

(1) K(α) = K, если α ∈ K.

(2) R(i) = C.

(3) Поле Q(
√

2) состоит из всех дробей
f(
√

2)

g(
√

2)
, где f(

√
2) и g(

√
2) —

многочлены с рациональными коэффициентами и g(
√

2) 6= 0. Лю-
бой многочлен от

√
2 над Q преобразуется к виду a + b

√
2, где a и
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b рациональны. Т.к.
√

2 иррационально, то

a + b
√

2

c + d
√

2
=

(a + b
√

2)(c− d
√

2)

c2 − 2d2
=

ac− 2bd

c2 − 2d2
+

(bc− ad)

c2 − 2d2

√
2.

Поэтому Q(
√

2) — есть множество всех чисел вида a + b
√

2, где
a, b ∈ Q.

(4) Пример иного рода доставляет поле Q(π). Т.к. 1, π, π2, . . ., линейно
независимы над Q, то его степень над Q бесконечна. Фактически
оно является полем рациональных дробей Q(x), где роль неизвест-
ного x играет число π.

Определение 7. Поле K(α) называется простым алгебраическим рас-
ширением поля K, если α алгебраический элемент над K. Если α транс-
цендентный элемент над K, то K(α) называется простым трансцен-
дентным расширением поля K.

Например, Q(
√

2) — простое алгебраическое расширение, а Q(e) — про-
стое трансцендентное расширение поля рациональных чисел.

5 Строение простого алгебраического расши-
рения

Определение 8. Степенью алгебраического элемента над K называ-
ется степень минимального многочлена этого элемента над K.

Например, все корни многочлена x100− 2x + 2 имеют степень 100 над
Q.

Теорема 3. Пусть α — алгебраический над K элемент степени n. Тогда
K(α) = K[α], [K(α) : K] = n и 1, α, . . ., αn−1 — базис K(α) над K.

Из вышеизложенного следует, что каждый элемент из K(α) име-

ет запись
f(α)

g(α)
, где f(α), g(α) ∈ K[α] и g(α) 6= 0. Как можно изба-

виться от знаменателя в этой записи? При помощи алгоритма Евклида!
Пусть p(x) — минимальный многочлен элемента α над K. Отметим, что
ст.p(x) = n. Т.к. g(α) 6= 0, то g(x) не делится на p(x). Т.к. p(x) непри-
водим и g(x) на p(x) не делится, то g(x) и p(x) взаимно просты. По ал-
горитму Евклида существуют многочлены u(x) и v(x) над K такие, что
g(x)u(x) + p(x)v(x) = 1. Заменяя здесь x на α и учитывая, что p(α) = 0,
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получаем g(α)u(α) = 1 или
1

g(α)
= u(α). Отсюда

f(α)

g(α)
= f(α)u(α) — мно-

гочлен над K от элемента α. Поэтому равенство K(α) = K[α] является
следствием алгоритма Евклида.

Равенство [K(α) : K] = n доказывается предъявлением базиса K(α)
над K. Этот базис указан в формулировке теоремы. Остается проверить,
что каждый элемент из K(α) линейно выражается над K через 1, α, . . .,
αn−1 и что эти элементы линейно независимы над K. Первое утвержде-
ние есть следствие теоремы о делении с остатком. Именно, берем любой
элемент из K(α) и записываем его в виде f(α), где f(α) ∈ K[α]. Делим
f(x) на p(x) с остатком.

f(x) = p(x)q(x) + r(x), ст.r(x) < n.

Подставляем α вместо x и учитываем p(α) = 0. Получаем f(α) = r(α),
что и требуется, т.к. ст.r(x) < n.

Второе утверждение следует из определения минимального много-
члена. Действительно, если существуют a0, a1, . . ., an−1 ∈ K, не все
равные нулю, такие, что a0 + a1α + . . . + an−1α

n−1 = 0, то многочлен
a0+a1x+. . .+an−1x

n−1 не нулевой. Его степень меньше n, коэффициенты
принадлежат K и α является его корнем. Это противоречит определению
минимального многочлена.

Часто бывает достаточно следующей ослабленной формулировки об-
суждаемой теоремы.

Теорема 4. Если элемент α алгебраичен над K, то K(α) — конечное
расширение поля K.

Теорема о строении простого алгебраического расширения применя-
ется при доказательстве иррациональности некоторых чисел. Например,
пусть m — положительное целое рациональное число, свободное от квад-
ратов. Докажем, что

√
m иррационально. Это следует из того, что мно-

гочлен x2 − m неприводим над Q по критерию Эйзенштейна. Значит
[Q(

√
m) : Q] = 2 и поэтому

√
m /∈ Q. Подобным методом можно дока-

зать иррациональность чисел n
√

r, где n ∈ Z, n > 0, r рациональное, не
являющееся n-ной степенью.

Теорема о строении простого алгебраического расширения применя-
ется и тогда, когда нужно избавиться от иррациональности в знаменате-
ле. Пусть α — алгебраическое число и p(x) его минимальный многочлен.

Рассмотрим выражение
f(α)

g(α)
, где f(α), g(α) ∈ K[α] и g(α) 6= 0. По алго-

ритму Евклида вычисляем такие u(x) и v(x), что g(x)u(x)+p(x)v(x) = 1.
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Заменяя x на α, получаем g(α)u(α) = 1. Тогда
f(α)

g(α)
= f(α)u(α) и задача

решена!
Рассмотрим, например, выражение

2

2 + 3
√

3 + 3
√

9
.

Число 3
√

3 является алгебраическим степени 3, его минимальный мно-
гочлен x3 − 3. По алгоритму Евклида находим многочлены u(x) и v(x),
такие, что

(x2 + x + 2)u(x) + (x3 − 3)v(x) = 1.

Получаем u(x) = −1
2
x2 + 1

2
x + 1

2
, v(x) = 1

2
x. Поэтому

2

2 + 3
√

3 + 3
√

9
= 2(

1

2
+

1

2
x− 1

2
x2) = 1 +

3
√

3− 3
√

9.

Указанным методом можно избавится от любой алгебраической ирраци-
ональности в знаменателе.

6 Алгебраическое расширение
Определение 9. Расширение E поля K называется алгебраическим,
если каждый элемент из E алгебраичен над K. Не алгебраические рас-
ширения называются трансцендентными.

Например, C является алгебраическим расширением поля R и транс-
цендентным расширением поля Q. Расширение E поля K называется
чисто трансцендентным, если все элементы из E, но не из K, транс-
цендентны над K.

Теорема 5. Каждое конечное расширение является алгебраическим.

Доказательство этой теоремы является простым упражнением на по-
нятие линейной независимости. Пусть E — конечное расширение поля K
и пусть [E : K] = n. Пусть α ∈ E. Элементы 1, α, α2, . . ., αn линейно за-
висимы над K, т.к. их число n+1 больше размерности E над K. Поэтому
существуют элементы a0, a1, . . ., an ∈ K, не все равные нулю, такие, что
a0 + a1α + . . . + anα

n = 0. Многочлен a0 + a1x + . . . + anxn не нулевой
и имеет α своим корнем. Значит каждый элемент из E алгебраичен над
K.

В качестве следствия получаем, что простое алгебраическое расши-
рение поля K действительно является алгебраическим расширением, т.е.
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все его элементы (а не только тот, который присоединяется) алгебраичны
над K.

Невероятно, но факт: каждое конечное расширение поля рациональ-
ных чисел является простым! Это нетрудно доказать, но доказательство
выходит за рамки данного курса. Обобщение этого факта на произволь-
ное поле невозможно.

7 Алгебраическое замыкание. Поле алгебра-
ических чисел

Определение 10. Пусть E — расширение поля K. Алгебраическим за-
мыканием K в E называется множество всех элементов из E алгеб-
раических над K.

Теорема 6. Алгебраическое замыкание K в E является подполем в E.
Поле E является чисто трансцендентным расширением алгебраическо-
го замыкания K в E.

Три теоремы виновны в справедливости этого утверждения: теорема
о башне, теорема о конечности простого алгебраического расширения
и теорема об алгебраичности конечных расширений. Пусть A — алгеб-
раическое замыкание K в E. Чтобы доказать, что A — подполе, надо
доказать, что сумма, разность, произведение и частное при отличном от
нуля знаменателе двух элементов из A принадлежит A. Пусть α, β ∈ A.
Рассмотрим башню полей K ⊂ K(α) ⊂ K(α)(β). Каждый этаж этой баш-
ни является простым алгебраическим расширением. В самом деле, K(α)
простое алгебраическое расширение поля K, т.к. элемент α алгебраичен
над K. Поле K(α)(β) является простым алгебраическим расширением
поля K(α), т.к. существует ненулевой многочлен с коэффициентами в
K, имеющий β своим корнем. Ввиду K ⊂ K(α) коэффициенты этого
многочлена принадлежат K(α). Поэтому β алгебраичен над K(α).

Т.к. простое алгебраическое расширение конечно, то каждый этаж
башни K ⊂ K(α) ⊂ K(α)(β) конечен. По теореме о башне K(α)(β) будет
конечным расширением поля K. По теореме об алгебраичности конечно-
го расширения все элементы из K(α)(β) алгебраичны над K. Но K(α)(β)

содержит α и β и, будучи подполем, содержит α + β, α− β, α · β, α

β
при

β 6= 0. Значит, эти элементы алгебраичны над K и это доказывает, что
A — подполе в E.

Указанных аргументов хватает и для доказательства того, что все
алгебраические над A элементы из E принадлежат A. В самом деле,
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пусть α ∈ E алгебраичен над A. Тогда α является корнем ненулевого
многочлена a0+a1x+. . .+anx

n, все коэффициенты которого принадлежат
A. Рассмотрим башню полей

K ⊂ K(a0) ⊂ K(a0)(a1) ⊂ . . . ⊂ K(a0)(a1) . . . (an) ⊂ K(a0)(a1) . . . (an)(α).

Каждый этаж этой башни конечен, т.к. a0, a1, . . ., an алгебраичны над K
и α алгебраичен над K(a0)(a1) . . . (an). По теореме о башне K(a0)(a1) . . . (an)(α)
конечно над K и, в частности, α алгебраичен над K. Значит α ∈ A, т.е.
E является чисто трансцендентным расширением поля A.

Частным случаем этой теоремы является первый результат, к которо-
му мы шли: алгебраические числа образуют поле. Действительно, мно-
жество всех алгебраических чисел является алгебраическим замыкани-
ем Q в C. Обозначим его буквой A. Поле A является вторым для нас
примером алгебраически замкнутого поля. По основной теореме алгеб-
ры каждый многочлен над A степени > 1 имеет комплексный корень.
Этот корень не может не принадлежать A, т.к. все комплексные числа
вне A трансцендентны над A. Поэтому A алгебраически замкнуто. Из
существования многочленов сколь угодно большей степени, неприводи-
мых над Q, вытекает, что [A : Q] = ∞. В теории алгебраических чисел
принято называть полями алгебраических чисел конечные расширения
поля рациональных чисел, принадлежащие A.

8 Целые алгебраические числа
Здесь мы обсудим доказательство следующей теоремы.

Теорема 7. Целые алгебраические числа образуют кольцо.

Подкольцом называется непустое подмножество кольца, которое со-
держит сумму, разность и произведение всяких двух своих элементов.
По своей сути подкольца — это непустые подмножества кольца, которые
сами являются кольцами относительно тех же операций.

Например, четные числа образуют подкольцо в Z, а нечетные — нет.
Чтобы доказать, что целые алгебраические числа образуют кольцо, до-
статочно доказать, что они образуют подкольцо в C.

Пусть α и β целые, не равные нулю алгебраические числа и пусть γ —
любое из чисел α + β, α − β, α · β. Требуется доказать, что γ — целое
алгебраическое. Сконструируем многочлен с целыми коэффициентами и
старшим коэффициентом 1, имеющий γ своим корнем. По условию α и β
являются корнями некоторых многочленов xn+an−1x

n−1+ . . .+a1x+a0 и
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xm +bm−1x
m−1 + . . .+b1x+b0 с целыми рациональными коэффициентами

соответственно. Подставляя α и β, получим

αn + an−1α
n−1 + . . . + a1α + a0 = 0, βm + bm−1β

m−1 + . . . + b1β + b0 = 0,

и это позволяет выразить αn и βm через меньшие степени α, соответ-
ственно, β с целыми коэффициентами:

αn = −a0− a1α− . . .− an−1α
n−1, βm = −b0− b1β − . . .− bm−1β

m−1. (2)

Рассмотрим mn чисел αiβj, где i = 0, 1, . . ., n − 1, j = 0, 1,. . ., m − 1.
Используя (2), выразим линейно с целыми коэффициентами числа αiβjγ
через числа αiβj

αiβjγ =
n−1∑

k=0

m−1∑

l=0

aij,klα
kβl.

Обратим внимание на индексы чисел aij,kl. Они двойные. Первый индекс
числа aij,kl есть пара чисел ij, а второй — пара чисел kl. При этом i и k
независимо друг от друга принимают значения 0, 1, . . ., n− 1, а j и l —
значения 0, 1, . . ., m− 1. Например: 1 · (α± β) = α± β; 1 · αβ = αβ;

αn−1βm−1(α± β) = αnβm−1 ± αn−1βm = ∓b0α
n−1 ∓ b1α

n−1β ∓ . . .∓
∓bm−2α

n−1βm−2 − a0β
m−1 − a1αβm−1 − . . .− an−2α

n−2βm−1−
−(an−1 ± bm−1)α

n−1βm−1;

αn−1βm−1 · αβ = αnβm = (−a0 − a1α− . . .− an−1α
n−1)·

·(−b0 − b1β − . . .− bm−1β
m−1) =

n−1∑

k=0

m−1∑

l=0

akblα
kβl.

В нижнем равенстве в наших обозначениях an−1m−1,kl = akbl. На этих
примерах нетрудно убедиться, что линейное выражение чисел αiβjγ че-
рез числа αiβj с целыми коэффициентами возможно. Перенесем правые
части этих выражений влево, что при помощи символа Кронекера

δij,kl =

{
1, если(i, j) = (k, l)
0, иначе

можно записать так:

n−1∑

k=0

m−1∑

l=0

(δij,klγ − aij,kl)α
kβl = 0, (3)
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i = 0, 1, . . ., n − 1, j = 0, 1, . . ., m − 1. Равенства (3) показывают, что
числа αiβj составляют решение системы nm линейных уравнений с nm
неизвестными xkl

{ ∑n−1
k=0

∑m−1
l=0 (δij,klγ − aij,kl)xkl = 0

i = 0, 1, . . . , n− 1, j = 0, 1, . . . , m− 1.

Т.к. это решение не нулевое, то по критерию наличия ненулевых реше-
ний у квадратной линейной однородной системы, определитель системы
равен нулю. Но этот определитель является значением при λ = γ харак-
теристического многочлена det(λE − A) матрицы A размера nm × nm,
составленной из целых чисел aij,kl. Ясно, что этот многочлен имеет це-
лые коэффициенты и старший коэффициент 1. Число γ является корнем
этого многочлена, поэтому оно целое алгебраическое.

Приведем численный пример, разъясняющий доказательство. Пусть
α — корень многочлена x2−2x−2 и β — корень многочлена x3−3x2−3x−3.
Тогда α2 = 2 + 2α и β3 = 3 + 3β + 3β2. Построим многочлен с целыми
коэффициентами и старшим коэффициентом 1, имеющий γ = αβ своим
корнем. Для этого рассмотрим числа 1, α, β, αβ, β2, αβ2. Имеем

1 · γ = αβ = 0 · 1 + 0 · α + 0 · β + 1 · αβ + 0 · β2 + 0 · αβ2,

α · γ = α2β = 0 · 1 + 0 · α + 2 · β + 2 · αβ + 0 · β2 + 0 · αβ2,

β · γ = αβ2 = 0 · 1 + 0 · α + 0 · β + 0 · αβ + 0 · β2 + 1 · αβ2,

αβ · γ = α2β2 = 0 · 1 + 0 · α + 0 · β + 0 · αβ + 2 · β2 + 2 · αβ2,

β2 · γ = αβ3 = 0 · 1 + 3 · α + 0 · β + 3 · αβ + 0 · β2 + 3 · αβ2,

αβ2 · γ = α2β3 = 6 · 1 + 6 · α + 6 · β + 6 · αβ + 6 · β2 + 6 · αβ2.

Перенесем правые части влево, причем, запишем результат в матрич-
ном виде




γ 0 0 −1 0 0
0 γ −2 −2 0 0
0 0 γ 0 0 −1
0 0 0 γ −2 −2
0 −3 0 −3 γ −3
−6 −6 −6 −6 −6 γ − 6







1
α
β
αβ
β2

αβ2




=




0
0
0
0
0
0




.
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Видим, что строчка (1, α, β, αβ, β2, αβ2) является решением системы



γ 0 0 −1 0 0
0 γ −2 −2 0 0
0 0 γ 0 0 −1
0 0 0 γ −2 −2
0 −3 0 −3 γ −3
−6 −6 −6 −6 −6 γ − 6







x00

x10

x01

x11

x02

x12




=




0
0
0
0
0
0




.

Т.к. это решение ненулевое, то det(γE − A) = 0, где

A =




0 0 0 1 0 0
0 0 2 2 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 2 2
0 3 0 3 0 3
6 6 6 6 6 6




.

Поэтому αβ является корнем многочлена det(λE−A) степени 6 с целыми
коэффициентами и старшим коэффициентом 1

det(λE − A) = λ6 − 6λ5 − 42λ4 − 96λ3 − 108λ2 + 72λ− 72.

Рассмотрение кольца целых алгебраических чисел завершим двумя
замечаниями. Хотелось бы, чтобы в обозначениях теоремы, степень мно-
гочлена с целыми рациональными коэффициентами и старшим коэффи-
циентом 1, корнем которого является γ, была наименьшей. Для этого
нужны аналогичные многочлены наименьшей степени для α и β. Ока-
зывается, что годятся минимальные многочлены со старшим коэффици-
ентом 1. Действительно, справедлива

Теорема 8. Если число α — целое алгебраическое, то его минимальный
многочлен со старшим коэффициентом 1 имеет целые коэффициенты.

Эта теорема вытекает из леммы Гаусса. Пусть α целое алгебраическое
и f(x) — многочлен с целыми рациональными коэффициентами и стар-
шим коэффициентом 1, корнем которого является α. Если f(x) неприво-
дим над Q, то он минимальный многочлен числа α. В противном случае
существует разложение f(x) = g(x) ·h(x) в произведение двух многочле-
нов с целыми рациональными коэффициентами меньшей степени (здесь
работает лемма Гаусса). Сравнивая коэффициенты при высшей степени
x видим, что старшие коэффициенты обоих множителей равны 1. Кор-
нем одного из них является α. Если этот последний многочлен приводим
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над Q, то разложим его в произведение многочленов меньшей степени с
целыми рациональными коэффициентами и т.д. Поэтому минимальный
многочлен числа α со старшим коэффициентом 1 имеет целые коэффи-
циенты.

Можно доказать, что корни многочленов с целыми алгебраическими
коэффициентами и старшим коэффициентом 1 будут сами целые алгеб-
раические числа. В частности, корни любой положительной целой ра-
циональной степени из целых алгебраических чисел будут целыми ал-
гебраическими числами. Поэтому в кольце всех целых алгебраических
чисел нет неразложимых элементов. Действительно, каждое необрати-
мое целое алгебраическое число α имеет разложение α =

√
α · √α, где

оба сомножителя справа целые и необратимые.
Ситуация кардинально меняется, если рассматривать целые алгебра-

ические числа в конечном расширении поля рациональных чисел. Целые
алгебраические числа в конечном расширении поля рациональных чисел
образуют, понятно, кольцо. Такие кольца называют кольцами целых ал-
гебраических чисел (слово "всех"пропущено!). Для колец целых алгебра-
ических чисел можно ставить вопрос о существовании и единственности
разложения элементов в произведение неразложимых элементов. И хотя
эта теорема, как правило, не верна, положение в значительной степени
может быть исправлено введением "идеальных делителей", называемых
дивизорами.

9 Теорема Лиувилля
Теорема Лиувилля дает некоторый достаточный признак трансцендент-
ности чисел, который привел к построению первых примеров трансцен-
дентных чисел. Она является важным звеном в исследовании наилучших
приближений вещественных чисел рациональными. Вне этих исследова-
ний теорема Лиувилля производит впечатление искусственной.

Теорема 9 (теорема Лиувилля). Пусть α — вещественное алгеб-
раическое число степени n > 2. Существует положительное число c,
такое, что для всех рациональных чисел

a

b
, где a, b ∈ Z и b > 0 имеет

место ∣∣∣α− a

b

∣∣∣ >
c

bn
.

Доказательство этой теоремы неожиданно короткое. Число c предъ-
является сразу. Пусть f(x) = a0x

n + a1x
n−1 + . . . + an — минимальный

многочлен числа α с целыми рациональными коэффициентами. Отме-
тим, что ст.f(x) > 2. По теореме Безу f(x) = (x− α)g(x), где многочлен
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g(x) имеет вещественные коэффициенты. Берем любое положительное
число δ. Многочлен g(x) является непрерывной функцией на отрезке
[α − δ, α + δ]. Т.к. всякая непрерывная функция на отрезке ограничена,
то существует число M , такое, что |g(x)| < M для всех x ∈ [α− δ, α + δ].
Тогда c = min(δ, 1

M
).

Осталось доказать, что это число c искомое. Предъявим еще один
аргумент: т.к. f(x) неприводим над Q и ст.f(x) > 2, то f(x) не имеет ра-
циональных корней. Поэтому f(x) 6= 0, если x рационально. Рассмотрим
любое рациональное число

a

b
, где a и b целые, b > 0. Если

a

b
/∈ [α−δ, α+δ],

то ∣∣∣α− a

b

∣∣∣ > δ > c > c

bn
.

Пусть
a

b
∈ [α− δ, α + δ], имеем

∣∣∣f
(a

b

)∣∣∣ =
|a0a

n + a1a
n−1b + . . . + anbn|

bn
> 1

bn
,

т.к. числитель является целым, отличным от нуля числом. На этом до-
казательство заканчивается:∣∣∣f

(a

b

)∣∣∣ =
∣∣∣α− a

b

∣∣∣ ·
∣∣∣g

(a

b

)∣∣∣ −→
∣∣∣α− a

b

∣∣∣ ·
∣∣∣g

(a

b

)∣∣∣ > 1

bn
,

∣∣∣α− a

b

∣∣∣ ·M >
1

bn
−→

∣∣∣α− a

b

∣∣∣ >
1

Mbn
=

1
M

bn
> c

bn
.

В заключение приведем примеры трансцендентных чисел.
Пример. Для любого целого рационального числа a, большего 1, чис-

ло

α =
∞∑

n=1

1

an!
трансцендентно.

Прежде всего заметим, что α иррационально, т.к. его запись в си-
стеме счисления с основанием a имеет вид 0, 110001000 . . ., где цифры на
местах n! (n = 1, 2, . . .) после запятой являются единицами, а все осталь-
ные цифры являются нулями. Для доказательства трансцендентности α
обозначим

k∑
n=1

1

an!
=

pk

qk

, qk = ak!, pk ∈ Z.

Имеем∣∣∣∣α−
pk

qk

∣∣∣∣ =
1

a(k+1)!
+

1

a(k+2)!
+ . . . =

1

a(k+1)!

(
1 +

1

a(k+2)!−(k+1)!
+ . . .

)
<

<
1

a(k+1)!

(
1 +

1

a
+

1

a2
+ . . .

)
=

1

qk+1
k

· a

a− 1
6 1

qk
k

.
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Поэтому для любого целого положительного n и всех k > n имеет место
∣∣∣∣α−

pk

qk

∣∣∣∣ <
1

qk
k

6 1

qn+1
k

.

Теперь допустим, что α является алгебраическим. Тогда существует та-
кое положительное число c, что для всех рациональных

a

b
, где a, b ∈ Z,

b > 0 имеет место ∣∣∣α− a

b

∣∣∣ >
c

bn
.

Берем k настолько большое, что k > n и
1

qk

< c. Тогда

∣∣∣∣α−
pk

qk

∣∣∣∣ <
1

qn+1
k

=

1
qk

qn
k

<
c

qn
k

.

Это противоречие, т.к. по теореме Лиувилля для всех рациональных
a

b
,

где a, b ∈ Z, b > 0, и, в частности, для
pk

qk

имеет место противоположное

неравенство. Значит α не алгебраическое, т.е. трансцендентное.
Упражнения имеющие скромную цель закрепить обсужденные выше

понятия:

1. Доказать алгебраичность следующих чисел (r, s ∈ Q, n ∈ Z, n > 0)

(a) r + n
√

s;

(b) r + n
√

si;

(c) cos 2π
n

+ i sin 2π
n
;

(d) cos 2π
n
− i sin 2π

n
;

(e) cos rπ + i sin rπ;

(f) cos rπ − i sin rπ;

(g) cos rπ;

(h) sin rπ.

2. Определить степень над Q следующих полей алгебраических чисел

(a) Q(
√

2);

(b) Q(
√

2)(
√

3);

(c) Q(
√

2 +
√

3);
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(d) Q(
√

2 +
√

3i);

(e) Q( n
√

2);

(f) Q(1 + n
√

2);

(g) Q(cos 2qπ
p

+ i sin 2qπ
p

);

(h) Q(cos 2qπ
p
− i sin 2qπ

p
) (p — простое число, q ∈ Z).

3. Указать вид целых алгебраических чисел в полях Q(
√

n) и Q(
√

ni)
для n = 1, 2, 3, 5, 6.

4. Избавиться от алгебраической иррациональности в знаменателе

(a)
3√5−1

5−2 3√5+ 3√25
;

(b) 6

−1+ 4√5i
;

(c) 1√
2+ 3√3

.

5. Построить минимальный многочлен числа
√

2 +
√

3 методом пунк-
та 8 "целые алгебраические числа".
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