
МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ
РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ

ЧЕЛЯБИНСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ
Кафедра компьютерной топологии и алгебры

ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ В ЦЕЛЫХ ЧИСЛАХ

Методические указания для практических занятий по "Теории чисел"

Челябинск
1988



Одобрено учебно-методической комиссией математического факуль-
тета Челябинского государственного университета.

В данных методических указаниях обсуждается метод решения си-
стем линейных уравнений с целыми коэффициентами в целых числах и
его возможные обобщения. Указания призваны оказать помощь студен-
там специальности "Математика"в подготовке к практическим занятиям
и самостоятельной работе.

Составитель: С.Г. Иванов

Рецензент: А.А. Соловьев



Практические занятия по теории чисел удобно начать с решения си-
стем линейных уравнений с целыми коэффициентами в целых числах.
Эта тема интересна сама по себе, согласуется с первой темой курса лек-
ций и не требует предварительного освещения на лекции, т.к. студенты
имеют к этому времени необходимые знания из курса алгебры. В имею-
щейся учебной литературе эта тема не встречается.

Во второй части указаний предлагается метод решения систем срав-
нений первой степени и метод решения совместных систем сравнений и
уравнений. Т.о. теория систем сравнений и уравнений первой степени,
решаемых в целых числах, доводится до логического завершения. В за-
ключение предлагается практический метод решения систем сравнений
первой степени с одним неизвестным по любым модулям.

Данные методические указания призваны помочь студентам навести
глянец на теоретическое обоснование указанного метода и содержат ре-
комендации к оформлению решений.
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Систему линейных уравнений с целыми коэффициентами




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

as1x1 + as2x2 + . . . + asnxn = bs

(1)

запишем в матричном виде

AX = B,

где

A =




a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
as1 . . . asn


 , X =




x1
...

xn


 , B =




b1
...
bs


 .

Метод решения такой системы в целых числах является модификацией
метода исключения. Основная идея та же: преобразовать равносильно
(т.е. не меняя множество решений) данную систему так, чтобы множе-
ство всех целых решений усматривалось непосредственно.

Какие преобразования системы (1) являются равносильными? Преж-
де всего, те, которые применяются в процессе исключения: перестановка
уравнений, умножение уравнения на отличное от нуля число, прибавле-
ние к одному из уравнений другого уравнения, умноженного на любое
целое число. Однако, для отыскания целочисленных решений этих преоб-
разований недостаточно. Например, они ничего не дадут для уравнения
2x + 3y = 5 (точнее, для системы из одного уравнения).

Поэтому для отыскания целочисленных решений мы используем, во-
обще говоря, еще и линейную замену неизвестных




x1
...

xn


 =




c11 . . . c1n

. . . . . . . . .
cn1 . . . cnn


 ·




y1
...

yn


 (2)

или, кратко X = CY , где C — матрица с целыми элементами. Естествен-
но потребовать, чтобы эта линейная замена была обратимой, т.е. чтобы
от неизвестных y1, . . ., yn можно было вернуться к неизвестным x1, . . .,
xn тоже посредством линейной замены c целыми коэффициентами. Ес-
ли Y = C1X — формулы обратной линейной замены неизвестных, то
C1C = E. Значит C обратима и ее определитель, будучи целым числом,
равен, по теореме об определителе произведения матриц, ±1. Обратно,
если det C = ±1, то C−1 имеет по формуле обратной матрицы целые
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элементы и обратная линейная замена неизвестных с целыми коэффи-
циентами возможна. Поэтому определитель матрицы линейной замены
неизвестных должен быть равен ±1.

При выполнении этого условия на определитель и коэффициенты
линейной замены неизвестных множество всех целочисленных решений
преобразуемой системы переходит взаимно однозначно в множество всех
целочисленных решений полученной системы. Если мы можем найти
множество всех целочисленных решений полученной системы, то из него
посредством обратной линейной замены можно вычислить множество
всех целочисленных решений исходной системы. Поэтому можно считать
такую линейную замену равносильным преобразованием.

Пример. Решим систему 2x + 3y = 5. Введем линейную замену неиз-
вестных x = −u + 3v, y = u− 2v. Определитель матрицы этой замены
равен (−1) и, правда, эта замена обратима: u = 2x + 3y, v = x + y.
В новых неизвестных система имеет вид u = 5. Множество всех ее
решений равно { (5, v) ‖ v ∈ Z }. Значит, множество всех решений дан-
ного уравнения равно { (−5 + 3v, 5− 2v) ‖ v ∈ Z }.

В общем случае линейная замена подбирается так, чтобы исходную
систему в новых неизвестных можно было привести элементарными пре-
образованиями к виду





d1y1 = m1,
d2y2 = m2,

. . .
dryr = mr,

0 = mr+1,
. . .

0 = ms,

(3)

где d1, . . ., dr — положительные целые числа, m1, . . ., ms — целые числа,
а r, разумеется, есть ранг матрицы A. Система (3) имеет целые реше-
ния тогда и только тогда, когда mi делится на di при i = 1, 2, . . ., r и
mr+1 = . . . = ms = 0. При выполнении этих условий множество всех
целочисленных решений системы (3) равно

{ (
m1

d1

, . . . ,
mr

dr

, yr+1, . . . , yn) ‖ yr+1, . . . , yn ∈ Z }.

Из этого множества решений посредством замены (2) естественно возни-
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кает (n− r)- параметрическое множество решений исходной системы




x1
...

xn


 =




c11 . . . c1n

. . . . . . . . .
cn1 . . . cnn


 ·




m1

d1...
mr

dr

yr+1
...

yn




.

Отметим, что роль параметров играют “свободные” неизвестные yr+1, . . .,
yn.

Для отыскания матрицы линейной замены неизвестных используется
метод элементарных преобразований. Этой цели служат только элемен-
тарные преобразования столбцов причем, такие, которые вместе со свои-
ми обратными не выводят за пределы целых чисел. Эти преобразования
таковы:

(I) перестановка столбцов;

(II) умножение столбцов на ±1;

(III) прибавление к столбцу другого столбца, умноженного на целое чис-
ло.

Мы не отказываемся и от элементарных преобразований строк рас-
ширенной матрицы системы уравнений, причем нумеруем их так же. Эти
преобразования обычные и роль их известна. В частности, строки расши-
ренной матрицы можно умножать, а также сокращать на любые целые
числа. Необычным является использование элементарных преобразова-
ний столбцов матрицы коэффициентов при неизвестных. Эти преобра-
зования истолковываются, как следствия линейных замен неизвестных,
выполняемых последовательно. Например, перестановка первого и вто-
рого столбцов истолковывается, как следствие замен





x1 = y2,
x2 = y1,
x3 = y3,

. . .
xn = yn.

Умножение первого столбца на (−1) истолковывается, как следствие за-
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мены 



x1 = −y1,
x2 = y2,

. . .
xn = yn.

Как следствие соответствующей замены истолковывается и преобразова-
ние третьего типа. Наш метод избавляет нас от необходимости детально
учитывать все замены, вытекающие из выполняемых элементарных пре-
образований столбцов и выводить итоговую линейную замену. Мы по-
лучаем матрицу итоговой линейной замены неизвестных автоматически
при помощи тех же элементарных преобразований столбцов единичной
матрицы.

Т.к. это по меньшей мере четвертая встреча студентов с методом эле-
ментарных преобразований, то не требует подробного доказательства

Предложение 1. Любую целочисленную матрицу можно преобразо-
вать элементарными преобразованиями строк и столбцов к виду




d1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 d2 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . dr 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0




, (4)

где d1, . . ., dr — целые положительные числа и r — ранг данной матри-
цы.

При этом можно добиться того, чтобы каждое последующее из чисел
d1, . . ., dr делилось на предшествующие ([1], стр. 309), но нам это не
потребуется.

Приведение целочисленной матрицы к виду (4) на практике осуществ-
ляется в достаточное число шагов следуюшего вида:

(а) перемещение преобразованиями типа (I) в левый верхний угол пре-
образуемой матрицы наименьшего по модулю числа из элементов
матрицы не равных нулю;

(б) максимальное уменьшение модуля всех остальных элементов пер-
вой строчки и первого столбца преобразованиями типа (II);

6



(в) после того, как станут невозможными шаги (а) и (б) (т.е. в ле-
вом верхнем углу матрицы окажется наименьший по модулю из не
равных нулю элемент, а все остальные элементы первой строчки
и первого столбца будут нулями) выполнение таких же шагов для
матрицы меньшего размера, возникающей из полученной матрицы
игнорированием первой строчки и первого столбца;

(г) умножение строки на ±1, чтобы обеспечить положительность di,
i = 1, 2, . . ., r.

Для объяснения результата нам придется вспомнить о связи между
элементарными преобразованиями матрицы и матричным умножением.
Напомним, что следующие матрицы называются элементарными:

Tij — матрица, полученная из единичной матрицы перестановкой i-
той и j-той строк;

Di(−1) — матраца, полученная из единичной матрицы умножением
i-той строчки на (−1) ;

Tij(k) = E + kEij, i 6= j.
Здесь Eij — матричная единица, т.е. матрица, у которой на месте (i, j)

расположена 1, а на всех остальных местах записаны нули.
Из курса алгебры известно, что каждое элементарное преобразование

строк матрицы A равносильно умножению A слева на соответствующую
элементарную матрицу. Каждое элементарное преобразование столбцов
равносильно умножению справа на соответствующую элементарную мат-
рицу. Заметим, что определитель элементарной матрицы равен ±1. По
теореме об определителе произведения матриц таков же будет определи-
тель произведения конечного числа элементарных матриц. В свете изло-
женного предложение 1 можно переформулировать так:

Предложение 2. Пусть A — матрица размера s×n с целыми элемен-
тами. Существуют элементарные матрацы T1, . . ., Tp (p > 0) размера
s× s и элементарные матрицы C1, . . ., Cq (q > 0) размера n×n, такие,
что

Tp · . . . · T1 · A · C1 · . . . · Cq = D,

где D есть матрица (4).

Мы, в сущности, уже решили задачу. Обозначим T = Tp · . . . · T1,
C = C1 · . . . · Cq. Матрицы T и C обе квадратные с целыми элементами,
определитель матрицы C равен ±1. Поэтому обе они обратимы, причем
обратная к C имеет целые элементы. Как мы сейчас увидим, C есть
матрица искомой линейной замены неизвестных.
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Имеем
TAC = D, A = T−1DC−1.

Введем новые неизвестные y1, . . ., yn при помощи линейной замены X =
CY . Тогда Y = C−1X и данная система AX = B или T−1DC−1X = B
принимает в новых неизвестных вид

T−1DY = B или DY = TB = M, M =




m1
...

ms


 .

Система DY = M имеет искомый вид (3), что и завершает решение
задачи. Эта система равносильна системе (1) в том смысле, что каждому
целочисленному решению (c1, . . . , cn) системы (1) соответствует взаимно
однозначно по формуле

Y = C−1




c1
...
cn




целочисленное решение системы (3). Обратно, каждому целочисленному
решению (c

′
1, . . . , c

′
n) системы (3) соответствует по формулам обратной

замены

X = C




c
′
1
...
c
′
n




целочисленное решение системы (1). Если система (3) не имеет целых
решений, то не имеет целых решений и система (1). Если система (3)
имеет целые решения, то множество всех целых решений системы (1)
равно

{ (
m1

d1

, . . . ,
mr

dr

, yr+1, . . . , yn)tC ‖ yr+1, . . . , yn ∈ Z },

где tC — транспонированная к C матрица.
Для практического отыскания решений пишем расширенную матри-

цу Ā системы (1) и приписываем к ее подматрице A коэффициентов
при неизвестных снизу (или сверху) единичную матрицу размера n× n.
Затем, приводим A элементарными преобразованиями к виду (4). При
этом элементарные преобразования строк матрицы A распространяем на
столбец свободных членов, а элементарные преобразования столбцов на
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единичную матрицу. После того, как на месте A возникает D, на месте
B окажется M и на месте единичной матрицы окажется C:

(
A B
E

)
−→

(
D M
C

)
.

Доказательство этого факта не отличается в идейном плане от обосно-
вания метода Жордана вычисления обратной матрицы и поэтому опус-
кается.

Приведем два примера, рекомендующие помимо прочего, определен-
ные рамки оформления решения.

Пример. Решить систему
{

10x1 + 2x2 + 3x3 = 4,
5x1 + x2 + 7x3 = 24.

Решение.


10 2 3 4
5 1 7 24
1 0 0
0 1 0
0 0 1




−→




2 10 3 4
1 5 7 24
0 1 0
1 0 0
0 0 1




−→

−→




1 5 7 24
2 10 3 4
0 1 0
1 0 0
0 0 1




−→




1 5 7 24
0 0 −11 −44
0 1 0
1 0 0
0 0 1




−→

−→




1 0 0 24
0 0 1 4
0 1 0
1 −5 −7
0 0 1




−→




1 0 0 24
0 1 0 4
0 0 1
1 −7 −5
0 1 0




.

Видим, что d1 = d2 = 1, m1 = 24, m2 = 4,

C =




0 0 1
1 −7 −5
0 1 0


 .

Система (3) от трех (!) неизвестных y1, y2, y3 имеет вид
{

y1 = 24,
y2 = 4.
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Множество всех ее решений равно:{ (24, 4, t) ‖ t ∈ Z }, где t = y3 —
параметр. Вычисляем множество всех решений данной системы:




x1

x2

x3


 =




0 0 1
1 −7 −5
0 1 0


 ·




24
4
t


 =




t
−4− 5t

4


 .

Ответ:{ (t,−4− 5t, 4) ‖ t ∈ Z }.
Подстановкой можно убедиться, что решение найдено верно.

Пример. Решить в целых числах

256x1 + 342x2 + 147x3 = 14.

Решение.



256 324 147 14
1 0 0
0 1 0
0 0 1


 −→




147 324 256 14
0 0 1
0 1 0
1 0 0


 −→

−→




147 30 −38 14
0 0 1
0 1 0
1 −2 −2


 −→




30 147 −38 14
0 0 1
1 0 0
−2 1 −2


 −→

−→




30 −3 −8 14
0 0 1
1 −5 1
−2 11 −4


 −→




−3 30 −8 14
0 0 1
−5 1 1
11 −2 −4


 −→

−→




−3 0 1 14
0 0 1
−5 −49 16
11 108 −37


 −→




1 0 −3 14
1 0 0
16 −49 −5
−37 108 11


−→

−→




1 0 0 14
1 0 3
16 −49 43
−37 108 −100


 ,
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y1 = 14, C =




1 0 3
16 −49 43
−37 108 −100


 ,




x1

x2

x3


 =




1 0 3
16 −49 43
−37 108 −100







14
y2

y3


 =




14 + 3y3

224− 49y2 + 43y3

−518 + 108y2 − 100y3


 .

Ответ: {(14 + 3y3, 224− 49y2 + 43y3,−518 + 108y2 − 100y3)‖y2, y3 ∈ Z}.
Для практических занятий и домашних заданий годятся любые си-

стемы линейных уравнений с целыми коэффициентами из любого задач-
ника. Например, из задачника [2] рекомендуются номера 689, 695–697,
701, 702, 706, 707, 710–714, 716. Эти системы совместны. Метод исключе-
ния в чистом виде, примененный к этим системам дает дробные решения,
причем номера 701, 706, 710 не имеют целых решений.

11



Рассмотрим систему сравнений первой степени по любым модулям.




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn ≡ b1(mod m1),
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn ≡ b2(mod m2),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
as1x1 + as2x2 + . . . + asnxn ≡ bs(mod ms).

(5)

Сначала следует “выровнять” модули. Это можно сделать, опираясь на

Замечание. Для любого целого положительного k сравнение

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn ≡ b(mod m) (6)

равносильно сравнению

a1kx1 + a2kx2 + . . . + ankxn ≡ bk(mod mk). (7)

Под решением сравнения (6) понимается строчка n чисел (c1, c2, . . . , cn),
подстановка которых соответственно вместо x1, . . . , xn обращает это срав-
нение в тождество. Читателю предлагается поупражняться в примене-
нии свойств сравнений, доказывая, что каждое решение сравнения (6)
будет решением сравнения (7) и, наоборот, каждое решение сравнения (7)
будет решением сравнения (6).

Пусть m есть наименьшее общее кратное чисел m1, m2, . . ., ms и пусть
m = miki, i = 1, 2, . . ., s. Умножая i-тое сравнение системы (5) на ki и
переобозначая aijki на aij и biki на bi, i = 1, 2, . . ., s, получим систему по
модулю m.





a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn ≡ b1(mod m),
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn ≡ b2(mod m),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
as1x1 + as2x2 + . . . + asnxn ≡ bs(mod m)

(8)

равносильную системе (5).
Теперь можно уточнить понятие решения. Если (c1, c2, . . . , cn) — реше-

ние системы (8) и если c
′
i ≡ ci(mod m), i = 1, 2, . . ., n, то (c

′
1, c

′
2, . . . , c

′
n) —

тоже решение этой системы. Все такие решения принимаются за одно
решение. Поэтому решением будет строчка классов чисел по модулю m,
а система сравнений будет системой уравнений над кольцом Zm. В част-
ности, число решений этой системы конечно и “в принципе” может быть
найдено перебором. К сожалению, этот принцип сопряжен с непосиль-
ным объемом вычислений и приходится искать другие методы.

В данном случае этим методом является метод исключения в комби-
нации с линейной заменой неизвестных. В процессе исключения можно
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переставлять местами сравнения, умножать обе части сравнения на чис-
ла, взаимно простые с модулем, прибавлять к любому сравнению систе-
мы другое сравнение этой системы, умноженное на любое целое чис-
ло. Умножение обеих частей сравнения на число не взаимно простое
с модулем чревато появлением “лишних” решений. Например, сравне-
ние x ≡ 1(mod 6) имеет одно решение, а сравнение 3x ≡ 3(mod 6)
имеет 3 решения. Если m — простое число, то любая линейная систе-
ма по модулю m может быть решена методом исключения, потому, что
Zm — поле. Если m не простое число, то метода исключения недостаточ-
но. Например, неясно, как применить метод исключения к сравнению
2x + 3y ≡ 1(mod 6). Замена x = −u + 3v, y = u − 2v преобразует это
сравнение в u ≡ 1(mod 6) и дает описание множества всех решений:
{(−1+3v, 1−2v)‖v ∈ Z6} ≡ {(5, 1); (2, 5); (5, 3); (2, 1); (5, 5); (2, 3)}(mod 6).

Матрица линейной замены неизвестных вычисляется по модулю m и
по уже знакомым соображениям должна быть обратима. Для обратимо-
сти матрицы над Zm необходимо и достаточно, чтобы ее определитель
был обратимым элементом кольца Zm, т.е. чтобы как число он был вза-
имно прост с m. В процессе исключения и при вычислении матрицы ли-
нейной замены применяются следующие элементарные преобразования
матрицы коэффициентов при неизвестных:

(I) перестановка строк или столбцов;

(II) умножение строки или столбца на число взаимно простое с моду-
лем;

(III) прибавление к строке (столбцу) другой строки (соответственно столб-
ца), умноженной на любое целое число.

К списку элементарных матриц здесь добавляются матрицы Di(k),
(k,m) = 1, получающиеся из единичной матрицы умножением i-той
строчки на число k, взаимно простое с модулем. Также как и для си-
стем с целыми коэффициентами доказывается

Предложение 3. Пусть A — матрица размера s× n над кольцом Zm.
Существуют элементарные матрицы T1, . . ., Tp, (p > 0) размера s× s
и элементарные матрицы C1, . . ., Cq, (q > 0) размера n × n над Zm,
такие, что

Tp · . . . · T1 · A · C1 · . . . · Cq ≡ D(mod m),
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где матрица D имеет вид



d1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 d2 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . dr 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0




. (9)

Обозначим T = Tp ·. . .·T1, C = C1 ·. . .·Cq. Матрицы T и C обе квадратные
и обратимые над Zm. Имеем TAC ≡ D, A ≡ T−1DC−1. Введем новые
неизвестные y1, . . . , yn по формуле X = CY . Тогда Y = C−1X и данная
система AX ≡ B(mod m) перепишется в виде DY ≡ L(mod m), где
L ≡ TB(mod m).

Запишем систему DY ≡ L(mod m) в развернутом виде




d1y1 ≡ l1 (mod m),
d2y2 ≡ l2 (mod m),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

dryr ≡ lr (mod m),
0 ≡ lr+1 (mod m),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
0 ≡ ls (mod m).

(10)

Система (10) имеет решения тогда и только тогда, когда lr+1 ≡ . . . ≡
ls ≡ 0(mod m) и когда имеют решения сравнения diy ≡ li(mod m), i = 1,
2, . . ., r. Если эти условия выполнены, то обозначая символом Ni число
решений сравнения diy ≡ li(mod m), i = 1, 2, . . ., r, видим, что число
решений данной системы равно N1 · N2 · . . . · Nr ·mn−r. Множество всех
решений системы (10) можно записать символически в виде

{ (c1, . . . , cr, yr+1, . . . , yn) ‖ . . . },

где ci пробегает множество всех решений сравнения diyi ≡ li(mod m),
i = 1, 2, . . ., r и yr+1, . . ., yn произвольны. Множество всех решений
исходной системы в этих обозначениях равно

{ (c1, . . . , cr, yr+1, . . . , yn)tC ‖ . . . }

с таким же условием на ci и yj.
Для практического отыскания решений пишем расширенную матри-

цу Ā системы (8) и приписываем к ее подматрице A коэффициентов при
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неизвестных снизу или сверху единичную матрицу размера n×n. Затем,
приводим A элементарными преобразованиями к виду (9). Считаем по
модулю m. При этом, элементарные преобразования строк матрицы A
распространяем на всю расширенную матрицу, а элементарные преобра-
зования столбцов — на матрицу E. После того как на месте A возникает
D, на месте B окажется L и на месте E окажется C:

(
A B
E

)
−→

(
D L
C

)
.

Доказательство и в этом случае обходится теми же идеями, что и обосно-
вание метода Жордана обращения матрицы и потому предоставляется
читателю.

Пример. Решить сравнение

6x1 + 10x2 + 15x3 ≡ 7(mod 30).

Решение.


6 10 15 7
1 0 0
0 1 0
0 0 1


 −→




6 4 3 7
1 −1 −2
0 1 0
0 0 1


 −→

−→




3 4 6 7
−2 −1 1

0 1 0
1 0 0


 −→




3 1 0 7
−2 1 5

0 1 0
1 −1 −2


 −→

−→




1 3 0 7
1 −2 5
1 0 0

−1 1 −2


 −→




1 0 0 7
1 −5 5
1 −3 0

−1 4 −2


 ,

C ≡



1 −5 5
1 −3 0

−1 4 −2


 (mod 30), y1 ≡ 7(mod 30).

Множество всех решений этого сравнения равно { (7, y2, y3) ‖ y2 ∈
Z30, y3 ∈ Z30 }. Ищем множество решений исходного сравнения




1 −5 5
1 −3 0
−1 4 −2


 ·




7
y2

y3


 ≡




7− 5y2 + 5y3

7− 3y2

−7 + 4y2 − 2y3


 (mod 30).
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Ответ: { (7− 5y2 + 5y3; 7− 3y2;−7 + 4y2 − 2y3) ‖ y2 ∈ Z30, y3 ∈ Z30 }.
Т.о. данное сравнение имеет 900 решений.

Если дана совместная линейная система сравнений и уравнений, то
нужно сначала решить ее часть, состоящую из уравнений. Получившееся
параметрическое представление неизвестных подставим затем в остав-
шуюся часть, состоящую из сравнений. Остается решить линейную си-
стему сравнений и определить значение параметров.

В заключение опишем практичный метод решения систем сравнений




x ≡ b1(mod m1),
x ≡ b2(mod m2),
. . . . . . . . . . . . . . . ,
x ≡ bs(mod ms).

(11)

Если модули попарно взаимно просты, то метод решения изложен в [3],
гл. 4, и ничего лучше не придумаешь. Если модули не попарно взаимно
просты, то поступим следующим образом. Разложим числа mi в произ-
ведения простых чисел

mi = pki1
1 · pki2

2 · . . . · pkir
r .

Заменим сравнения x ≡ bi(mod mi), i = 1, 2, . . ., s системы (11) на
равносильные системы





x ≡ bi(mod pki1
1 ),

x ≡ bi(mod pki2
2 ),

. . . . . . . . . . . . . . . ,
x ≡ bi(mod pkir

r ).

Соберем в получившейся системе все сравнения, относящиеся к одному
pj (j = 1, 2, . . . , r). 




x ≡ b1(mod p
k1j

j ),

x ≡ b2(mod p
k2j

j ),
. . . . . . . . . . . . . . . ,

x ≡ bs(mod p
ksj

j ).

(12)

Подсистема (12) либо противоречива, либо равносильна одному из
своих сравнений с наибольшим kij. Проще всего это проверить, пред-
ставляя числа bi в системе счисления с основанием pj. Если хотя бы
одна подсистема (12) противоречива, то противоречива и система (11).
Если подсистемы (12) не противоречивы, то их сравнения, которым они
равносильны обозначим

x ≡ b
′
j(mod p

kj

j ).
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Мы получаем систему по попарно взаимно простым модулям




x ≡ b
′
1(mod pk1

1 ),

x ≡ b
′
2(mod pk2

2 ),
. . . . . . . . . . . . . . . ,
x ≡ b

′
r(mod pkr

r ),

равносильную системе (11). Это возвращает нас в [3], гл. 4.
Разумеется, систему (11) можно решать также методом, предложен-

ным во второй части данных указаний. При этом линейная замена неиз-
вестных не понадобится. Указанным методом можно также решать си-
стемы линейных уравнений над кольцом многочленов от одного неиз-
вестного.

Пример. Решить систему




x ≡ 49 (mod 60),
x ≡ 79 (mod 450),
x ≡ 229 (mod 300).

Первый способ. Т.к. 60 = 4 · 3 · 5, 450 = 2 · 9 · 25, 300 = 4 · 3 · 25, то
каждое сравнение распадается на 3 и мы получаем систему из девяти
сравнений 




x ≡ 49 (mod 4),
x ≡ 49 (mod 3),
x ≡ 49 (mod 5),
x ≡ 79 (mod 2),
x ≡ 79 (mod 9),
x ≡ 79 (mod 25),
x ≡ 229 (mod 4),
x ≡ 229 (mod 3),
x ≡ 229 (mod 25).

Заменяя правые части наименьшими неотрицательными вычетами, вы-
писываем для простых чисел 2, 3, 5 соответствующие подсистемы и рав-
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носильные им сравнения




x ≡ 1(mod 4),
x ≡ 1(mod 2),
x ≡ 1(mod 4),

⇔ x ≡ 1 (mod 4);





x ≡ 1(mod 3),
x ≡ 7(mod 9),
x ≡ 1(mod 3),

⇔ x ≡ 7 (mod 9);





x ≡ 4(mod 5),
x ≡ 4(mod 25),
x ≡ 4(mod 25),

⇔ x ≡ 4 (mod 25).

Данная система равносильна такой




x ≡ 1 (mod 4),
x ≡ 7 (mod 9),
x ≡ 4 (mod 25).

Решая эту систему методом [3], гл. 4, получаем
Ответ: x ≡ 529(mod 900).

Второй способ. Выравниваем модули. [60, 450, 300] = 900.




15x ≡ 735 (mod 900),
2x ≡ 158 (mod 900),
3x ≡ 687 (mod 900).

Считая по модулю 900, проводим процесс исключения



15 735
2 158
3 687


 −→




2 158
15 735
3 687


 −→




2 158
1 529
1 529


 −→




1 529
2 158
0 0


 −→




1 529
0 0
0 0


 .

Данная система равносильна сравнению x ≡ 529(mod 900), т.е. мы полу-
чили сразу ответ.
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