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1 Çàäà÷à ×åáûøåâà

Ï.Ë.×åáûøåâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîïîëîæíèêîì ýòîé òåîðèè, à öåíòðàëüíîå ìåñòî â íåé çàíèìàåò ïîíÿòèå

"áëèæàéøåãî" èëè íàèëó÷øåãî àïïðîêñèìèðóþùåãî ýëåìåíòà. Çàäà÷à ×åáûøåâà ñîñòîèò èìåííî â

íàõîæäåíèè ýòîãî "áëèæàéøåãî" ýëåìåíòà.

Ïóñòü X - ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (ËÍÏ) íàä âåùåñòâåííûì ïîëåì R, à L 6= X -

åãî ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò, î÷åâèäíî, íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî

âèäà

ρ = inf ‖x− y‖ , y ∈ L (1)

êîòîðîå ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ðàññòîÿíèåì îò x äî ïîäïðîñòðàíñòâà L.

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè äëÿ ýëåìåíòà x̃ èç ïîäïðîñòðàíñòâà L âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

‖x− x̃‖ = ρ, x ∈ X, (2)

òî x̃ íàçûâàåòñÿ áëèæàéøèì ê x â ïîäïðîñòðàíñòâå L.

Ïðîáëåìàòèêà.

Íèæå ïðåäñòîèò:

1. Âûÿâèòü ñâîéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâà L è ïðîñòðàíñòâ X, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå áëè-

æàéøåãî ýëåìåíòà â íèõ ê ëþáîìó x ∈ X (òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ);

2. Íàéòè óñëîâèÿ íà L è X, ïðè êîòîðûõ ó êàæäîãî x ∈ X íå áîëåå îäíîãî áëèæàéøåãî ýëåìåíòà

â L;

3. Îõàðàêòåðèçîâàòü ïðèçíàêè áëèæàéøèõ ýëåìåíòîâ â òåõ èëè èíûõ ïðîñòðàíñòâàõ X è íà ýòîé

îñíîâå ðàçðàáîòàòü ñïîñîáû èõ îòûñêàíèÿ.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü X = R2, x = (x1, x2), ‖x‖ =
√

x2
1 + x2

2. Êàæäîå íåòðèâèàëüíîå ñîáñòâåííîå

ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊆ X - îäíîìåðíî è çàäàåòñÿ ïðÿìîé ñ óðàâíåíèåì

Ax1 + Bx2 = 0,

ïðè ýòîì A 6= 0 èëè B 6= 0. Òðåáóåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (x0
1, x

0
2) 6∈ L íàéòè: ρ è áëèæàéøèé

ýëåìåíò (x̃1, x̃2)

Ðåøåíèå:

ρ =

∣∣Ax0
1 + Bx0

2

∣∣
√

A2 + B2

x̃1 = x0
1 −

A

A2 + B2
(Ax0

1 + Bx0
2)

x̃2 = x0
2 −

B

A2 + B2
(Ax0

1 + Bx0
2)

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî áëèæàéøèõ ýëåìåíòîâ ê îäíîìó è òîìó æå x ∈ X ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

3



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x èìååò áëèæàéøèå ýëåìåíòû y1 è y2. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âåñü îòðå-

çîê, ñîåäèíÿþùèé y1 è y2 ñîñòîèò èç áëèæàéøèõ ýëåìåíòîâ ê x.

Òî÷êè ýòîãî îòðåçêà èìåþò âèä

y = ty1 + (1− t)y2, t ∈ [0, 1].

Â ñèëó äîïóùåíèÿ îá y1 è y2 èìååì, âî-ïåðâûõ,

‖y1 − x‖ = ρ,

à òàêæå

‖y2 − x‖ = ρ.

Òåïåðü èìååì ïîñëåäîâàòåëüíî

‖x− y‖ = ‖t(x− y1) + (1− t)(x− y2)‖ 6 t ‖x− y1‖+ (1− t) ‖x− y2‖ = ρ,

È âìåñòå ñ òåì

‖x− y‖ > ρ, òàê êàê y ∈ L.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî

‖x− y‖ = ρ.
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2 Ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ áëèæàéøåãî ýëåìåíòà

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü L - ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðî-

ñòðàíñòâå íàä R. Òîãäà, ÷òîáû êàæäûé ýëåìåíò x ∈ X èìåë â L áëèæàéøèé íåîáõîäèìî (à

â íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâàõ è äîñòàòî÷íî) çàìêíóòîñòè L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü L íå çàìêíóòî, íî ó êàæäîãî

x ∈ X åñòü áëèæàéøèé â L ýëåìåíò. Ïî äîïóùåíèþ ïðîòèâíîãî: çàìûêàíèå ïîäïðîñòðàíñòâà L 6= L

L = L + L′, ãäå L′ - ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê L

Ïîýòîìó, ∃x ∈ (L\L) è ∃ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}∞n=1 6 L, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê x = lim
k→∞

yk, òî åñòü

‖x− yn‖ −→ 0, ïðè n →∞

Îòñþäà è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ

ρ = inf
y∈L

‖x− y‖

èìååì ρ = 0, òàê êàê

0 6 ρ 6 ‖x− yn‖ −−−−→
n→∞

0

Ïóñòü, ïî ïðåäïîëîæåíèþ y0 - áëèæàéøèé ýëåìåíò ê x â L, òîãäà

‖x− y0‖ = ρ = 0

(x− y0) = 0

x = y0.

Íî x ∈ L\L, à y0 ∈ L.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå.

Çàìå÷àíèå 1. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H çàìêíóòîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà L äîñòàòî÷íî äëÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ â íåì áëèæàéøåãî ýëåìåíòà äëÿ êàæäîãî x ∈ H

Ïðèìåð 2. Â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x = x(t) íà îòðåçêå [a, b] ñ íîðìîé

‖x‖ = max
a6t6b

|x(t)|

Ðàññìîòðèì â X ïîäïðîñòðàíñòâî L âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ pn(t) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè òàê,

÷òî L åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà, ïîðîæäåííàÿ ñòåïåíÿìè ïåðåìåííîãî

L =
{
1, t, t2, . . . , tn, . . .

}
Óòâåðæäåíèå 1. L íåçàìêíóòî â C[a, b] è dim L = +∞

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìûêàíèå L ⊇ C[a, b], â ñèëó ñëåäóþùåé àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðå-

ìû Âåéåðøòðàññà:

∀x = x(t) ∈ C[a, b],∀ε > 0

∃n0 = n0(ε, x) ∈ N è pn0(t) :
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∀t ∈ [a, b] |x(t)− pn0(t)| < ε, ‖x− pn0‖ < ε

È åñëè ε = 1
k , k = 1, 2, . . ., òî

‖x(t)− pnk
(t)‖ 6

1
k
→ 0

Îòêóäà ñëóäåò, ÷òî

L 6= C[a, b]

ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå íà [a, b] ôóíêöèè (íàïðèìåð, x(t) = sin t), êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ

ïîëèíîìàìè.

Çàìå÷àíèå 2. Îäíàêî, åñëè â C[a, b] â êà÷åñòâå L âçÿòü ïîäïðîñòðàíñòâî íå âñåõ ïîëèíîìîâ, à ïîä-

ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå çàðàíåå çàäàííîãî n, òî åñòü deg p(t) 6 n, òî L áóäåò

çàìêíóòûì (â ñèëó êîíå÷íîìåðíîñòè) è â íåì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà áóäåò ñóùåñòâî-

âàòü áëèæàéøèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü

1. L - ïîäïðîñòðàíñòâî â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X íàä R, ïðè÷åì êîíå÷íîé

ðàçìåðíîñòè;

2. Ïðè x ∈ X\L ïîëàãàåì ïî ïðåæíåìó (â ñîîòâåòñòâèè ñ (1)) ρ = inf
y∈L

‖x− y‖

òîãäà ∃ξ ∈ L òàêîé, ÷òî ‖x− ξ‖ = ρ, òî åñòü ξ - áëèæàéøèé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íèæíåé ãðàíè ìíîæåñòâà âñåõ ÷èñåë ‖x− y‖ , x ∈ L

∀n ∈ N ∃yn ∈ L :

ρ 6 ‖x− yn‖ < ρ +
1
n

,

òàê êàê (ρ + 1
n ) íå ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé ìíîæåñòâà ÷èñåë ‖x− y‖ , y ∈ L.

Âîçíèêëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{yn}n=1,∞ ⊂ L.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà, ò.ê.

‖yn‖ = ‖yn − x + x‖ 6 ‖x‖+ ‖yn − x‖ 6 ‖x‖+ ρ +
1
n

6 ‖x‖+ ρ + 1.

Èòàê, ïðè âñåõ n ∈ N èìååì:

‖yn‖ < ‖x‖+ ρ + 1, (n = 1, 2, . . .).

Òàê êàê L - êîíå÷íîìåðíîå ïî óñëîâèþ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííàÿ, òî èç íå¼ ìîæíî âûäå-

ëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ynk
} (Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà).Ïîäðàçóìåâàåì,

÷òî n1 < n2 < . . . .

Îêàçûâàåòñÿ lim ynk
è ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì ýëåìåíòîì ê x â ïîäïðîñòðàíñòâå L.

Â ñàìîì äåëå,

ρ 6 ‖x− ynk
‖ < ρ +

1
nk

,
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ïðè÷åì â ñèëó ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ è îãðàíè÷åííîñòè ñâåðõó

nk −−−−→
k→∞

∞.

Ïîëîæèì

ξ = lim
k→∞

ynk
,

òîãäà, óñòðåìëÿÿ k →∞ â íåðàâåíñòâàõ è ïåðåõîäÿ ïîä çíàêîì íîðìû ê ïðåäåëó (â ñèëó íåïðåðûâ-

íîñòè íîðìû), áóäåì èìåòü

ρ 6 ‖x− ξ‖ 6 ρ,

‖x− ξ‖ = ρ

Òàê êàê êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî çàìêíóòî, òî ξ ∈ L (ñì. íèæå).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè X = C[a, b] - ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b], ñ ÷åáû-

øåâñêîé íîðìîé

‖f‖ = max
t∈[a,b]

|f(t)| ,

à â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà áåðåòñÿ Ln - ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì

(n− 1), òî â íåì åñòü áëèæàéøèé ýëåìåíò äëÿ âñÿêîé f ∈ X.

Åãî íàçûâàþò ïîëèíîìîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 3. Åñëè L - çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H, òî ∀x ∈ H\L

ñóùåñòâóåò z ∈ L, áëèæàéøèé ýëåìåíò ê x, òî åñòü

‖x− z‖ = inf
y∈L

‖x− y‖ = ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà ρ èìååì:

∀n ∈ N ∃yn ∈ L :

ρ 6 ‖x− yn‖ 6 ρ +
1
n

(3)

Òåì ñàìûì - ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}∞n=1 ⊆ L, äëÿ êîòîðîé

‖x− yn‖ −−−−→
n→∞

ρ. (4)

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{yn} −−−−→
n→∞

z, z ∈ H.

Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ î çàìêíóòîñòè áóäåì èìåòü L - z ∈ L.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ôóíäàìåíòàëüíîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàê êàê H - áàíàõîâî, òî îíî

ïîëíîå.

Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì ïàðàëëåëîãðàììà:

∀a, b ∈ H èìååì

‖a− b‖2 + ‖a + b‖2 = 2 ‖a‖2 + 2 ‖b‖2 (5)
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C ïîìîùüþ (5) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

‖yn − ym‖2 = ‖(yn − x)− (ym − x)‖2 =

= 2 ‖yn − x‖2 + 2 ‖ym − x‖2 − ‖−2x + yn + ym‖2 =

= 2 ‖yn − x‖2 + 2 ‖ym − x‖2 − 4
∥∥∥∥x− (

1
2
yn +

1
2
ym)

∥∥∥∥2

6

6 2 ‖yn − x‖2 + 2 ‖ym − x‖2 − 4ρ2 (4)−−−−−→
n,m→∞

2ρ2 + 2ρ2 − 4ρ2 = 0

Îòñþäà âûòåêàåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn}.

Óñòðåìèì â íåðàâåíñòâå (3) n →∞. Òîãäà

yn → z ∈ L,

ρ 6 ‖x− z‖ 6 ρ.

Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî z - áëèæàéøèé ýëåìåíò ê x.
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3 Î åäèíñòâåííîñòè áëèæàéøåãî ýëåìåíòà â ñòðîãî íîðìèðî-

âàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ïðåäëîæåíèå 2. Â ïðîèçâîëüíîì ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X äëÿ ∀x, y ∈ X èìååì

‖x− y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖, ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî çàâåäîìî â äâóõ ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

(a) ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç âåêòîðîâ ðàâåí 0 ∈ X;

(b) îäèí èç âåêòîðîâ, íàïðèìåð y = αx, äëÿ íåêîòîðîãî α > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a).

‖x‖+ ‖0‖ = ‖x + 0‖

‖x‖ = ‖x‖

(b). y = αx

‖x + y‖ = ‖x + αx‖ = (α + 1) ‖x‖

‖x‖+ ‖y‖ = ‖x‖+ ‖αx‖ = (α + 1) ‖x‖

Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X íàä R íàçûâàåòñÿ ñòðîãî íîðìèðîâàí-

íûì, åñëè äëÿ ∀x, y ∈ X ðàâåíñòâî ‖x + y‖ = ‖x‖+ ‖y‖ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ

- (à) èëè (b).

Ïðåäëîæåíèå 3. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H íàä R ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íîðìèðîâàííûì

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ x, y âûïîëíÿåòñÿ

‖x + y‖ = ‖x‖+ ‖y‖

ïðè÷åì x è y îáà îòëè÷íû îò 0. C îäíîé ñòîðîíû, âîçâåäÿ ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî â êâàäðàò, áóäåì

èìåòü

‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2 ‖x‖ ‖y‖ .

À ñ äðóãîé ñòîðîíû

‖x + y‖2 = (x + y, x + y) = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2(x, y).

Èç äâóõ ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

(x, y) = ‖x‖ ‖y‖ > 0.

Ðàññìîòðèì êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

‖tx + y‖2 = t2 ‖x‖2 + 2t(x, y) + ‖y‖2 , (t ∈ R).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

∃t̃ < 0 :
∥∥t̃x + y

∥∥2
= 0.
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Îòêóäà âèäíî, ÷òî

t̃ = −‖y‖
‖x‖

< 0,

à ñëåäîâàòåëüíî ∥∥t̃x + y
∥∥ = 0.

Èçáàâëÿÿñü îò çíàêà íîðìû ïîëó÷àåì

t̃x + y = 0.

Òàêèì îáðàçîì èìååì, ÷òî

y = −t̃x.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðîñòðàíñòâî l2, ñîñòàâëåííîå èç âñåõ x = (x1, . . . , xn, . . .), ãäå âñå xn ∈ R, ïðè÷åì

‖x‖ =

( ∞∑
i=1

x2
n

) 1
2

< +∞,

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íîðìèðîâàííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

y = (y1, . . . , yn, . . .)

(x, y) =
∞∑

i=1

xnyn.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åãî ìîæíî ïðåâðàòèòü â ãèëüáåðòîâî.

Çàìå÷àíèå 3. Âñå lp ïðè p > 1 ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî íîðìèðîâàííûìè. À ïðè p = 1 ýòî íå òàê.

Òåîðåìà 4. Â ëèíåéíîì ñòðîãî íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X ó âñÿêîãî ýëåìåíòà x íå áîëåå

îäíîãî áëèæàéøåãî â ëþáîì ïîäïðîñòðàíñòâå L ⊆ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

ρ = inf
y∈L

‖x− y‖ ,

è ïóñòü y1, y2 - ïàðà áëèæàéøèõ ê x ýëåìåíòîâ, òî åñòü

‖x− y1‖ = ‖x− y2‖ = ρ.

Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ:

1). ρ = 0

2). ρ > 0

Â ïåðâîì ñëó÷àå, x = y1 è x = y2, òî åñòü y1 = y2.

Îòñþäà âûòåêàåò åäèíñòâåííîñòü.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âñåõ áëèæàéøèõ ýëåìåíòîâ ê x â L ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì,
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òî ýëåìåíò y = y1+y2
2 - òàêæå áëèæàéøèé ê x â L. Òåì ñàìûì

ρ =
∥∥∥∥x− y1 + y2

2

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥1

2
(x− y1) +

1
2
(x− y2)

∥∥∥∥ 6

6
‖x− y1‖

2
+
‖x− y2‖

2
=

1
2
ρ +

1
2
ρ = ρ

Îòñþäà èìååì çíàê ðàâåíñòâà â âûøåóêàçàííîì íåðàâåíñòâå. Ïîýòîìó

‖(x− y1) + (x− y2)‖ = ‖x− y1‖+ ‖x− y2‖

À çíà÷èò, ââèäó x− y1 6= 0, x− y2 6= 0, áóäåì èìåòü ïðè íåêîòîðîì α > 0:

(x− y1) = α(x− y2),

x− y1 = αx− αy2,

(1− α)x = y1 − αy2.

åñëè îêàçàëîñü, ÷òî α = 1, òî áóäåì èìåòü åäèíñòâåííîñòü, ïîñêîëüêó èç ðàâåíñòâà x− y1 = x− y2

èìååì y1 = y2.

À ïðè α 6= 1 ïîëó÷àåì

x(1− α) = y1 − αy2.

Íî ò.ê. y1 ∈ L è y2 ∈ L, òî è

x =
y1 − αy2

1− α
∈ L.

Òàêèì îáðàçîì ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

ρ = 0

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C[a, b] âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé α = α(t), ñ íîðìîé ‖x‖ =

max
a6t6b

|x(t)| íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íîðìèðîâàííûì.
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4 Õàðàêòåðèçàöèÿ áëèæàéøèõ ýëåìåíòîâ â íåêîòîðûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ

Òåîðåìà 5. Ïóñòü L - çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H,

ïóñòü x ∈ H. Òîãäà, ÷òîáû ýëåìåíò z ∈ L áûë áëèæàéøèì ê x ⇔ (x− z, h) = 0 ∀h ∈ L, òî åñòü

÷òîáû ðàçíîñòü (x− z) áûëà îðòîãîíàëüíà ïîäïðîñòðàíñòâó L.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐)

‖x− h‖2 = ‖x− z + z − h‖2 = ‖x− z‖2 + ‖z + h‖2 >

> ‖x− z‖2 ∀h ∈ L

Îòñþäà èìååì

‖x− h‖ > ‖x− z‖ ∀h ∈ L

À çíà÷èò z - áëèæàéøèé ýëåìåíò.

(⇒) Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ∃h ∈ L :

(x− z, h) = α 6= 0

Ðàçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà ‖h‖ ïîëó÷èì:(
x− z,

h

‖h‖

)
=

α

‖h‖
6= 0

Îáîçíà÷èì:
h

‖h‖
= h1

α

‖h‖
= β

Òàêèì îáðàçîì:

(x− z, h1) = β 6= 0

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî z + βh1 ðàñïîëîæåí ñòðîãî áëèæå ê x, ÷åì z.

Â ñàìîì äåëå,

‖x− (z + βh1)‖ = ((x− z)− βh1, (x− z)− βh1) =

= ‖x− z‖2 − 2(x− z, βh1) + ‖βh1‖2 =

= ‖x− z‖2 + ‖βh1‖2 − 2β2 =

= ‖x− z‖2 + β2(‖h1‖2 − 2) =

òàê êàê ‖h1‖2 = 1, òî ïîëó÷àåì

= ‖x− z‖2 − β2 < ‖x− z‖2

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî z - áëèæàéøèé ýëåìåíò.

Õàðàêòåðèçàöèþ áëèæàéøèõ ýëåìåíòîâ â ïîäïðîñòðàíñòâå ïîëèíîìîâ ñòåïåíè, íå áîëüøåé, ÷åì

n, äîñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ×åáûøåâà:
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü f ∈ C [a, b], ‖f‖ = max
a6x6b

|f(x)| è ïóñòü àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì p̃ èìååò

ñòåïåíü deg p̃ 6 n è åãî ðàññòîÿíèå äî f (îáîçíà÷èì åãî ∆ = ‖f − p̃‖ > 0). Òîãäà, ÷òîáû p̃ áûë

áëèæàéøèì ê f ñðåäè âñåõ ïîëèíîìîâ p deg p 6 n ⇔ ∃ íå ìåíåå (n + 2) òî÷êè a 6 x0 < x1 <

. . . < xn+1 6 b, â êîòîðûõ

(a) f(xk)− p̃(xk) = (−1)r∆, ëèáî

(b) f(xk)− p̃(xk) = (−1)(r+1)∆, ïðè k = 0, n + 1.

Çàìå÷àíèå 4. Òî÷êè xk íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ÷åáûøåâñêîãî àëüòåðíàíñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: õîòÿ è âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (a), (b), îäíàêî

p̃ - íå áëèæàéøèé. Òî åñòü ∃p(deg p 6 n):

‖f − p̃‖ > ‖f − p‖ .

Ïóñòü èìååòñÿ (a). Óñòàíîâèì, ÷òî

sgn [p(xk)− p̃(xk)] = (−1)k, k = 0, n + 1, (6)

èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå:

p(xk)− p̃(xk) = [f(xk)− p̃(xk)]− [f(xk)− p(xk)] (7)

Ëåììà 1. Åñëè |a| > |b| äëÿ âåùåñòâåííûõ a, b ∈ R1, òî sgn(a− b) = sgn a

Äîêàçàòåëüñòâî. (a− b) = a
(
1− b

a

)
, ãäå b

a 6
∣∣ b
a

∣∣ < 1

Òî åñòü,
(
1− b

a

)
> 0

Ïî äîïóùåíèþ ïðîòèâíîãî:

‖f − p̃‖ = ∆ = |f(xk)− p̃(xk)| > ‖f(x)− p(x)‖ > |f(xk)− p(xk)|

Ïîýòîìó (6) äîêàçàíî.

Ïîñòðîèì ïðîòèâîðå÷èå:

k = 0 :

(p− p̃) íà îòðåçêå [x0, x1] ìåíÿåò çíàê. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà ýòîì îòðåçêå åñòü êîðåíü.

k = 1 :

Àíàëîãè÷íî (p− p̃) íà [x1, x2] ìåíÿåò çíàê, à çíà÷èò è íà ýòîì îòðåçêå åñòü êîðåíü.

Ïðîâîäèì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ âïëîòü äî îòðåçêà [xn, xn+1] âêëþ÷èòåëüíî.

Èòàê, ðàçíîñòü (p − p̃) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå (n + 1) êîðåíü íà îòðåçêå [a, b], ÿâëÿÿñü ïîëèíîìî-

ìñòåïåíè ìåíüøåé, ëèáî ðàâíîé n. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Óòâåðæäåíèå (⇒) â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C [−1, 1](òî åñòü f çàäàíà íà îòðåçêå ñèììåòðè÷íîì îòíî-

ñèòåëüíî 0) è ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé (íå÷åòíîé), òî å¼ áëèæàéøèé p̃n(x) (deg p̃ 6 n) òîæå ÷åòíûé

(íå÷åòíûé).
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4 ïðîâåäåì ïîñëå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 7. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C [a, b] èìååò åäèíñòâåííûé ïîëèíîì íàèìåíüøåãî ðàâíîìåðíîãî

ïðèáëèæåíèÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøåì n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P (x) è Q(x) - ïàðà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì n, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

áëèæàéøèìè ê ïðîèçâîëüíî çàäàííîé ôóíêöèè f(x) ∈ C [a, b].

Ïóñòü ‖f − P‖ = ρ = ‖f −Q‖.

Âî-ïåðâûõ, ïîëóñóììà áëèæàéøèõ P (x)+Q(x)
2 èìååò ñòåïåíü íå âûøå n è òîæå ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì

ê f , ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî áëèæàéøèõ âûïóêëî.

Ïî òåîðåìå ×åáûøåâà (6) îá àëüòåðíàíñå ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå (n+2) òî÷êè íà îòðåçêå [a, b]

a 6 x0 < x1 < . . . < xn+1 6 b,

äëÿ êîòîðûõ

f(xk)− P (xk) + Q(xk)
2

=
f(xk)− P (xk)

2
+

f(xk)−Q(xk)
2

= (−1)kρ, k = 0, n + 1. (8)

Ìû íàìåðåíû äîêàçàòü, ÷òî P (x) ≡ Q(x) íà [a, b], óñòàíîâèâ ñîâïàäåíèå P (x) è Q(x) âî âñåõ (n+2)-

óõ òî÷êàõ àëüòåðíàíñà.

Ðàññìîòðèì çäåñü â (8) k-÷åòíûå.

Òîãäà
f(xk)− P (xk)

2
+

f(xk)−Q(xk)
2

= ρ

Îêàçûâàåòñÿ
f(xk)− P (xk)

2
=

ρ

2
f(xk)−Q(xk)

2
=

ρ

2

Çàìåòèì, ÷òî èç

f(xk)− P (xk) 6 |f(xk)− P (xk)| 6 ‖f − P‖ = ρ

ñëåäóåò
f(xk)− P (xk)

2
6

ρ

2
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì
f(xk)−Q(xk)

2
6

ρ

2
.

À òàê êàê â ñóììå îíè äàþò ρ, òî ïîëó÷àåì íóæíîå.

f(xk)− P (xk) = f(xk)−Q(xk)

P (xk) = Q(xk)

äëÿ k-÷åòíûõ

Ïóñòü òåïåðü k-íå÷åòíîå. Òîãäà

f(xk)− P (xk)
2

+
f(xk)−Q(xk)

2
= (−1)ρ
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P (xk)− f(xk)
2

+
P (xk)− f(xk)

2
= ρ

P (xk)− f(xk) 6 |P (xk)− f(xk)| 6 ‖f − P‖ = ρ

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì íóæíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ïðåäëîæåíèÿ 4)

Ïóñòü f(−x) = f(x) ∀x ∈ [−1, 1] è ïóñòü p̃ - áëèæàéøèé ê f ñðåäè âñåõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå

áîëüøåé n.

Äîêàæåì ÷åòíîñòü p̃.

Ëåììà 2. Åñëè ϕ èç C [−1, 1], òî ‖ϕ(x)‖C[−1,1] = ‖ϕ(−x)‖C[−1,1]

ρ 6

∥∥∥∥f(x)− p̃(x) + p̃(−x)
2

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥f(x)− p̃(x)

2
+

f(x)− p̃(−x)
2

∥∥∥∥ 6

6
1
2
‖f − p̃‖+

1
2
‖f(−x)− p(−x)‖ 6 ρ

Òàêèì îáðàçîì ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó:

‖f(−x)− p(−x)‖ = ρ

Ñëåäîâàòåëüíî,
p̃(x) + p̃(−x)

2

- ïîëèíîì íàèëó÷øåãî óêëîíåíèÿ.

Ïî òåîðåìå 7 - òàêîé ïîëèíîì åäèíñòâåíåí, òî åñòü

p̃(x) + p̃(−x)
2

= p̃(x)

È òàêèì îáðàçîì

p̃(x) = p̃(−x).

Òåîðåìà 8. (Äæåêñîí)

Åñëè âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [−1, 1], òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí âåêòîð (ξ̃0, . . . , ξ̃n) ∈

Rn+1 ñ óñëîâèåì

1∫
−1

∣∣∣f(x)− (ξ̃0x
n + . . . + ξ̃n)

∣∣∣ dx = inf
(ξ0,...,ξn)∈Rn+1

1∫
−1

|f(x)− (ξ0x
n + . . . + ξn)| dx

Çàìå÷àíèå 5. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â òåîðåìå 8 ÷åòíîñòü p̃n(x) = ξ̃0x
n+. . .+ξ̃n ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ

f(x), ñì. íèæå.
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Ïóñòü çàäàíî n - öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå, l ∈ N è òî÷êà (A0, . . . , Al−1) ∈ Rl, A0 = 1. Ïóñòü

ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëèíîì

Rn+l(x) = Rn+l(x,A1, . . . , Al−1) = xn+l + A1x
n+l−1 + . . . + Al−1x

n+1 + alx
n + . . . + al+n (9)

èìååò íàèìåíüøóþ íîðìó â ïðîñòðàíñòâå L [−1, 1] çà ñ÷åò âûáîðà (al, . . . , al+n).

Òîãäà p = −(alx
n + . . . + al+n) - ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â ìåòðèêå L [−1, 1] ôóíêöèè

f(x) = xn+l + A1x
n+l−1 + . . . + Al−1x

n+1, (10)

ÿâëÿþùåéñÿ ñòàðøåé ÷àñòüþ ïîëèíîìà Rn+l(x) èç (9).

Ïî òåîðåìå Äæåêñîíà p(x) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííûé Rn+l(x), íàèìåíåå óêîëíÿþùèéñÿ îò íóëÿ â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå, äëÿ ëþáîé ñòàðøåé

÷àñòè f(x) èç (10)

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ïîëèíîìà Rn+l(x) íàèìåíüøåãî óêëîíåíèÿ îò íóëÿ (9) èìååì
+1∫
−1

xk sgn Rn+l(x)dx = 0 (11)

ïðè k = 0, 1, 2, 3, . . . , n, òî åñòü çíàê ýêñòðåìàëüíîãî ïîëèíîìà îðòîãîíàëåí ê ñòåïåíÿì x0, x, x2, . . . , xn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ îá (9) ôóíêöèÿ

J(ξ0, . . . , ξn) =

1∫
−1

∣∣xn+l + A1x
n+l−1 + . . . + ξ0x

n + ξ1x
n−1 + . . . + ξn

∣∣ dx (12)

èìååò ìèíèìóì (åäèíñòâåííûé) íà Rn+l ïðè ξ0 = al, . . . , ξn = al+n. Òîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂J
∂ξi

= 0 â òî÷êå (al, . . . , al+n), i = 0, n. Äèôôåðåíöèðóÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ìîäóëü è óìíîæàÿ íà

ïðîèçâîäíóþ ïî ξ îò âûðàæåíèÿ ïîä ìîäóëåì, ïîëó÷àåì:

∂J

∂ξi
=

+1∫
−1

sgn Rn+l(x)xn−idx = 0, i = 0, n,

÷òî ñîâïàäàåò ôàêòè÷åñêè ñ óòâåðæäåíèåì (11).

Óòâåðæäåíèå 3. ýêñòðåìàëüíûé ïîëèíîì Rn+l(x) â (9) èìååò íà èíòåðâàëå (−1, 1) íå ìåíåå,

÷åì (n + 1) ïåðåìåíó çíàêà, íî íå áîëåå ÷åì (n + l).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì îòíîñèòåëüíî Rn+l(x) ïðîòèâíîå: ó íåãî òîëüêî m 6 n òî÷åê −1 <

α1 < α2 < . . . < αm < 1 ïåðåìåí çíàêà íà (−1, 1). ×òîáû ïðèéòè ê àáñóðäó, ðàññìîòðèì ïîëèíîì

q(x) = (x− α1)(x− α2) . . . (x− αm) òåïåíè m 6 n, âñëåäñòâèå ÷åãî (ñì. (11)) èìååì:

+1∫
−1

(x− α1)(x− α2) . . . (x− αm) sgnRn+l(x)dx = 0. (13)

Íî ïîëèíîì q(x) ìåíÿåò çíàê òîëüêî â òî÷êàõ a1, . . . , am, ïîýòîìó sgn q(x) = (±1) sgnRn+l(x). Çíà÷èò

äëÿ ëåâîé ÷àñòè â (13) èìååì:
+1∫
−1

q(x) sgnRn+l(x)dx = ±
+1∫
−1

q(x) sgn q(x)dx = ±
+1∫
−1

|q(x)| dx 6= 0
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Ñëåäñòâèå 3. Ïðè l = 1 ýêñòðåìàëüíûé ïîëèíîì â (9) èìååò òî÷íî (n + 1) ïåðåìåíó çíàêà íà

èíòåðâàëå (−1, 1), ñì. [1].

Â ñàìîì äåëå, ïî óòâåðæäåíèþ (3), ýòèõ ïåðåìåí çíàêà ïðè ëþáîì l - íå ìåíåå (n + 1)-îé è

íå áîëåå, ÷åì (n + l), òàê êàê âñÿêàÿ ïåðåìåíà çíàêà ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì êîðíåì Rn+l
(x). À

ïîñêîëüêó åãî ñòåïåíü (n + l) òî è êîðíåé òàêèõ äîëæíî áûòü 6 (n + l). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

îáîùàåò òî, êîòîðîå èìååòñÿ â óòâåðæäåíèè 2

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü äëÿ f(x) èç (10) è íåêîòîðîãî ïîëèíîìà p(x) = − (alx
n + . . . + an+l)

èìååì:
+1∫
−1

xk sgn [f(x)− p(x)] dx = 0, (k = 0, 1, . . . , n), (14)

òîãäà p(x) - ïîëèíîì íàèëó÷øåãî èíòåãðàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ f(x), òî åñòü ðàçíîñòü [f(x)− p(x)]

- ýòî ïîëèíîì, íèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ òèïà (9) ñî ñòàðøåé ÷àñòüþ (10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óêëîíåíèÿ f(x) îò ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî ïîëèíîìà pξ(x) = ξ0x
n +

. . . + ξn èìååì:
+1∫
−1

|f(x)− pξ(x)| dx =

+1∫
−1

[f(x)− pξ(x)] sgn [f(x)− pξ(x)] dx >

>

+1∫
−1

[f(x)− pξ(x)] sgn [f(x)− p(x)] dx =

+1∫
−1

[f(x)− p(x)] sgn [f(x)− pξ(x)] dx =

=

+1∫
−1

|f(x)− p(x)| dx

Ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäèêè ïðàêòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìîâ Rn+l(x), íàèìåíåå óêëîíÿþ-

ùèõñÿ îò íóëÿ â ìåòðèêå L[−1, 1], äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñòàðøèõ ÷àñòåé f(x) îñîáîå âíèìàíèå äîëæíî

áûòü óäåëåíî òåì ýêñòðåìàëüíûì ïîëèíîìàì â (9), ó êîòîðûõ ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà íà (−1, 1) ñîâïà-

äàåò ñ èõ ñòåïåíüþ (n+ l). Îêàçàëîñü [1], ÷òî ïðè l = 1 ýòî òàê íàçûâàåìûå ÷åáûøåâñêèå ïîëèíîìû

âòîðîãî ðîäà Un+1(x), êîòîðûå ñîäåðæèò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5. Âûðàæåíèå

Um(x) =
sin(m + 1)t

2m sin t
, t = arccos x, x = cos t, m = 0, 1, . . . , (15)

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ïîðÿäêà m, ïî ñòåïåíÿì x ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåòîì ðàâíûì 1, ïðè÷åì

Um+2(x) = xUm+1(x)− 1
4
Um(x), (m = 0, 1, 2, . . .). (16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îíî áóäåò ïîëó÷åíî, êàê òîëüêî ìû äîêàæåì (16), ïîñêîëüêó î÷åâèäíî, ÷òî èç

îïðåäåëåíèÿ (15) áóäåò, âî-ïåðâûõ,

U0(x) = 1, U1(x) =
sin 2t

2 sin t
= cos t = x.
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Îòñþäà ïî (16) ïðè m = 0 èìååì äàëåå U2(x) = xU1(x) − 1
4U0(x) = x2 − 1

4 è òàê äàëåå. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà (16) ïðèâåäåì ïðàâóþ ÷àñòü îòòóäà ñ ó÷åòîì (15) ê ëåâîé:

xUm+1(x)− 1
4
Um(x) = cos t · sin (m + 2)t

2m+1 sin t
− 1

4
· sin (m + 1)t

2m sin t
=

=
1

2m+1sint

[
cos t sin (m + 2)− 1

2
sin (m + 1)t

]
=

=
1

2m+1sint

[
1
2

(sin(m + 1)t + sin(m + 3)t)− 1
2

sin(m + 1)t
]

=

=
sin(m + 3)t
2m+2 sin t

= Um+2(t).

Çàìå÷àíèå 6. Èçâåñòíî ñòåïåííîå ðàçëîæåíèå äëÿ (15) âèäà

Um(x) =
∑

06p6m/2

(−1)p 1
4p

 m− p

p

xm−2p = xm − m− 1
4

· xm−2 +
(m− 2)(m− 3)

42 · 2!
· xm−4 − . . . ,

Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ ÷åáûøåâñêèõ ïîëèíîìîâ ïåðâîãî ðîäà âèäà

Tm(x) =
cosmt

2m−1
, t = arccos x, x = cos t, (m = 1, 2, . . .) (17)

ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà

Tm+2(x) = xTm+1(x)− 1
4
Tm(x),

ãäå

T1(x) = x,

T2(x) =
cos 2t

2
=

2 cos2 t− 1
2

= x2 − 1
2
.
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5 Ïîëèíîìû, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ ñî ñòàðøèì êî-

ýôôèöèåíòîì 1 (â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå)

Ïóñòü â ïîëèíîìå ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1

Rn+1(x) = xn+1 + a1x
n + . . . + anx + an+1 (18)

òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ a1, . . . , an+1 âûáðàòü òàê, ÷òîáû L [−1, 1] - íîðìà ìíî-

ãî÷ëåíà (18) áûëà íàìåíüøåé. Ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó âûáîðó ai ïîëèíîì, íàçîâåì ýêñòðåìàëü-

íûì.

Òåîðåìà 9. (Êîðêèí, Çîëîòàðåâ) [1]

Ýêñòðåìàëüíûé â (18) ïîëèíîì, òî åñòü ñ íàèìåíüøåé èíòåãðàëüíîé ìåòðèêîé, åñòü

Rn+1(x) = Un+1(x) =
sin(n + 1)t
2n+1 sin t

, (19)

ãäå t = arccos x.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïîòðåáóþòñÿ òðè ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 3. Âûðàæåíèå (19) ñïðàâà, ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì òèïà (18). Òî÷íåå, ïóñòü

Um(x) =
sin(m + 1)t

2m sin t
,

ãäå t = arccos x, m = 0, 1, 2, . . . .

Òîãäà

Um+2(x) = xUm+1(x)− 1
4
Um(x). (20)

Ýòà ëåììà áûëà äîêàçàíà â ïðåäûäóùåé ãëàâå â êà÷åñòâå óòâåðæäåíèÿ (5)

Ëåììà 4. Ïðè k ∈ N âûðàæåíèå

(cos t)k = B +
k∑

m=1

Bm cos mt, (21)

òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì ïîðÿäêà 6 k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ èíäóêöèåé ïî k.

Ñëó÷àé k = 1 (áàçà èíäóêöèè)-òðèâèàëåí. Ïóñòü (21) âåðíî (ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè), ðàññìîòðèì

ñëåäóþùèé (k − 1)-é øàã:

(cos t)k+1 =
k∑

m=1

Bm[cos(mt) cos t] + B cos t =

= B cos t +
k∑

m=1

Bm

2
[cos(m + 1)t + cos(m− 1)t] = B′ +

k+1∑
m=1

B′m cos mt.
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Ëåììà 5. Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä:

sgn(sinx) =
4
π

(sinx +
1
3

sin 3x + . . .), ∀x ∈ R

â ÷àñòíîñòè ïðè x = (n + 2)t, èìååì

sgn(sin(n + 2)t) =
4
π

(sin(n + 2)t +
1
3

sin 3(n + 2)t + . . .)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî íå÷¼òíîñòè, äèôôåðåíöèðóåìîñòè (äëÿ x 6= kπ, k ∈ Z) è 2π -ïåðèîäè÷íîñòè

ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè:

sgn(sinx) =
∞∑

m=1

Bm sinmx,

ãäå

Bm =
2
π

π∫
0

sgn(sinx) sinmxdx =
2
π

(
1− cos mπ

m

)π

0

=
2

πm
(1− (−1)m).

Îòñþäà Bm ðàâíî 0, ïðè m-÷¼òíûõ - Bm = 0; à ïðè m-íå÷¼òíûõ - çíà÷åíèå Bm = 4
πm . Îêîí÷àòåëüíî

áóäåì èìåòü ðàçëîæåíèå ïî ñèíóñàì íå÷¼òíîé êðàòíîñòè

sgn(sinx) =
4
π

∞∑
k=1

sin(2k − 1)x
2k − 1

=
4
π

(
sinx +

1
3

sin 3x + . . .

)

Äîêàçàòåëüñòâî. (Òåîðåìà 9)

Ñîãëàñíî êðèòåðèÿ ýêñòðåìàëüíîñòè (ñì. [1]) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóùèå (n+1)

ðàâåíñòâ
1∫

−1

xk sgn Un+1(x)dx = 0, k = 0, n (22)

Ò.ê. 0 6 arccos x 6 π , òî çíàìåíàòåëü â (19) − íåîòðèöàòåëåí. Çíà÷èò ëåâàÿ ÷àñòü â (22) åñòü

+1∫
−1

xksgn(sin(n + 2) arccos x)dx =

x = cos t

dx = − sin dt

 =

0∫
π

(cos t)ksgn(sin(n + 2)t)(− sin t)dt =

=

π∫
0

(B +
k∑

m=1

Bm cos mt) sin tsgn(sin(m + 2)t)dt =

=
4
π

π∫
0

(B/ +
k+1∑
m=1

B/
m sinmt)(sin(n + 2)t− 1

3
sin 3(n + 2)t + . . .) = 0

â ñèëó íåðàâåíñòâ

m 6 k + 1 6 n + 1 < n + 2

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð:

20



Ïðèìåð 3. Â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàííîé òåîðåìîé 9 , áóäåì èìåòü:

min
a,b

1∫
−1

|x2 − (ax + b)|dx =

1∫
−1

|x2 − 1
4
|dx =

1
2

Äîêàæåì, ÷òî ÷¼òíîñòü ïîëèíîìà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â L[−1, 1]-ìåòðèêå ñîâïàäàåò ñ ÷¼òíî-

ñòüþ ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè (ñì. çàìå÷àíèå (5)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x)-÷¼òíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü f(x) = f(−x), êîãäà −1 6

x 6 1. Ïîëîæèì en = ‖f(x)− p̃n(x)‖. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî en = ‖f(−x)− p̃n(−x)‖ â ñèëó ðàâåíñòâà

en =
1∫
−1

|f(x)− p̃n(x)| dx. Òàê êàê (p̃n(x)− p̃n(−x)) 1
2 - ñòåïåíè íå âûøå ÷åì n,

2en 6 2
∥∥∥∥f(x)− p̃n(x)− p̃n(−x)

2

∥∥∥∥ = ‖f(x)− p̃n + f(−x)− p̃n(−x)‖ 6 2en

Ïîýòîìó, ∥∥∥∥f(x)− p̃n(x)− p̃n(−x)
2

∥∥∥∥ = en

Òîãäà ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè (Äæåêñîíà), âû÷èòàåìûé ïîëèíîì - íàèëó÷øèé, òî åñòü ðàâåí

p̃n(x).

Çíà÷èò,
p̃n(x)− p̃n(−x)

2
= p̃n(x),

îòêóäà

p̃n(−x) = −p̃n(x),

òàê ÷òî p̃n(x) - ôóíêöèÿ íå÷¼òíàÿ. Ñëó÷àé, êîãäà ïðèáëèæàåìàÿ ôóíêöèÿ f(x)- ÷¼òíàÿ, ðàññìàòðè-

âàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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6 Ìåòîä ìàêñèìàëüíûõ ïîëèíîìîâ â ïðîáëåìå Çîëîòàðåâà

Ïóñòü l ∈ N, n ∈ Z+ è çàäàíû âåùåñòâåííûé A0 = 1, A1, . . . , Al−1, òðåáóåòñÿ íàéòè al, al+1, . . . , al+n ∈

R ñ óñëîâèåì

1∫
−1

∣∣xn+l + A1x
n+l−1 + . . . + Al−1x

n+1 + alx
n + . . . + an+l

∣∣ dx → min . (23)

Ýòî êëàñè÷åñêèÿ ïðîáëåìà Çîëîòàðåâà â îáùåé ïîñòàíîâêå äëÿ ïðîñòðàíñòâà L[−1, 1], î ïîèñêå

ïîëèíîìîâ

Rn+l(x) = Rn+l(x,A1, . . . , Al−1),

íàèìåíåå óêëîíÿþùèõñÿ îò íóëÿ â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå è èìåþùèõ íàïåðåä çàäàííóþ ñòàðøóþ

÷àñòü

f(x) = xn+l + A1x
n+l−1 + . . . + Al−1x

n+1.

Èç îáùåé òåîðèè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé [3, 4] èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (23) ñóùåñòâóåò,

åäèíñòâåííî è ÷òî ýêñòðåìàëüíûé ïîëèíîì Rn+l(x) èìååò íà (−1, 1) íå ìåíåå (n + 1) ïåðåìåí çíà-

êà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòèõ ïåðåìåí, î÷åâèäíî, íå áîëåå, ÷åì (n + l). Äëÿ öåëåé îáîçðåíèÿ âñåõ

ýêñòðåìàëüíûì ïîëèíîìîâ, àâòîð [6] ââåë ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè ïðè äàííûõ l ∈ N, n ∈ Z+ è A0 = 1, A1, . . . , Al−1 ∈ R ñîîòâåòñòâóþùèé

ïîëèíîì, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ, èìååò òî÷íî (n + i) ïåðåìåí çíàêà íà (−1, 1) âèäà

−1 < α1 < α2 < . . . < αn+l < 1, (1 6 i 6 l), (24)

òî ïðè i < l îí áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ R
(n+i)
n+l (x,A1, . . . , Al−1), à åñëè i = l, òî ÷åðåç Rmax

n+l (x,A1, . . . , Al−1),

è íàçûâàòüñÿ ìàêñèìàëüíûì.

Íàïðèìåð, ñîãëàñíî [1] ïðè l = 1, Rmax
n+1(x) = Un+1(x) - ÷åáûøåâñêèé ïîëèíîì II ðîäà (ñì. òàêæå

[3], ñòð. 81-82). Ý.Ì.Ãàëååâ [2] ïåðåîòêðûë ôàêòè÷åñêè ïîëèíîìû

Rmax
n+2(x, A1) = Un+2(x) + A1Un+1(x) +

(
A1

2

)2

Un(x),

(ñì., íàïðèìåð, â [4], ñòð.99).

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ðåøåíèÿ îáùåé ïðîáëåìû Çîëîòàðåâà íåîáõîäèìî, â ÷àñòíîñòè, çíàòü âñå Rmax
n+l .

Îêàçàëîñü, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå ýòîãî è äîñòàòî÷íî, êàê ïîêàçûâàåò ïðèâîäèìàÿ íèæå ñòðóêòóð-

íàÿ òåîðåìà 10, îïèñûâàþùàÿ ôîðìó ïðîèçâîëüíîãî ýêñòðåìàëüíîãî ïîëèíîìà ñ ïîìîùüþ ìàêñè-

ìàëüíûõ. Ïðè ýòîì ýêñòðåìàëüíûé â (23) - ýòî âñÿêèé ðàç îäèí èç l ïîëèíîìîâ: R
(n+i)
n+l (1 6

i 6 l) èëè Rmax
n+l . Òàê ÷òî ìèíèìèçàöèÿ (24) èç ââåäåíèÿ äëÿ êîíêðåòíîãî çàäàííîãî âåêàòîðà

(1, A1, . . . , Al−1) ∈ Rl ñâåäåòñÿ, â êîíöå êîíöîâ, ê ñðàâíåíè. ìåæäó ñîáîé âåëè÷èí íå áîëåå, ÷åì

l èíòåãðàëîâ èç (23). Îòìåòèì, ÷òî ê çàäà÷å (23) îáùåèçâåñòíûì ñïîñîáîì ñâîäèòñÿ îáùàÿ ïðîáëå-

ìà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà â ìåòðèêå L[−1, 1] ïîñðåäñòâîì ïîëèíîìîâ

ìåíüøåé ñòåïåíè.
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Òåîðåìà 10. Ïóñòü èìååòñÿ ïîëèíîì R
(n+i)
n+l , i > 2 ñî ñòàðøåé ÷àñòüþ f(x) = xn+l +A1x

n+l−1 +

. . . + Al−1x
n+1, òîãäà ïðè íåêîòîðûõ p1, . . . , pi−1 ∈ R

R
(n+i)
n+l (x, A1, . . . , Al−1) = Rmax

n+i (x, p1, . . . , pi−1)ql−i(x), (25)

ãäå

(a) ql−i(x) åñòü ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ f(x) íà Rmax
n+i (x, p1, . . . , pi−1) è îíî äîëæíî ñîõðàíÿòü çíàê

íà (−1, 1) äëÿ ýòèõ p1, . . . , pi−1;

(b) îñòàòîê ïðè òàêîì äåëåíèè

rn+i−1(x) = rn+i−1(x,A1, . . . , Al−1; p1, . . . , pi−1) = r0x
n+i−1 + . . . + ri−2x

n+1 + . . .

äîëæåí èìåòü ñòåïåíü 6 n, òàê ÷òî p1, . . . , pi−1 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç A1, . . . , Al−1 èç ñèñòåìû

rj = rj(A1, . . . , Al−1; p1, . . . , pi−1) = 0, (0 6 j 6 i− 2) (26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò R
(n+i)
n+l = R

(n+i)
n+l (x,A1, . . . , Al−1), òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ îá

(24)

R
(n+i)
n+l (x) =

n+i∏
j=1

(x− αj)ql−i(x), (27)

à òàêæå (ñì., íàïð., [3]), ââèäó ýêñòðåìàëüíîñòè R
(n+i)
n+l (x),

+1∫
−1

xk sgn R
(n+i)
n+l (x)dx = 0, (k = −, 1, . . . , n) (28)

Äîêàæåì, ÷òî ql−i(x) ñîõðàíÿåò çíàê íà (−1, 1). Åñëè áû íåêîòîðîå x0 ∈ (−1, 1) îêàçàëîñü òî÷êîé

ïåðåìåíû çíàêà äëÿ ql−i(x), òî x0 6= αj (1 6 j 6 n + i), ïîñêîëüêó ïðè x0 = αj ëåâàÿ ÷àñòü (27)

íå èìåëà áû αj òî÷êîé ïåðåìåíû çíàêà. Íî åñëè x0 6= αj ïðè âñåõ j èç (24), òî x0 - åùå îäíà òî÷êà

ïåðåìåíû çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ (27), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ (24) î òîì, ÷òî ýòèõ òî÷åê

ðîâíî (n + i). Ïî äîêàçàííîìó, èñêëþ÷àÿ òî÷êè x ∈ (−1, 1), â êîòîðûõ ql−i(x) = 0, èìååì

sgn R
(n+i)
n+l (x) = ± sgn

n+i∏
j=1

(x− αj), (29)

ãäå îäèí è òîò æå çíàê (+) èëè (-) îáñëóæèâàåò âñå x ∈ (−1, 1). Çíà÷èò ïåðâûé ñîìíîæèòåëü â (27)

ýòî ïîëèíîì ïîðÿäêà (n + i), èìåþùèé òî÷íî (n + i) ïåðåìåí çíàêà íà (−1, 1), ïðè÷åì â ñèëó (29) è

(28) îí íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ. Òîãäà ýòî åñòü Rmax
n+i (x, p1, . . . , pi−1) ñ íåêîòîðûìè p1, . . . , pi−1,

çàäàâàåìûìè (24). Òåì ñàìûì, (27) ïåðåïèñûâàåòñÿ â òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (25), êîòîðîå â ñâîþ

î÷åðåäü åñòü ðàâåíñòâî

f(x) = Rmax
n+i (x, p1, . . . , pi−1)ql−i(x)− (a1x

n + . . . + an+l) (30)

È ïîñêîëüêó âòîðîå ñëàãàåìîå â (30) ñòåïåíè 6 n, òî îíî ÿâëÿåòñÿ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ f(x) íà

Rmax
n+i , à ql−i(x) - ÷àñòíîå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê äåëèòåëü èìååò ñòåïåíü (n + i), òî îñòàòîê

èçíà÷àëüíî èìååò âèä, óêàçàííûé â ï. (b). Ýòî äîêàçûâàåò (26). Òåîðåìà (10) óñòàíîâëåíà; ëåãêî

ïîëó÷èòü å¼ îáðàùåíèå, íî îíà íàì ïîêà íå ïîíàäîáèòñÿ.
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Çàìå÷àíèå 7. Åñëè i = 1, òî óòâåðæäåíèÿ (25), (a), (b) òàêæå èìåþò ìåñòî ïðè Rmax
n+1 = Un+1(x), áåç

ïðèâëå÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî pj . Îòìåòèì åùå, ÷òî êîýôôèöèåíòû îñòàòêà fn+i−1(x), âçÿòûå ñ ïðîòè-

âîïîëîæíûìè çíàêàìè, ïðè óñëîâèÿõ (a) è (26) äàäóò èñêîìûå al, . . . , al+n â çàäà÷å

Ðåøåíèå çàäà÷è Çîëîòàðåâà äëÿ äâóõ ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ, òî åñòü êîãäà l = 2 îïèñûâàåò

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [5]).

Òåîðåìà 11. (Ãåðîíèìóñ)

Ïóñòü A1 ∈ R1, à Rn+2(x, A1) - ñîîòâåòñòâóþùèé ýêñòðåìàëüíûé ïîëèíîì. Òî åñòü

Rn+2(x,A1) = xn+2 + A1x
n+1︸ ︷︷ ︸

f(x)

+a2x
n + ... + an+2

è èìååò íàèìåíüøóþ L[−1, 1] íîðìó çà ñ÷åò âûáîðà (a2, . . . , an+2). Òîãäà

1). ïðè |A1| > 1 èìååì

Rn+2(x) = R
(n+1)
n+2 (x) = Un+1(x) · (x + A1);

2). ïðè |A1| < 1 èìååì

Rn+2(x) = Rmax
n+2(x) = Un+2(x) + A1Un+1(x) +

(
A1

2

)2

Un(x).
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7 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà âîñõîäÿùàÿ ê ×åáûøåâó è Çîëîòàðåâó ïðîáëåìà îòûñêàíèÿ âñåõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, íàèìåíåå óêëîíÿþùèõñÿ îò íóëÿ â òîé èëè èíîé ìåòðèêå, ïî èçâåñòíûì

çíà÷åíèÿì èõ ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ, çàðàíåå çàäàííûõ â íåêîòîðîì êîëè÷åñòâå l. Èçëîæåíî ðå-

øåíèå ýòîé çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå L[−1, 1] ïðè l = 2.

Òàêæå â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ áëèæàéøèõ ýëåìåíòîâ. Çàòåì ïðè-

âåäåíû íåêîòîðûå ôàêò î åäèíñòâåííîñòè áëèæàéøåãî ýëåìåíòà â ñòðîãî íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ. Ïðîâåäåíà õàðàêòåðèçàöèÿ áëèæàéøèõ ýëåìåíòîâ â íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâàõ íàä ïîëåì R.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå ôðàãìåíòà ìåòîäè÷åñêîãî ïî-

ñîáèÿ ïðè èçó÷åíèè ñïåöêóðñà "Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé".

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Äåãîæñêîìó Àíäðåþ Îëåãîâè÷ó, êîòîðûé îñóùåñòâèë

íàáîð òåêñòà è êîìïüþòåðíóþ âåðñòêó, â ñâÿçè ñ ðàáîòîé [7].
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