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Введение

Пособие посвящено базовым разделам теории вероятностей, которые
необходимы для дальнейшего освоения программы по многим дисципли-
нам естественно-научного цикла. Цель пособия — кратко описать основ-
ной теоретический материал по разделам «Комбинаторика», «Классиче-
ская вероятность», «Схема Бернулли», «Случайные величины» и «Вве-
дение в теорию случайных процессов», пояснить некоторые особенности
при решении примеров по данным разделам.

Учебное пособие содержит теоретический материал, который подхо-
дит для дисциплин «Теория вероятностей», «Практикум по теории веро-
ятностей», «Теория вероятностей и математическая статистика». Данное
пособие будет полезно студентам второго и третьего курсов для под-
крепления лекционного материала, а также для грамотного выполнения
типовых расчетов в соответствии с требованиями преподавателя. Так-
же пособие может рассматриваться как дополнительная литература для
студентов технических направлений.

Пособие состоит из пяти глав: первая посвящена основным поняти-
ям комбинаторики, вторая — классической вероятности, третья — схеме
Бернулли, ее обобщениям и предельным теоремам для схемы Бернулли,
четвертая — случайным величинам, их свойствам и числовым характе-
ристикам, пятая — базовым понятиям теории случайных процессов, мар-
ковским цепям и марковским процессам. В конце пособия находятся ва-
рианты заданий для самоподготовки, которые предлагается выполнить
студенту самостоятельно. При подготовке теоретического материала ав-
тор опирался на ряд работ [1 — 5].
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1. Элементы комбинаторики

1.1 Правило произведения

Пусть необходимо последовательно выполнить одно за другим 𝑅 дей-
ствий, при том 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, ..., 𝑛𝑅 — количество способов выполнить первое,
второе, R-е действие соответственно.

Тогда общее число способов выполнить последовательность одно за
другим 𝑅 действий

𝑁 =
𝑅∏︁
𝑖=1

𝑛𝑖 = 𝑛1 · 𝑛2 · . . . · 𝑛𝑅.

Пример 1. От пункта 𝐴 до пункта 𝐵 существует 4 дороги, от пункта
𝐵 до пункта 𝐶 — 3, и других дорог между пунктами нет. Сколько
существует дорог из пункта 𝐴 в пункт 𝐶?

Решение. Если маршрут из 𝐴 в 𝐵 можно выбрать четырьмя спосо-
бами, а из 𝐵 в 𝐶 тремя, то в общей сложности, по правилу произведения,
из 𝐴 в 𝐶 существует 4 · 3 = 12 способов.

Пример 2. В гардеробе имеется 3 юбки (черная, коричневая, фи-
олетовая) и 4 блузки (белая, сиреневая, желтая и розовая). Сколько
разных нарядов можно из них составить?

Решение. Юбку можно выбрать тремя способами. Для каждого из
них блузку можно выбрать четырьмя способами.

Тогда по правилу произведения весь наряд, то есть юбку и блузку,
можно выбрать

3 · 4 = 12.
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1.2 Правило сложения

Пусть необходимо выполнить одно из 𝑅 действий без указания какое
именно, причем первое действие можно выполнить 𝑛1 числом способов,
второе действие — 𝑛2 числом способов, ... , 𝑅-е действие — 𝑛𝑅 числом
способов. Тогда любое из 𝑅 действий, без указания какое именно, можно
выполнить числом способов

𝑁 =
𝑅∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖 = 𝑛1 + 𝑛2 + . . .+ 𝑛𝑅.

Пример 1. От пункта 𝐴 до пункта 𝐵 существует 4 дороги, от 𝐴 до
𝐷 — 3, от 𝐵 до 𝐶 — 3, от 𝐶 до 𝐷 — 2, и других дорог между пунктами
нет. Сколько существует дорог из пункта 𝐴 в пункт 𝐶?
Решение. До пункта 𝐴 в пункт 𝐶 можно добраться 2 вариантами:

через 𝐵 и через 𝐷. По правилу произведения число способов добраться
по дороге 𝐴𝐵𝐶 равно 4 · 3 = 12, по дороге 𝐴𝐷𝐶 равно 3 · 2 = 6.

Далее по правилу сложения найдем общее количество способов:

𝑁 = 12 + 6 = 18.

Пример 2. В классе учится 5 мальчиков и 6 девочек. Сколькими
способами можно назначить одного дежурного?

Решение. Дежурным можно назначить либо мальчика, либо девочку,
то есть дежурным может быть любой из 5 мальчиков или любая из 6
девочек.

По правилу сложения получаем, что одного дежурного можно назна-
чить 5 + 6 = 11 способами.
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1.3 Перестановки

Перестановками называются комбинации, состоящие из одних и
тех же 𝑛 различных элементов и отличающихся только порядком их
расположения. Число всех возможных перестановок обозначается 𝑃𝑛.

Теорема о числе перестановок. Число перестановок множества из
𝑛 различных элементов определяется формулой

𝑃𝑛 = 𝑛!.

Доказательство. Рассмотрим 𝑛 различных чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛. На пер-
вое место перестановки существует 𝑛 способов выбора записи чисел; на
второе место остается уже (𝑛− 1) способов выбора чисел; на третье ме-
сто останется (𝑛− 2) вариантов выбора, ... , на последнее место остается
один вариант.

Тогда число всех перестановок 𝑛-й степени из 𝑛 элементов можем
записать в виде

𝑛 · (𝑛− 1) · (𝑛− 2) · . . . · 1 = 𝑃𝑛.

Пример 1. Сколько четырехзначных чисел можно составить из
цифр 1, 2, 3 и 4, если каждая цифра входит в число только один раз?

Решение. Используем правило перестановок, так как нам нужны
комбинации, состоящие из одних и тех же 𝑛 элементов:

𝑃 = 4! = 2 · 3 · 4 = 24.

Пример 2. Сколькими способами можно выложить в ряд красный,
желтый, синий, черный и зеленый шары?

Решение. В данной задаче не важны цвета шаров, важно лишь ко-
личество объектов и их взаимное расположение. Поэтому по правилу пе-
рестановок получим, что способов выложить в ряд 5 различных шаров
равно

𝑃5 = 5! = 120.
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1.4 Размещения без повторений

Размещениями называются комбинации, состоящие из 𝑛 различ-
ных элементов по 𝑘 элементов, которые отличаются либо составом
элементов, либо порядком их расположения. Число всех возможных
размещений обозначается 𝐴𝑘

𝑛.

Теорема о числе размещений. Число размещений множества из 𝑛
различных элементов по 𝑘 элементов определяется формулой

𝐴𝑘
𝑛 =

𝑛!

(𝑛− 𝑘)!
.

Доказательство. Воспользовавшись правилом произведения, распишем
𝐴𝑘
𝑛:

𝐴𝑘
𝑛 = 𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2) · . . . · (𝑛− 𝑘 + 2)(𝑛− 𝑘 + 1).

Далее, умножим и разделим выражение на убывающие недостающие
множители так, чтобы последний множитель стал 1. Тогда

𝐴𝑘
𝑛 =

𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2) · . . . · (𝑛− 𝑘 + 1)(𝑛− 𝑘)(𝑛− 𝑘 − 1) · . . . · 1
(𝑛− 𝑘)(𝑛− 𝑘 − 1) · . . . · 1 =

=
𝑛!

(𝑛− 𝑘)!
.

Пример 1. Сколько можно составить различных трехзначных чисел,
состоящих из 5 различных цифр?

Решение. Предположим, что даны цифры 1, 2, 3, 4, 5.
Выбрать первую цифру у нас есть 5 способов. Количество способов

выбрать вторую цифру (5− 1), то есть 4 способа. А число способов вы-
брать третью цифру тогда будет равным (5− 1− 1), то есть 3 способа.

Таким образом, по формуле размещения, получаем ответ 5 ·4 ·3 = 60.

Пример 2. Сколько можно составить сигналов из 6 флажков раз-
личного цвета, взятых по 2?

Решение. Здесь используется формула размещения, так как нам ва-
жен порядок сигналов (цветов). Для удобства используем формулу из
теоремы о числе размещений:

𝐴2
6 =

6!

(6− 2)!
=

6!

4!
= 30.
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1.5 Размещения с повторениями

Размещением с повторениями из 𝑛 элементов по 𝑘 называется
упорядоченная (𝑛, 𝑘)-выборка с возможными повторениями элементов.
Число всех возможных размещений обозначается 𝐴𝑘

𝑛.

Теорема о числе размещений с повторениями. Число размеще-
ний с повторениями множества из 𝑛 элементов по 𝑚 элементов опреде-
ляется формулой

𝐴𝑘
𝑛 = 𝑛 · 𝑛 · ... · 𝑛 = 𝑛𝑘.

Доказательство. По правилу умножения число размещений с повторе-
ниями из 𝑛 элементов по 𝑘, обозначаемое 𝐴𝑘

𝑛, равно

𝐴𝑘
𝑛 = 𝑛 · 𝑛 · ... · 𝑛 = 𝑛𝑘.

Пример 1. Найти число вариантов 3-значного кода, в котором
каждый знак является цифрой от 0 до 9 и может повторяться.

Решение. Число вариантов 3-значного кода, в котором каждый знак
является цифрой от 0 до 9 и может повторяться, равно

𝐴3
10 = 103 = 1000.

Пример 2. В лифт 8-этажного дома вошли 4 пассажира. Сколькими
способами они могут выйти (выход возможен на любом этаже, начиная
со второго).

Решение. Рассмотрим пассажира, у него есть 7 способов выбрать
этаж для выхода (2, 3, 4, 5, 6, 7 или 8). И так поступает каждый из
пассажиров, поэтому способов выхода 𝑁 = 7 · 7 · 7 · 7 = 74 = 2401.

Или иначе, с помощью формулы: считаем, что у нас есть 𝑛 = 7
этажей и на них нужно разместить произвольно 𝑘 = 4 пассажиров, то
по формуле размещений с повторениями 𝐴4

7 = 74 = 2401.

Пример 3. Буквы азбуки Морзе состоят из символов — точка и тире.
Сколько букв получим, если потребуем, чтобы каждая буква состояла
не более чем из пяти указанных символов?
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Решение.

1. Число всех букв, каждая из которых записывается одним символом,
равно

𝐴1
2 = 21 = 2.

2. Число всех букв, каждая из которых записывается двумя символа-
ми, равно

𝐴2
2 = 22 = 4.

3. Число всех букв, каждая из которых записывается тремя символа-
ми, равно

𝐴3
2 = 23 = 8.

4. Число всех букв, каждая из которых записывается четырьмя сим-
волами, равно

𝐴4
2 = 24 = 16.

5. Число всех букв, каждая из которых записывается пятью символа-
ми, равно

𝐴5
2 = 25 = 32.

Число всех указанных букв будет равно 2 + 4 + 8 + 16 + 32 = 62.

1.6 Сочетания без повторений

Сочетаниями называются комбинации, состоящие из 𝑛 различных
элементов по 𝑘 элементов, которые отличаются только составом элемен-
тов. Число всех возможных сочетаний обозначается 𝐶𝑘

𝑛.

Теорема о числе сочетаний. Число сочетаний множества из 𝑛 раз-
личных элементов по 𝑘 элементов определяется формулой

𝐶𝑘
𝑛 =

𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
.

Доказательство. В размещениях важен порядок расположения, в числе
сочетаний — нет. Следовательно, формулу можно получить из размеще-
ний, исключив важность порядка.

𝐴𝑘
𝑛 = 𝐶𝑘

𝑛𝑃𝑘 =
𝑛!

(𝑛− 𝑘)!
.

Вспомним, что 𝑃𝑘 = 𝑘!. Откуда следует

𝐶𝑘
𝑛 =

𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
.
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Пример 1. Из класса, в котором учится 30 человек, нужно выбрать
трех школьников для участия в математической олимпиаде. Сколькими
способами это можно сделать?

Решение. Чтобы найти число способов выбрать трех человек из 30,
используется формула сочетания, так как нам не важно кого именно
выбирать из 30 человек, главное, чтобы их было трое.

𝐶3
30 =

30!

3!(30− 3)!
=

30!

3!27!
= 4060.

Пример 2. Имеется 6 ящиков, занумерованных от 1 до 6. Сколькими
способами можно разложить по этим ящикам 20 одинаковых шаров,
так, чтобы ни один ящик не был пустым?

Решение. Важное условие: у нас есть 20 одинаковых шаров и 6 оди-
наковых ящиков, отличается только количество шаров в каждом ящике.

Сведем задачу к тому, чтобы разделить 20 шаров на 6 кучек, кото-
рые будем отделять перегородками. После чего шары из каждой кучки
помещаем в один ящик.

Число перегородок будет на 1 меньше, чем число кучек. Получается,
у нас есть 19 мест, чтобы расставить 5 перегородок. После этих рассуж-
дений можно использовать формулу сочетаний:

𝐶5
19 =

19!

5!(19− 5)!
=

19!

5!14!
= 11628.

Получили число способов разложить 20 шариков по 6 ящикам.

Свойства числа сочетаний

1. 𝐶𝑘
𝑛 = 𝐶𝑛−𝑘

𝑛 .

Доказательство.

𝐶𝑛−𝑘
𝑛 =

𝑛!

(𝑛− 𝑘)!(𝑛− (𝑛− 𝑘))!
=

𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
= 𝐶𝑘

𝑛.

2. 𝐶𝑘
𝑛 =

𝐴𝑘
𝑛

𝑃𝑘
.

12



Доказательство.

𝐴𝑘
𝑛 =

𝑛!

(𝑛− 𝑘)!
;

𝑃𝑘 = 𝑘!.

Подставив в формулу 𝐶𝑘
𝑛, получим

𝐶𝑘
𝑛 =

𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
=

𝑛!

(𝑛− 𝑘)!

1

𝑘!
=
𝐴𝑘
𝑛

𝑃𝑘
.

3. 𝐶𝑘
𝑛 = 𝐶𝑘−1

𝑛−1 + 𝐶𝑘
𝑛−1.

Доказательство.

𝐶𝑘−1
𝑛−1 + 𝐶𝑘

𝑛−1 =
(𝑛− 1)!

(𝑘 − 1)!((𝑛− 1)− (𝑘 − 1))!
+

(𝑛− 1)!

𝑘!((𝑛− 1)− 𝑘)!
=

=
(𝑛− 1)!

(𝑘 − 1)!(𝑛− 𝑘)!
+

(𝑛− 1)!

𝑘!((𝑛− 1)− 𝑘)!
=

=
(𝑛− 1)!

(𝑘 − 1)!((𝑛− 1)− 𝑘)!

(︂
1

𝑛− 𝑘
+

1

𝑘

)︂
=

=
(𝑛− 1)!

(𝑘 − 1)!((𝑛− 1)− 𝑘)!

𝑛

(𝑛− 𝑘)𝑘
= 𝐶𝑘

𝑛.

4.
𝑛∑︀
𝑖=0

𝐶 𝑖
𝑛 = 2𝑛.

Доказательство. Докажем это свойство по индукции.
База индукции. 𝑛 = 1:

1∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖
1 = 𝐶0

1 + 𝐶1
1 = 1 + 1 = 2 = 21.

Предположение индукции. ∀𝑚 < 𝑛 :

𝑚∑︁
𝑖=0

𝐶 𝑖
𝑚 = 𝐶0

𝑚 + 𝐶1
𝑚 + . . .+ 𝐶𝑚

𝑚 = 2𝑚.
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Индукционный шаг.

𝐶(𝑚+ 1) =
𝑚+1∑︁
𝑖=0

𝐶 𝑖
𝑚+1 = 𝐶0

𝑚+1 + 𝐶1
𝑚+1 + 𝐶2

𝑚+1 + . . .+ 𝐶𝑚+1
𝑚+1 .

Распишем получившееся по формуле из третьего свойства, получим

𝐶0
𝑚+1 + (𝐶0

𝑚 + 𝐶1
𝑚) + (𝐶1

𝑚 + 𝐶2
𝑚) + . . .+ (𝐶𝑚

𝑚 + 𝐶𝑚+1
𝑚 ) =

= (𝐶0
𝑚+𝐶1

𝑚+𝐶2
𝑚+ . . .+𝐶𝑚

𝑚)+ (𝐶0
𝑚+𝐶1

𝑚+𝐶2
𝑚+ . . .+𝐶𝑚

𝑚)+𝐶
𝑚+1
𝑚 =

= 2𝑚 + 2𝑚 + 0 = 2𝑚+1.

1.7 Сочетания с повторениями

Разобьем множество всех кортежей длины 𝑛, состоящих из элементов
множества 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ...., 𝑥𝑘}, на классы эквивалентности, отнеся
к одному классу кортежи одинакового состава. Эти классы эквивалент-
ности называют сочетаниями с повторениями из 𝑛 элементов по 𝑘
элементов. Число сочетаний с повторениями обозначается 𝐶𝑘

𝑛.

Теорема о числе сочетаний с повторениями. Число сочетаний
с повторениями множества из 𝑛 элементов по 𝑘 элементов определяется
формулой

𝐶𝑘
𝑛 = 𝐶𝑘

𝑛+𝑘−1 =
(𝑛+ 𝑘 − 1)!

𝑘!(𝑛− 1)!
.

Доказательство. Если из множества, содержащего 𝑛 элементов, выби-
рается 𝑘 элементов, причем выбранный элемент каждый раз возвраща-
ется обратно, то количество способов произвести неупорядоченную вы-
борку — число сочетания с повторениями(𝐶𝑘

𝑛) равно

𝐶𝑘
𝑛 = 𝐶𝑘

𝑛+𝑘−1 =
(𝑛+ 𝑘 − 1)!

𝑘!(𝑛− 1)!
.

Пример 1. В кондитерской имеется 3 вида пирожных. Сколькими
способами можно купить 9 пирожных?
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Решение. В задаче требуется найти число всевозможных групп по 9
элементов, которые можно составить из данных трех различных элемен-
тов, причем указанные элементы в каждой группе могут повторяться, а
сами группы отличаются друг от друга хотя бы одним элементом. Соче-
тания из трех элементов по 9:

𝐶9
3 = 𝐶9

3+9−1 = 𝐶9
11 =

11!

9!2!
= 55.

Пример 2. В почтовом отделении продаются открытки 10 сортов.
Сколькими способами можно купить 12 открыток? 8 открыток? 8
различных открыток?

Решение. Сочетания из 10 элементов по 12.

1. 𝐶12
10 = 𝐶12

10+12−1 = 𝐶12
21 =

21!

12!9!
= 293930.

2. 𝐶8
10 = 𝐶8

10+8−1 = 𝐶8
17 =

17!

8!9!
= 24310.

В третьем случае получаем сочетания без повторений.

3. 𝐶8
10 =

10!

8!2!
= 45.

Пример 3. Сколько чисел, меньших чем миллион, можно написать
с помощью цифр 2, 3, 4?

Решение. Понятно, что в записи числа цифры могут повторяться.

1. Посчитаем, сколько однозначных чисел выйдет из наших цифр:

2, 3 и 4 — 3 числа.

2. Двузначных:

22, 23, 24, 32, 33, 34, 42, 43, 44 — 9 чисел.

Найдем закономерность: 31 = 3, 32 = 9.

Далее аналогично.

3. Трехзначных: 33 = 27.

4. Четырехзначных: 34 = 81.

5. Пятизначных: 35 = 243.

6. Шестизначных: 36 = 729.
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Чисел, меньших чем миллион: 3 + 9 + 27 + 81 + 243 + 729 = 1092.

Пример 4. Сколькими способами можно рассадить 20 учащихся за
двенадцатью двухместными партами?

Решение. Так как парты двухместные, то мы имеем 24 места.
Так как порядок важен и 1-й ученик может занять одно из 24 мест 24

способами, 2-й ученик может занять одно из 23 мест 23 способами, и так
далее, 20-й ученик может занять одно из 5 мест, то

𝐴20
24 =

24!

4!
.

Пример 5. Сколькими способами можно выбрать 6 одинаковых или
разных пирожных в кондитерской, где имеется одиннадцать различных
видов пирожных?

Решение. Способов выбрать одинаковые или различные пирожные
(используем сочетания с повторениями)

𝐶6
11 = 𝐶6

16 =
16!

6!10!
= 8008.
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2. Классическая вероятность

2.1 Основные понятия теории вероятностей

Все события, окружающие нас, делятся на три группы: достоверные,
невозможные и случайные.

1. Достоверным событием будем называть событие, которое обязатель-
но произойдет при заданном наборе условий.

2. Невозможным событием назовем событие, которое никогда не про-
изойдет при заданном наборе условий.

3. Случайное событие — событие, которое может как произойти, так и
не произойти при одном и том же заданном наборе условий.

Теория вероятностей — это раздел математики, изучающий законо-
мерности в случайных событиях.

Терминология теории вероятностей

1. Ω — универсальное множество, пространство элементарных собы-
тий, достоверное событие.

Ω

2. ø — пустое множество, невозможное событие.

3. 𝐴 ⊂ Ω — событие 𝐴 является подмножеством Ω.
Ω

𝐴
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4. 𝐴 ⊂ 𝐵 — cобытие 𝐴 влечет событие 𝐵.
Ω

𝐴
𝐵

5. 𝜔 — элемент множества Ω, элементарное событие.

6. 𝐴 = 𝐵 — cобытия 𝐴 и 𝐵 равносильны.

Ω

𝐴 𝐵

7. 𝐴 ·𝐵 — произведение событий 𝐴 и 𝐵.

Ω

𝐴 𝐵

8. 𝐴+𝐵 — сумма событий 𝐴 и 𝐵.

Ω

𝐴 𝐵

9. 𝐴−𝐵 — разность множеств, разность событий 𝐴 и 𝐵.

Ω

𝐴 𝐵
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10. 𝐴 ·𝐵 = ø — cобытия 𝐴 и 𝐵 не совместны.

Ω
𝐴 𝐵

11. 𝐴 — дополнение к множеству 𝐴, противоположное к 𝐴 событие.

Ω

𝐴
𝐴

Обозначение Теория множеств Теория вероятности


 Универсальное множество Достоверное событие

� Пустое множество Невозможное событие

𝐴,𝐵 ⊂ 
 Множества События

𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛 ∈ 
 Элементы множеств Элементарные события

𝐴 = 𝐵 Равенство множеств 𝐴 и 𝐵 События равносильны

𝐴 ⊂ 𝐵 𝐴 — подмножество 𝐵 Событие 𝐴 влечет событие 𝐵

𝐴 ·𝐵 Пересечение множеств 𝐴 и 𝐵 Произведение событий

𝐴+𝐵 Объединение множеств 𝐴 и 𝐵 Сумма событий

𝐴−𝐵 Разность множеств Разность событий

𝐴 ·𝐵 = � 𝐴 и 𝐵 не пересекаются События 𝐴 и 𝐵 не совместны

�𝐴 Дополнение к множеству Противоположное событие

Пример. Пусть при бросании игральной кости представлены следу-
ющие события: 𝐴 = {выпало четное число}, 𝐵 = {выпало число, кратное
трем}. Тогда
𝐴+𝐵 = {2, 4, 6}+ {3, 6} = {2, 3, 4, 6},
𝐴 ·𝐵 = {2, 4, 6} · {3, 6} = {6},
𝐴−𝐵 = {2, 4, 6} − {3, 6} = {2, 4}.
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Если события изображать множествами на плоскости, то результаты
операций над событиями выглядят подобным образом:

Ω

𝐴 𝐵
𝐴+𝐵

2,3,4,6

2,4,6 3,6

Ω

𝐴 𝐵
𝐴 ·𝐵

2,4,6

6

3,6

Ω

𝐴 𝐵
𝐴−𝐵

2,4,6

2,4

3,6

2.2 Вероятностное пространство

Пусть Ω— пространство всех элементарных исходов случайного экспе-
римента. Выделим некоторую совокупность подмножеств Ω, обозначим
ее 𝒜.

Совокупность 𝒜 подмножеств множества Ω называется алгеброй, ес-
ли выполнены следующие условия:

1. Ω ∈ 𝒜;
2. если 𝐴 ∈ 𝒜 и 𝐵 ∈ 𝒜, то 𝐴+𝐵 ∈ 𝒜;
3. если 𝐴 ∈ 𝒜 и 𝐵 ∈ 𝒜, то 𝐴 ·𝐵 ∈ 𝒜.
Замечание. Пусть 𝒜 — алгебра. Тогда выполняются свойства
а) ? ∈ 𝒜;
б) если 𝐴 ∈ 𝒜 , то 𝐴 ∈ 𝒜 ;
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в) если 𝐴,𝐵 ∈ 𝒜, то 𝐴−𝐵 ∈ 𝒜;
г) если 𝐴𝑖 ∈ 𝒜, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛, то

𝑛∑︀
𝑖=1

𝐴𝑖 ∈ 𝒜; и
𝑛∏︀
𝑖=1

𝐴𝑖 ∈ 𝒜.
Алгебра 𝒜 называется 𝜎-алгеброй, если выполнено условие:

пусть 𝐴𝑖 ∈ 𝒜, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛, тогда
𝑛∑︀
𝑖=1

𝐴𝑖 ∈ 𝒜.
Вероятностью называется функция 𝑝, заданная на 𝜎-алгебре 𝒜 под-

множеств из Ω и удовлетворяющая следующим условиям:

1. ∀𝐴 ∈ 𝒜 0 6 𝑝(𝐴) 6 1.

2. 𝑝(Ω) = 1, то есть значение вероятности на достоверном событии
всегда 1.

3. ∀𝐴,𝐵 ∈ 𝒜 таких, что𝐴·𝐵 = ?, выполняется 𝑝(𝐴+𝐵) = 𝑝(𝐴)+𝑝(𝐵).

Тройка (Ω,𝒜, 𝑝), удовлетворяющая аксиомам (условиям 1, 2, 3),
называется вероятностным пространством.

Пример. Ведется стрельба по мишени до тех пор, пока не будет
двух попаданий подряд. Описать пространство элементарных событий,
привести пример события, не являющегося элементарным.

Решение. Эксперимент может закончиться элементарным исходом,
состоящим из двух выстрелов, из трех выстрелов и т. д. Ясно, что чис-
ло выстрелов конечно, но трудно указать верхнюю границу этого чис-
ла, поэтому математическая модель данного эксперимента предполагает
бесконечное число элементарных исходов:

Ω = {𝜔2, 𝜔3, ..., 𝜔𝑛, ...},
где 𝜔𝑘 — исход эксперимента, при котором для достижения двух
попаданий подряд потребовалось 𝑘 = 2, 3, ... выстрелов. В качестве
примера события, не являющегося элементарным, приведем событие
𝐴 = {𝜔2, 𝜔4, ..., 𝜔2𝑛, ...}, которое означает, что потребовалось четное
число выстрелов.

Свойства вероятности.

1. 𝑝(?) = 0.

Доказательство. Заметим, что ? =
𝐴
?+

𝐵
? и 𝐴𝐵 = ?. Тогда 𝑝(?) =

𝑝(? + ?) = 𝑝(?) + 𝑝(?) = 2𝑝(?). Откуда получаем 𝑝(?) = 2𝑝(?).
Выразим вероятность пустого множества 𝑝(?) = 0.
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2. Если 𝐴 ⊂ 𝐵, то 𝑝(𝐴) 6 𝑝(𝐵).

Доказательство. Будем использовать равенство 𝐵 = 𝐴+ (𝐵 −𝐴),
причем 𝐴(𝐵 − 𝐴) = ?. Тогда

𝑝(𝐵) = 𝑝(𝐴+ (𝐵 − 𝐴)) = 𝑝(𝐴) + 𝑝(𝐵 − 𝐴)⇒ 𝑝(𝐵) > 𝑝(𝐴).

3. 𝑝(𝐴) = 1− 𝑝(𝐴).

Доказательство. Так как 𝐴 + 𝐴 = Ω, 𝑝(Ω) = 1 и 𝐴 · 𝐴 = ?, ве-
роятность достоверного события может быть найдена следующим
образом:

𝑝(Ω) = 𝑝(𝐴+ 𝐴) = 𝑝(𝐴) + 𝑝(𝐴).

Поэтому 𝑝(𝐴) = 1− 𝑝(𝐴).

4. Для любых событий 𝐴,𝐵 ∈ 𝒜 верна формула 𝑝(𝐴 + 𝐵) = 𝑝(𝐴) +
𝑝(𝐵)− 𝑝(𝐴𝐵).

Доказательство. Представим сумму событий как

𝐴+𝐵 = (𝐴−𝐵) + (𝐵 − 𝐴) + 𝐴𝐵.

Тогда
𝑝(𝐴+𝐵) = 𝑝(𝐴−𝐵) + 𝑝(𝐵 − 𝐴) + 𝑝(𝐴𝐵).

Причем можно заметить

(𝐴−𝐵) + 𝐴𝐵 = 𝐴⇒ 𝑝(𝐴) = 𝑝(𝐴−𝐵) + 𝑝(𝐴𝐵);

(𝐵 − 𝐴) + 𝐴𝐵 = 𝐵 ⇒ 𝑝(𝐵) = 𝑝(𝐵 − 𝐴) + 𝑝(𝐴𝐵);

𝑝(𝐴−𝐵) = 𝑝(𝐴)− 𝑝(𝐴𝐵); 𝑝(𝐵 − 𝐴) = 𝑝(𝐵)− 𝑝(𝐴𝐵).

В итоге получаем

𝑝(𝐴+𝐵) = 𝑝(𝐴)−𝑝(𝐴𝐵)+𝑝(𝐵)−𝑝(𝐴𝐵)+𝑝(𝐴𝐵) = 𝑝(𝐴)−𝑝(𝐴𝐵)+𝑝(𝐵).

5. Если 𝐴 ⊂ 𝐵, то 𝑝(𝐵 − 𝐴) = 𝑝(𝐵)− 𝑝(𝐴) 6 𝑝(𝐵).

Доказательство. Так как 𝐵 = 𝐴+ (𝐵 −𝐴) и 𝐴(𝐵 −𝐴) = ?, то по
третьей аксиоме вероятности получаем

𝑝(𝐵) = 𝑝(𝐴+(𝐵−𝐴)) = 𝑝(𝐴)+𝑝(𝐵−𝐴) =⇒ 𝑝(𝐵−𝐴) = 𝑝(𝐵)−𝑝(𝐴).

6. Для любых событий 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝒜 верна формула 𝑝(𝐴 + 𝐵 + 𝐶) =
𝑝(𝐴) + 𝑝(𝐵) + 𝑝(𝐶)− 𝑝(𝐴𝐵)− 𝑝(𝐴𝐶)− 𝑝(𝐵𝐶) + 𝑝(𝐴𝐵𝐶).
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2.3 Основные формулы вычисления вероятности

2.3.1 Формула классической вероятности

В случае, если Ω конечно, для любого множества 𝐴 ⊂ Ω справедлива
следующая форма классической вероятности:

𝑝(𝐴) =
|𝐴|
|Ω| ,

где |𝐴|, |Ω| — мощности множеств.
То есть вероятностью события 𝐴 называют отношение мощности

множества благоприятных исходов |𝐴| к мощности множества всех
возможных исходов |Ω|.

Пример 1. На одинаковых карточках написаны буквы А, З, К, С, У.
Карточки тщательно перемешиваются и раскладываются в ряд. Какова
вероятность того, что получится слово КАЗУС?

Решение. Среди всех карточек нет повторяющихся, а значит, что
у нас есть лишь один вариант расположения карточек в необходимом
порядке. Отсюда следует, что количество благоприятных исходов равно
единице. Так как у нас 5 разных карточек, нам нужно найти все возмож-
ные комбинации этих карточек с учетом порядка:

|Ω| = 𝐴5
5 = 𝑃5 = 5! = 120.

Посчитаем вероятность необходимого нам события:

𝑝(𝐴) =
1

𝑃5
=

1

120
≈ 0, 00833.

Пример 2. Среди 5 студентов, сдавших экзамен по теории вероят-
ностей на оценки 5, 5, 4, 4, 3, выбирают наудачу 2 студентов. Какова
вероятность того, что выбраны студенты, сдавшие экзамен на 5?

Решение. Из условия задачи известно, что нужно из 5 чисел выбрать
два таким образом, чтобы оба из них были равны 5. Так как порядок в
данной задаче не имеет значения, при подсчете общего числа исходов и
числа благоприятных исходов будем использовать формулу числа соче-
таний:

|𝐴| = 𝐶2
2 =

2!

2!(2− 2)!
= 1.
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Теперь посчитаем количество всех возможных вариантов выборки двух
чисел из данного в условии задачи набора:

|Ω| = 𝐶2
5 =

5!

2!(5− 2)!
= 10.

Отсюда вероятность того, что будут выбраны две пятерки

𝑝(𝐴) =
|𝐴|
|Ω| =

1

10
.

Пример 3. При записи фамилий членов некоторого собрания, общее
число которых равно 437, оказалось, что первой буквой у 13 была А,
у семи — Е, у девяти — И, у двух — О, у четырех — У, у одного —
Ю, у всех остальных фамилия начиналась с согласной буквы. Какова
вероятность того, что у случайно выбранных трех членов собрания
фамилии начинаются с согласной буквы?

Решение. Из условия задачи нам известно, что общее количество
членов собрания 437. Количество членов собрания с фамилией, начина-
ющейся с гласной буквы, — 36, с согласной буквы, — 401. Посчитаем
количество возможных вариантов выбора трех членов собрания из об-
щего числа членов собрания:

|Ω| = 𝐶3
437 =

437!

3!(437− 3)!
= 13813570.

Посчитаем количество возможных вариантов выбора трех членов собра-
ния, фамилии которых начинаются с согласной буквы:

|Ω| = 𝐶3
401 =

401!

3!(401− 3)!
= 10666600.

Тогда вероятность искомого события равна

𝑝(𝐴) =
|𝐴|
|Ω| =

10666600

13813570
≈ 0, 77218.

Пример 4. В лифт девятиэтажного дома на первом этаже вошли
три человека, каждый из них с одинаковой вероятностью выходит на
любом из этажей, начиная со второго. Какова вероятность того, что все
пассажиры выйдут на одном этаже?

Решение.Для начала посчитаем количество возможных исходов. Так
как каждый из трех человек может выйти на любом этаже из 8, не считая
первый, то общее количество исходов

|Ω| = 83.
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Теперь посчитаем благоприятные исходы. Благоприятными считаются те
исходы, в которых первый человек выходит на одном из этажей, вместе
с ним выходят еще два человека. Таким образом, количество благопри-
ятных исходов:

|𝐴| = 8 · 1 · 1.
Посчитаем вероятность:

𝑝(𝐴) =
|𝐴|
|Ω| =

8

83
=

1

64
≈ 0, 01562.

Пример 5. Из семи видов открыток, имеющихся в автомате, наудачу
выбирают шесть открыток. Какова вероятность того, что все отобран-
ные открытки будут разные?

Решение. Посчитаем количество возможных исходов. При выборе
открыток они могут повторяться, а значит, количество возможных ва-
риантов выбора 6 открыток из 7 видов открыток посчитаем так:

|Ω| = 76 = 117649.

В данной задаче при подсчете количества возможных вариантов учли
порядок, следовательно, при подсчете количества благоприятных исхо-
дов важен порядок, в котором выбираются открытки. Посчитаем коли-
чество благоприятных исходов:

|𝐴| = 𝐴6
7 = 5040.

Посчитаем вероятность:

𝑝(𝐴) =
|𝐴|
|Ω| =

5040

117649
≈ 0, 04283.

2.3.2 Формула геометрической вероятности

В случае, если Ω измеримо по Жордану и 𝑚(𝐴) — мера Жордана, то
вероятность события 𝐴 вычисляется по формуле

𝑝(𝐴) =
𝑚(𝐴)

𝑚(Ω)
.

Примеры мерыЖордана: длина на множестве R, площадь на множестве
R
2 и так далее. Основная сложность при решении задач такого типа —

построить математическую модель эксперимента, нужным образом вы-
брать пространство элементарных исходов, обозначить событие, выра-
зить его математически как некоторую область.
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Пример 1. Метровую ленту случайным образом разрезают ножни-
цами. Найти вероятность того, что длина обрезка составит не менее 80
см.

Решение. Длина обрезка составит не менее 80 см, если от ленты
отрезать не более 20 сантиметров. Но стоит заметить, что такой разрез
можно сделать как с одного конца ленты, так и с другого.

Поскольку ленту можно разрезать где угодно, то общему числу ис-
ходов соответствует вся ее длина 100 см. Благоприятному же разрезу
соответствуют 20 см в начале ленты и 20 см в конце ленты. Таким обра-
зом,

𝑝(𝐴) =
𝑚(𝐴)

𝑚(Ω)
=

20 + 20

100
= 0, 4.

Пример 2. В круг радиуса 10 см вписан квадрат. В круг наудачу
ставится точка. Найти вероятность того, что она не попадет в этот
квадрат.

Решение. Нам известно, что для вычислении геометрической веро-
ятности нам нужно использовать функцию меры. В данном случае в
качестве функции меры будет выступать площадь. Для того чтобы вы-
числить вероятность попадания точки в квадрат, нужно вычислить пло-
щадь круга и квадрата, после чего мы получим вероятность:

𝑝(𝐴) =
𝑠

𝑆
=

(
√
2𝑟)2

𝜋𝑟2
=

2

𝜋
≈ 0, 63662.

Но нам необходимо было найти вероятность того, что точка НЕ попа-
дет в квадрат. Найдем вероятность искомого события:

𝑝(𝐴) = 1− 𝑝(𝐴) ≈ 0, 36338.

Пример 3. Загадываются два числа 𝑥 и 𝑦 в промежутке от 0 до 5.
Какова вероятность, что 𝑥𝑦 > 2?

Решение. Так как загадываются 2 произвольных числа от нуля до
пяти (они могут быть и иррациональными), то общему количеству исхо-
дов соответствует площадь квадрата 𝑆 = 5 · 5 = 25.

Изобразим ветвь гиперболы 𝑥𝑦 = 2, откуда 𝑦 =
2

𝑥
, которая делит квад-

рат на две части:
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Найдем площадь фигуры над графиком гиперболы, лежащей внутри
квадрата. Точки этой фигуры удовлетворяют равенству 𝑥𝑦 > 2.

𝑠 =

∫︁ 5

2
5

𝑑𝑥

∫︁ 5

2
𝑥

𝑑𝑦 =

∫︁ 5

2
5

(5− 2

𝑥
)𝑑𝑥 = (5𝑥− 2 ln |𝑥|)

⃒⃒⃒⃒5
2
5

=

= 25− 2 ln(5)− 2 + 2 ln(
2

5
) ≈ 17, 948542.

Посчитаем искомую вероятность:

𝑝(𝐴) =
𝑠

𝑆
≈ 0, 71794.

Пример 4. На отрезке длиной 𝑙 независимо одна от другой постав-
лены 2 точки 𝐿 и 𝑀 , положение каждой из которых равновозможно на
отрезке 𝐴𝐵. Найти вероятность того, что точка 𝐿 будет ближе к точке
𝑀 , чем к точке 𝐴.

Решение. Пусть точка 𝐿 имеет координату 𝑥 ∈ [0, 𝑙], а точка𝑀 имеет
координату 𝑦 ∈ [0, 𝑙] (считаем, что 𝐴 имеет координату 0, 𝐵 имеет коор-
динату 𝑙). Точки 𝑥 и 𝑦 выбираются произвольно. Введем прямоугольную
систему координат с осями 𝑂𝑥 и 𝑂𝑦, в этом случае можно считать, что
точка (𝑥, 𝑦) выбирается произвольным образом из квадрата 𝑙 × 𝑙.
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Теперь найдем область этого квадрата, которая соответствует всем
точкам, удовлетворяющим благоприятному условию, то есть точка 𝐿 бу-
дет ближе к точке 𝑀 , чем к точке 𝐴. Это условие выполняется, если
длина 𝐿𝑀 < 𝐿𝐴, то есть |𝐿−𝑀 | < 𝐿, или же |𝑥− 𝑦| < 𝑥. Раскрываем
модуль:

1. 𝑥− 𝑦 > 0, тогда неравенство |𝑥− 𝑦| < 𝑥 примет вид −𝑦 < 0. Таким

образом, решение данного неравенства

{︃
𝑦 < 𝑥,

𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑙].

2. 𝑥− 𝑦 ≤ 0, тогда неравенство |𝑥− 𝑦| < 𝑥 примет вид 𝑦 < 2𝑥. Таким

образом, решение данного неравенства

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦 < 2𝑥,

𝑦 ≥ 𝑥,

𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑙].

Получаем, что точки, удовлетворяющие условию задачи, будут находить-
ся в заштрихованных областях:
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Посчитаем площадь получившихся областей

𝑠 =
𝑙 · 𝑙
2

+
𝑙 · 𝑙
4

=
3𝑙2

4

и меру всех исходов, то есть площадь квадрата:

𝑆 = 𝑙2.

Тогда искомая вероятность

𝑝(𝐴) =
𝑠

𝑆
=

3

4
.

Пример 5. На бесконечную шахматную доску со стороной квадрата 𝑎
бросается наудачу монета радиуса 𝑟, 2𝑟 < 𝑎. Найти вероятность 𝑝𝑘 того,
что монета будет иметь общие точки только с 𝑘 квадратами, 𝑘 = 1, 2, 3, 4.

Решение. Все клетки равносильны друг другу, поэтому рассмотрим
решения на нескольких квадратах 𝜇(Ω) = 𝑎2 — площадь квадрата, тогда

при 𝑘 = 1 получаем

(𝑎− 2𝑟)2 — площадь квадрата, стороны которого не должны пересечься
с монетой, то есть монета целиком лежит внутри клетки,

a

r

𝑝1 =
(𝑎− 2𝑟)2

𝑎2
;

при 𝑘 = 2.
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Условно разделим клетку на 4 равные части, тогда площадь одной из
них будет равна 𝑟 · 𝑎, а площадь круга — 𝜋 · 𝑟2. Чтобы узнать число
благоприятных исходов, вычтем площади квадратов из площади круга,
получим

𝑝2 =
4𝑟𝑎− 𝜋𝑟2

𝑎2
=

4𝑟

𝑎
− 𝜋𝑟2

𝑎2
;

при 𝑘 = 3.

По условию 2𝑟 < 𝑎, поэтому монета не может иметь общие точки в трех
квадратах, когда она пересекает 3, то она пересекает сразу 4 из них.

𝑝3 = 0;

при 𝑘 = 4.

В случае, когда монета имеет 4 общие точки с разными клетками
шахматной доски, вероятность будет равна отношению площади круга к
площади квадрата:

𝑝4 =
𝜋𝑟2

𝑎2
.

Пример 6. На пол, замощенный паркетом, случайно падает монета
радиуса 𝑟, 2𝑟 < 𝑎. Найти вероятность того, что монета целиком окажется
внутри маленького квадрата. Вид паркета представлен на рисунке далее
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Решение. Паркет можно представить в виде квадрата с отрезанны-
ми по краям гранями. Нам известно, что сторона каждого вырезанного
края равна 𝑎, расстояние между ними — 3𝑎. Найдем сторону монеты,
которая будет равна 𝑎 − 2𝑟. Событие 𝐴 ={Монета целиком падает в
квадрат}. Обозначим за 𝑥 одну из неизвестных сторон.

a

3a

С помощью формулы площади получим

2𝑥2 = 16𝑎2,
√
2𝑥 = 4𝑎,

𝑥 = 2
√
2𝑎.

Тогда

𝑝(𝐴) =
(𝑎− 2𝑟)2

8𝑎2
=
𝑎− 2𝑟

2
√
2𝑎
.

Пример 7. На плоскости начерчен ряд параллельных прямых на
расстоянии 2𝑎 друг от друга. На эту плоскость наудачу бросают тонкую
иглу длиной 2𝑏, причем 2𝑏 < 2𝑎. Определите вероятность того, что эта
игла пересечет одну из параллельных прямых.

Решение. Прежде всего задачу можно упростить. Заметим, что ис-
комая вероятность не зависит от таких условий:
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∙ в какой полосе ляжет середина иглы 𝐶;

∙ будет ли середина 𝐶 иглы лежать ближе к одной или ближе к другой
из параллельных прямых, между которыми она упала;

∙ где окажется основание 𝐷 перпендикуляра, опущенного из точки 𝐶
на ближайшую к ней прямую;

∙ где разместится конец 𝐴 иглы, вправо или влево от перпендикуляра
𝐶𝐷, опущенного из середины 𝐶 иглы на ближайшую к ней парал-
лель 𝑀𝑁 .

Тогда задача, не теряя общности, упрощается следующим образом:

1. середина иглы 𝐶 падает между двумя определенными параллель-
ными прямыми 𝑀𝑁 и 𝑀1𝑁1;

2. середина 𝐶 иглы лежит ближе к прямой 𝑀𝑁 ;

3. перпендикуляром, опущенным из точки 𝐶 на прямую𝑀𝑁 , является
отрезок 𝐶𝐷;

4. конец иглы 𝐴 разместится вправо от прямой 𝐶𝐷.

Длину перпендикуляра 𝐶𝐷, опущенного из середины иглы 𝐶 на пря-
мую 𝑀𝑁 , обозначим как 𝑦, а острый угол, который образует игла с
этим перпендикуляром, обозначим как 𝑥. При указанных выше услови-
ях, 𝑦 ∈ [0, 𝑎], а 𝑥 ∈ [0, 𝜋

2
]. Таким образом, можно считать, что значения

𝑥 и 𝑦 определяют положение иглы при указанных условиях.
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Точки, лежащие в прямоугольнике 𝑂𝐾𝐿𝐹 , то есть удовлетворяющие
ограничениям на 𝑥 и 𝑦, будут описывать все исходы после бросания иглы.

Посчитаем площадь этого прямоугольника 𝑆 =
𝑎𝜋

2
.

Найдем площадь фигуры 𝑂𝑀𝐹 , которая образована точками, удо-
влетворяющими условию благоприятного исхода. Чтобы игла пересекла
прямую𝑀𝑁 , нужно, чтобы 𝑦 было меньше или равно 𝐵𝐶 (проекция по-
ловины иглы на перпендикуляр 𝐶𝐷). Запишем это условие в виде нера-
венства 𝑦 ≤ 𝑏 cos𝑥 и посчитаем ее площадь:∫︁ 𝜋

2

0

𝑏 cos𝑥𝑑𝑥 = 𝑏 sin𝑥

⃒⃒⃒⃒𝜋
2

0

= 𝑏.

Теперь посчитаем вероятность:

𝑝(𝐴) =
𝑠

𝑆
=

2𝑏

𝑎𝜋
.

2.4 Урновые схемы

Выборка без возвращения

Пусть имеется урна, в которой содержится всего 𝑁 шаров, причем𝑀
из них белые, а остальные — черные. Из урны последовательно один за
другим без возвращения вынимают 𝑛 шаров. Найти вероятность того,
что из них будет ровно 𝑚 белых.
Условия: 𝑀 6 𝑁 , 𝑚 6 𝑛, 0 6 𝑛 6 𝑁 , 0 6 𝑚 6 𝑀 . Достоверное событие
Ω — конечное множество.
Вывод формулы. Обозначим интересующее нас событие через 𝐴.

Общее количество способов выбора 𝑛 шаров из 𝑁 лежащих в урне рав-
но 𝐶𝑛

𝑁 . Благоприятными являются те способы выбора, при которых 𝑚
шаров выбираются только из𝑀 белых, в результате имеем 𝐶𝑚

𝑀 способов
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благоприятного выбора. Но еще надо не забыть, что выбор 𝑛 −𝑚 чер-
ных шаров из 𝑁 −𝑀 , имеющихся в урне, тоже может быть разным, при
этом мы имеем 𝐶𝑛−𝑚

𝑁−𝑀 способов выбора. Применяем правило умножения,
получаем ответ

|Ω| = 𝐶𝑛
𝑁 |𝐴| = 𝐶𝑚

𝑀 · 𝐶𝑛−𝑚
𝑁−𝑀 .

Следовательно,

𝑃 (𝐴) =
𝐶𝑛−𝑚
𝑁−𝑀 · 𝐶𝑚

𝑀

𝐶𝑛
𝑁

.

Пример 1. Колода игральных карт (52 карты, 4 масти по 13
карт в каждой) тщательно перетасована. Наудачу берут 6 карт (без
возвращения). Описать пространство элементарных исходов, а также
найти вероятность того, что среди этих карт окажется король пик.

Решение. Элементарный исход случайного эксперимента — выборка
без возвращения объема 6 из генеральной совокупности объема 52. Так
как в описании интересующих нас событий порядок элементов выборки,
то есть порядок расположения шести выбранных карт, роли не играет, а
важен лишь состав выбранных карт, то можно считать, что пространство
элементарных исходов Ω составляют всевозможные сочетания из 52 по 6.
Поскольку колода была тщательно перетасована, то можно считать все
элементарные исходы равновозможными. Их общее число 𝑁 = 𝑁(Ω) =
𝐶6
52.
Обозначим через 𝐴 событие «среди выбранных карт окажется король

пик», находим

𝑃 (𝐴) =
𝐶1
1 · 𝐶5

51

𝐶6
52

=
1 · 51 · 50 · 49 · 48 · 47 · 6!
5! · 52 · 51 · 50 · 49 · 48 · 47 =

3

26
.

Выборка с возвращением

Пусть имеется урна, в которой содержится всего 𝑁 шаров, причем
𝑀 из них белые, а остальное — черные. Из урны случайным образом
вынимается 1 шар, фиксируется его цвет и возвращается назад в урну,
повторяется это 𝑛 раз. Найти вероятность того, что белый шар появится
ровно 𝑚 раз.
Условия:𝑀 6 𝑁 ,𝑚 6 𝑛. Достоверное событие Ω — конечное множество.
Вывод формулы. Обозначим интересующее нас событие через 𝐴.

Чтобы понять ответ в случае выборки с возвращением, рассмотрим про-
стой частный случай. Пусть 𝑁 = 7, 𝑀 = 4, 𝑛 = 4, 𝑚 = 2. Обозначим
как 𝑏1, ..., 𝑏4 белые шары, а как 𝑐1, ..., 𝑐3 — черные шары. Возьмем три
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благоприятных элементарных исхода

𝜔1 = (𝑏1, 𝑏4, 𝑐1, 𝑐3),

𝜔2 = (𝑏1, 𝑏1, 𝑐3, 𝑐1),

𝜔3 = (𝑏1, 𝑐3, 𝑏1, 𝑐1),

где, скажем, 𝜔2 = (𝑏1, 𝑏1, 𝑐3, 𝑐1) означает, что первый и второй раз мы вы-
тащили белый шар с номером 1, в третий раз — черный шар с номером
3, а в четвертый раз — черный шар с номером 1. Видим, что благоприят-
ные исходы можно охарактеризовать тремя параметрами: какие именно
белые шары и в каком порядке были выбраны, какие именно черные ша-
ры и в каком порядке были выбраны и как чередовался выбор черных и
белых шаров. Можно описать три наших исхода следующей таблицей:

Исход Белые Черные Чередование

𝜔1 1, 4 1, 3 b, b, c, c

𝜔2 1, 1 1, 3 b, b, c, c

𝜔3 1, 1 1, 3 b, c, b, c

Легко понять, что в первый столбец мы можем записать различные
комбинации номеров белых шаров, и количество вариантов равно чис-
лу способов выбора с возвращением и с учетом порядка двух номеров
белых шаров из четырех имеющихся, всего 𝑀𝑚 = 42 вариантов. Ана-
логично для второго столбца мы имеем (𝑁 − 𝑀)𝑛−𝑚 = 32 вариантов.
Наконец, чтобы подсчитать число вариантов в последнем столбце, до-
статочно заметить, что оно совпадает с числом способов выбрать места
для 𝑚 = 2 букв 𝑏 из 𝑛 = 4 имеющихся мест или, эквивалентно, вы-
брать места для 𝑛 − 𝑚 = 2 букв 𝑐. Отсюда получаем число вариантов
𝐶𝑚
𝑛 = 𝐶𝑛−𝑚

𝑛 . Применяем правило умножения, получаем

𝑃 (𝐴) =
𝐶𝑚
𝑛 ·𝑀𝑚 · (𝑁 −𝑀)𝑛−𝑚

𝑁𝑛
.

Пример 2. В урне находятся 2 шара белого цвета и 3 шара черного
цвета. Шар наудачу извлекается и возвращается в урну три раза. Найти
вероятность того, что среди извлеченных трех шаров окажется ровно
один белый шар.

Решение. Из условий видим, что 𝑚 = 1, 𝑛 = 3,𝑀 = 2, 𝑁 = 5, где
𝑚 — количество шаров белого цвета, извлеченных после трех раз, 𝑛 —
количество извлечений шаров,𝑀 — количество шаров белого цвета, 𝑁 —
общее количество шаров. Тогда, применяя формулу, получим
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𝑃 (𝐴) =
𝐶1
3 · 21 · (3)2

53
=

3! · 2 · 9
2! · 125 =

54

125
.

2.5 Условная вероятность

Пусть задано вероятностное пространство (Ω, 𝒜, 𝑝), события 𝐴 и 𝐵
из 𝜎-алгебры 𝒜, причем 𝑝(𝐵) ̸= 0. Условной вероятностью события 𝐴
при условии, что произошло событие 𝐵, называется число

𝑝(𝐴|𝐵) =
𝑝(𝐴)𝑝(𝐵|𝐴)

𝑝(𝐵)
.

Теорема умножения.Для любых событий𝐴,𝐵 ∈ 𝒜, таких, что 𝑝(𝐴) ̸=
0, верна формула

𝑝(𝐴𝐵) = 𝑝(𝐴)𝑝(𝐵|𝐴).
Доказательство. Пусть 𝐴 и 𝐵 ∈ 𝒜, тогда из определения условной ве-
роятности следует, что

𝑝(𝐵|𝐴) = 𝑝(𝐴𝐵)

𝑝(𝐴)
.

Выразим 𝑝(𝐴𝐵), получим

𝑝(𝐴𝐵) = 𝑝(𝐵)𝑝(𝐴|𝐵).

Свойства условной вероятности

1. ∀𝐴,𝐵 ∈ 𝒜, таких, что 𝑝(𝐵) ̸= 0, верно утверждение об условной
вероятности

0 ≤ 𝑝(𝐴|𝐵) ≤ 1.

Доказательство. 𝐴𝐵 ⊂ 𝐵, значит, 𝑝(𝐴𝐵) ≤ 𝑝(𝐵). Откуда следует

0 ≤ 𝑝(𝐴𝐵)

𝑝(𝐵)
≤ 1.

2. ∀𝐵 ∈ 𝒜, такого, что 𝑝(𝐵) ̸= 0, условная вероятность достоверного
события

𝑝(Ω|𝐵) = 1.
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Доказательство.

𝑝(Ω|𝐵) =
𝑝(Ω𝐵)

𝑝(𝐵)
=
𝑝(𝐵)

𝑝(𝐵)
= 1.

3. ∀𝐵 ∈ 𝒜, такого, что 𝑝(𝐵) ̸= 0, условная вероятность невозможного
события

𝑝(?|𝐵) = 0.

Доказательство.

𝑝(?|𝐵) =
𝑝(?𝐵)

𝑝(𝐵)
=
𝑝(?)

𝑝(𝐵)
= 0.

4. ∀𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝒜, таких,что 𝑝(𝐶) ̸= 0, 𝐴 ⊂ 𝐵, верно 𝑝(𝐴|𝐶) ≤ 𝑝(𝐵|𝐶).

Доказательство. Если 𝑝(𝐴) ≤ 𝑝(𝐵), тогда 𝑝(𝐴𝐶) ≤ 𝑝(𝐵𝐶).
Откуда следует

𝑝(𝐴𝐶)

𝑝(𝐶)
≤ 𝑝(𝐵𝐶)

𝑝(𝐶)
,

значит,
𝑝(𝐴|𝐶) ≤ 𝑝(𝐵|𝐶).

5. ∀𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝒜, таких, что 𝑝(𝐶) ̸= 0, верно равенство

𝑝((𝐴+𝐵)|𝐶) = 𝑝(𝐴|𝐶) + 𝑝(𝐵|𝐶)− 𝑝(𝐴𝐵|𝐶).

Доказательство. Заметим, что

(𝐴+𝐵) = 𝐴+𝐵 − 𝐴𝐵,

значит,
(𝐴+𝐵)𝐶 = 𝐴𝐶 +𝐵𝐶 − 𝐴𝐵𝐶.

Откуда следует

𝑝((𝐴+𝐵)|𝐶) = 𝑝(𝐴𝐶) + 𝑝(𝐵𝐶)− 𝑝(𝐴𝐵𝐶)

𝑝(𝐶)
=

=
𝑝(𝐴𝐶)

𝑝(𝐶)
+
𝑝(𝐵𝐶)

𝑝(𝐶)
+
𝑝(𝐴𝐵𝐶)

𝑝(𝐶)
=

= 𝑝(𝐴|𝐶) + 𝑝(𝐵|𝐶) + 𝑝(𝐴𝐵|𝐶).
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6. ∀𝐴,𝐵 ∈ 𝒜, 𝑝(𝐵) ̸= 0, 𝑝(𝐴|𝐵) = 1− 𝑝(𝐴|𝐵).

Доказательство.

1 = 𝑝(Ω|𝐵) = 𝑝((𝐴+ 𝐴)|𝐵) = 𝑝(𝐴|𝐵) + 𝑝(𝐴|𝐵)− 𝑝(𝐴𝐴|𝐵) =

= 𝑝(𝐴|𝐵) + 𝑝(𝐴|𝐵),

следовательно,
𝑝(𝐴|𝐵) = 1− 𝑝(𝐴|𝐵).

7. ∀𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴𝑛 ∈ 𝒜, 𝑝(𝐴𝑖) ̸= 0, ∀𝑖 = 1, 𝑛,
𝑝(𝐴1𝐴2...𝐴𝑛) = 𝑝(𝐴1) · 𝑝(𝐴2|𝐴1) · 𝑝(𝐴3|𝐴1𝐴2) · ... · 𝑝(𝐴𝑛|𝐴1𝐴2...𝐴𝑛−1).

Доказательство.

𝑝(𝐴1𝐴2) = 𝑝(𝐴1)𝑝(𝐴2|𝐴1),

𝑝(𝐴1𝐴2𝐴3) = 𝑝(𝐴3(𝐴1𝐴2)) = 𝑝(𝐴1𝐴2) · 𝑝(𝐴3|𝐴1𝐴2) =

= 𝑝(𝐴1) · 𝑝(𝐴2|𝐴1) · 𝑝(𝐴3|𝐴1𝐴2).

И далее по индукции.

Пример 1. В колоде 36 карт. Наудачу из колоды вынимают туз.
Какова вероятность того, что второй картой будет вынут еще один туз?

Решение. Будем решать задачу, используя формулу условной веро-
ятности:

𝑝(𝐴|𝐵) =
𝑝(𝐴𝐵)

𝑝(𝐵)
.

Пусть 𝑝(𝐵) = {Вероятность того, что первая вынутая карта — туз}. По
условию в колоде 36 карт, из которых, как мы знаем, 4 туза. Используя

формулу классической вероятности 𝑝(𝐵) =
|𝐵|
|Ω| , где |𝐵| — число элемен-

тарных исходов, благоприятствующих событию 𝐵, a |Ω| — число всех

равновозможных исходов, 𝑝(𝐵) =
4

36
.

Пусть 𝑝(𝐴) = {Вероятность того, что вторая вынутая карта — туз}.
Используя формулу классической вероятности, найдем 𝑝(𝐴). Так как
одного из 4 тузов мы забрали, соответственно и карт стало на 1 меньше,

откуда следует |𝐴| = 3, |Ω| = 35. Получаем 𝑝(𝐴) =
3

35
.
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Тогда 𝑝(𝐴𝐵) = {Вероятность, что вытащили два туза подряд} равна

𝑝(𝐴𝐵) = 𝑝(𝐴) · 𝑝(𝐵) =
4

36
· 3

35
=

1

105
.

Откуда следует 𝑝(𝐴|𝐵) =
1

105
:
4

36
=

3

35
t 0, 0857.

Пример 2. Один раз подбрасывается правильная игральная кость.
Даны события 𝐴 = {Выпало простое число}, 𝐵 = {Выпало четное число
очков}. Вычислить условную вероятность 𝑝(𝐴|𝐵).

Решение. Пусть событие 𝐴 — выпало простое число очков, тогда
событие 𝐵 — число выпавших очков четное. Требуется найти условную

вероятность 𝑝(𝐴|𝐵) =
𝑝(𝐴𝐵)

𝑝(𝐵)
.

Найдем вероятность 𝑝(𝐵) по формуле классической вероятности

𝑝(𝐵) =
|𝐵|
|Ω| , где |Ω| — число всех равновозможных исходов — число

граней кубика Ω = 6, |𝐵| — число элементарных исходов, благоприят-
ствующих событию 𝐵, то есть число четных чисел (2; 4; 6). Получаем
|𝐵| = 3. Тогда

𝑝(𝐵) =
3

6
.

Вероятность 𝑝(𝐴𝐵) также найдем по формуле классической вероят-
ности. Событие 𝐴𝐵 — выпало простое число очков и это число выпавших
очков четное, то есть из выпавших четных чисел (2; 4; 6) такое число —
2. Таким образом, количество элементарных исходов, благоприятствую-
щих событию 𝐴𝐵, равно 1, |Ω| — число всех равновозможных исходов —
число очков |Ω| = 6. Тогда получим

𝑝(𝐴𝐵) =
1

6
.

Откуда следует, что

𝑝(𝐴|𝐵) =
1

6
:
3

6
=

1

3
.

Пример 3. На шахматную доску наудачу ставятся два слона — бе-
лый и черный. Найти вероятность того, что слоны не побьют друг друга,
если известно, что белый слон попадает на одно из крайних полей доски.
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Решение. Шахматная доска — поле с размером 8 * 8 = 64 клетки.
Слон может передвигаться по ней строго по диагоналям из любого по-
ложения доски.

Пусть событие A — белый слон стоит на одном из крайних полей.
Тогда событие B — черный слон стоит так, чтобы не биться с белым.

Требуется найти условную вероятность 𝑝(𝐵|𝐴) =
𝑝(𝐴𝐵)

𝑝(𝐴)
того, что

слоны не побьют друг друга.
Первым на поле поставим белого слона. Из условия мы знаем, что

белый слон попадет на одно из крайних полей. Вероятность этого 𝑝(𝐴)

найдем, используя формулу классической вероятности 𝑝(𝐴) =
|𝐴|
|Ω| , где

|Ω| — число всех равновозможных исходов. Оно равно числу клеток по-
ля Ω = 64. |𝐴| — число элементарных исходов, благоприятствующих
событию A, то есть количество крайних клеток поля, |𝐴| = 28. Получим

𝑝(𝐴) =
28

64
.

Когда белый слон уже стоит на доске, есть 7 полей, из которых он
может побить черного. Следовательно, черный слон может стоять на
оставшихся 63 свободных полях, но еще нужно исключить эти самые 7
полей, с которых он может быть побит. Тогда, по формуле классической
вероятности, где |𝐵| = 63− 7 = 56 и |Ω| = 63. Получим

𝑝(𝐵) =
56

63
.

Теперь мы можем найти 𝑝(𝐴𝐵) =
28

64
· 56
63

=
7

18
, откуда следует

𝑝(𝐵|𝐴) = 7

18
:
28

64
=

8

9
.

2.6 Формула полной вероятности

Система событий 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, ..., 𝐴𝑛 ⊂ 𝒜 называется полной системой
событий, если выполняются условия

1.
𝑛∑︀
𝑖=1

𝐴𝑖 = Ω.

2. ∀𝑖, 𝑗 ∈ 1, 𝑛 𝑖 ̸= 𝑗 𝐴𝑖𝐴𝑗 = ?.

Терема (формула полной вероятности). Пусть дана полная си-
стема событий 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, ..., 𝐴𝑛 ⊂ 𝒜, тогда ∀𝐵 ⊂ 𝒜 верна формула

𝑝(𝐵) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴𝑖).
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Доказательство. Заметим, что

𝐵 = Ω𝐵 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖𝐵.

Тогда

𝑝(𝐵) = 𝑝(
𝑛∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖𝐵) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝(𝐴𝑖𝐵) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴).

Пример 1. Имеются две внешне не отличимые урны. В первой 3
белых и 5 черных шаров, во второй — 2 белых и 8 черных шаров. Слу-
чайным образом выбирется урна, после чего из нее наудачу выбирают
один шар. Найти вероятность того, что шар будет белым.

Решение. Решать данную задачу начнем с конца. Сначала поймем,
что нам нужно найти.

Пусть событие 𝐵 состоит в том, что вытащили белый шар. Вероят-
ность этого события будем искать, используя формулу полной вероятно-
сти:

𝑃 (𝐵) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴𝑖).

Событие 𝐴1 — шар выбрали из первой урны. 𝑝(𝐴1) =
1

2
, так как по

условию у нас две урны и вытаскиваем мы только один шар, значит, есть
только два варианта выбора урны.

Событие 𝐴2 — шар выбрали из второй урны. Значит, 𝑝(𝐴2) =
1

2
.

Замечание. Сумма 𝑝(𝐴𝑖) всегда должна быть равна 1!

Посмотрим на формулу полной вероятности, мы посчитали вероят-
ности событий 𝐴𝑖, теперь посчитаем условную вероятность появления
события при условии, что произошло событие 𝐴𝑖.

Итак, в первой урне всего 8 шаров, из них 3 белых и 5 черных шаров.

Нам нужны только белые, значит, 𝑝(𝐵|𝐴1) =
3

8
.

Аналогично, во второй урне по условию 10 шаров, 2 белых и 8 черных,

значит, 𝑝(𝐵|𝐴2) =
2

10
.

Для того чтобы посчитать вероятность события𝐵, для удобства офор-
мим все полученные данные в таблице. Первый столбец — событие 𝐴𝑖,
второй — вероятность этого события 𝑝(𝐴𝑖), третий — вероятность со-
бытия при условии 𝐴𝑖. Последний столбец получается перемножением
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второго и третьего. Сумма в последнем столбце будет ответом на постав-
ленную задачу.

𝐴𝑖 𝑝(𝐴𝑖) 𝑝(𝐵|𝐴𝑖) 𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴𝑖)

𝐴1
1
2

3
8

3
16

𝐴2
1
2

2
10

1
10

𝑝(𝐵) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴𝑖) =
3

16
+

1

10
=

23

80
.

Пример 2. Имеются три ящика с деталями, причем отношение
числа стандартных деталей к числу нестандартных равно 13, 4, 22 для
1-го, 2-го, 3-го ящиков соответственно. Наудачу выбирается ящик и из
него деталь. Найти вероятность того, что выбрана стандартная деталь.

Решение. Решать данную задачу начнем с конца, как и в предыду-
щем примере. Сначала поймем, что нам нужно найти.

Пусть событие 𝐵 состоит в том, что выбрана стандартная деталь.
Вероятность этого события будем искать, используя формулу полной ве-
роятности

𝑃 (𝐵) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴𝑖).

Событие 𝐴1 — деталь достали из первого ящика. 𝑝(𝐴1) =
1

3
, так как

по условию дано три ящика с деталями и вытаскиваем мы только одну
деталь, значит, есть только три варианта выбора ящика.

Событие 𝐴2 — деталь достали из второго ящика. Значит, 𝑝(𝐴2) =
1

3
.

Событие 𝐴3 — деталь достали из третьего ящика. Значит, 𝑝(𝐴3) =
1

3
.

По условию мы знаем отношение стандартных деталей к числу нестан-
дартных для первого ящика — 13, это значит, что из 14 деталей 13 будут

стандартными. Следовательно, 𝑝(𝐵|𝐴1) =
13

14
.

Аналогично 𝑝(𝐵|𝐴2) =
4

5
и 𝑝(𝐵|𝐴3) =

22

23
.

Для того чтобы посчитать вероятность события 𝐵, для удобства,
оформим все полученные данные в таблице. Первый столбец — событие
𝐴𝑖, второй — вероятность этого события 𝑝(𝐴𝑖), третий — вероятность со-
бытия при условии 𝐴𝑖. Последний столбец получается перемножением
второго и третьего. Сумма в последнем столбце будет ответом на постав-
ленную задачу.
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𝐴𝑖 𝑝(𝐴𝑖) 𝑝(𝐵|𝐴𝑖) 𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴𝑖)

𝐴1
1
3

13
14

13
42

𝐴2
1
3

4
5

4
15

𝐴3
1
3

22
23

22
69

𝑝(𝐵) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴𝑖) =
1495

4830
+

1288

4830
+

1540

4830
=

4323

4830
=

1441

1610
.

Пример 3. В сосуд, содержащий 37 шаров, опущен один белый
шар. Все предположения о первоначальном числе белых шаров в сосуде
равновозможные. Найти вероятность того, что после перемешивания
будет вытащен белый шар.

Решение. Событие 𝐵 состоит в том, что после перемешивания будет
вытащен белый шар. Вероятность этого события будем искать, используя
формулу полной вероятности:

𝑃 (𝐵) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴𝑖).

Итак, поскольку мы не знаем, сколько было белых шаров первона-
чально (0, 1, 25 или все 37 были белые), возможно 38 различных вари-
антов исхода событий.

Рассмотрим событие 𝐴0, когда изначально в сосуде не было ни одного
белого шара. Опускаем 1 белый, значит, вероятность того, что будет вы-

тащен белый шар при условии, что их не было вовсе, равна 𝑝(𝐵|𝐴0) =
1

38
.

Далее событие 𝐴1, когда изначально в сосуде лежит уже 1 белый шар
и к нему добавляют еще один. Вероятность того, что будет вытащен
белый шар при условии, что в сосуде лежит 1 белый, равна

𝑝(𝐵|𝐴1) =
1 + 1

38
=

2

38
.

Вероятности будут находиться аналогично выше описанным случаям.
Событие 𝐴25, когда изначально в сосуде лежит 25 белых шаров и к

ним добавляют еще один. Вероятность того, что будет вытащен белый
шар при условии, что в сосуде лежит 25 белых, равна

𝑝(𝐵|𝐴25) =
25 + 1

38
=

26

38
.

Для того чтобы посчитать вероятность события𝐵, для удобства офор-
мим все полученные данные в таблице. Первый столбец — событие 𝐴𝑖,
второй — вероятность этого события 𝑝(𝐴𝑖), третий — вероятность со-
бытия при условии 𝐴𝑖. Последний столбец получается перемножением
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второго и третьего. Сумма в последнем столбце будет ответом на постав-
ленную задачу.

𝐴𝑖 𝑝(𝐴𝑖) 𝑝(𝐵|𝐴𝑖) 𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴𝑖)

𝐴0
1
38

1
38

1
1444

𝐴1
1
38

2
38

2
1444

... ... ... ...

𝐴25
1
38

26
38

26
1444

... ... ... ...

𝐴36
1
38

37
38

37
1444

𝐴37
1
38

38
38

38
1444

𝑝(𝐵) =
37∑︁
𝑖=0

𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴𝑖) =
1 + 2 + ...+ 37 + 38

1444
=

741

1444
.

Пример 4. Слово ВАРИАНТ составлено из карточек, на каждой
из которых написана буква. Три карточки потеряны. Из оставшихся
карточек наугад извлекается одна карточка. Найти вероятность того,
что извлечена гласная буква.

Решение. Событие состоит в том, что извлечена гласная буква. Ве-
роятность этого события будем искать, используя формулу полной веро-
ятности:

𝑃 (𝐵) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴𝑖).

Для решения поставленной задачи составим таблицу. Первый стол-
бец — событие 𝐴𝑖, второй — вероятность этого события 𝑝(𝐴𝑖), третий
— вероятность события при условии 𝐴𝑖. Последний столбец получается
перемножением второго и третьего. Сумма в последнем столбце будет
ответом на поставленную задачу.
𝑝(𝐵|𝐴𝑖) будем считать, используя формулу классической вероятности.
Всего 7 букв, 3 гласных и 4 согласных:

𝑝(𝐴1) = 𝑝{ потеряно 0 гласных, 3 согласных } =
𝐶3
4

𝐶3
7

=
4

35
;

𝑝(𝐴2) = 𝑝{ потеряно 1 гласная, 2 согласных } =
𝐶1
3 · 𝐶2

4

𝐶3
7

=
18

35
;

𝑝(𝐴3) = 𝑝{ потеряно 2 гласных, 1 согласная } =
𝐶2
3 · 𝐶1

4

𝐶3
7

=
12

35
;
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𝑝(𝐴4) = 𝑝{ потеряно 3 гласных, 0 согласных } =
𝐶3
3

𝐶3
7

=
1

35
.

Проверим, что

4∑︁
𝑖=1

𝑝(𝐴𝑖) = 1 =
4 + 18 + 12 + 1

35
=

35

35
.

𝐴𝑖 𝑝(𝐴𝑖) 𝑝(𝐵|𝐴𝑖) 𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴𝑖)

𝐴1
4
35

3
4

3
35

𝐴2
18
35

2
4

9
35

𝐴3
12
35

1
4

3
35

𝐴4
1
35

0 0

𝑝(𝐵) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴𝑖) =
3 + 9 + 3

35
=

15

35
=

3

7
.

2.7 Формулы Байеса

Теорема (формулы Байеса). Пусть дана полная система событий
𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, ..., 𝐴𝑛 ⊂ 𝒜, тогда для любого события 𝐵 ⊂ 𝒜, такого, что
𝑝(𝐵) ̸= 0, и для всех 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 верны формулы

𝑝(𝐴𝑗|𝐵) =
𝑝(𝐴𝑗)𝑝(𝐵|𝐴𝑗)
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴𝑖)
.

Доказательство. По теореме умножения получим

𝑝(𝐴𝑗𝐵) = 𝑝(𝐴𝑗)𝑝(𝐵|𝐴𝑗) = 𝑝(𝐵)𝑝(𝐴𝑗|𝐵).

Выразим 𝑝(𝐴𝑗|𝐵) и применим формулу полной вероятности в знамена-
теле:

𝑝(𝐴𝑗|𝐵) =
𝑝(𝐴𝑗)𝑝(𝐵|𝐴𝑗)

𝑝(𝐵)
=

𝑝(𝐴𝑗)𝑝(𝐵|𝐴𝑗)
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐵|𝐴)
.

Пример 1. Слово ВАРИАНТ составлено из карточек, на каждой из
которых написана одна буква. Две карточки слова потеряны. Из остав-
шихся карточек наугад извлекается одна карточка. Найти вероятность
того, что были потеряны две согласные буквы, если извлечена гласная
буква.
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Решение. Пусть 𝐴={извлечена гласная буква}, 𝐵1={потеряны
две согласные}, 𝐵2={потеряна одна гласная и одна согласная},
𝐵2={потеряны две гласные}. Тогда по формуле выборки без возвраще-
ния

𝑝(𝐴) =
𝐶𝑚
𝑀 · 𝐶𝑘

𝐾

𝐶𝑚+𝑘
𝑀+𝐾

,

где в нашем случае 𝐾 — количество гласных букв, 𝑀 — количество
согласных букв, 𝑘 — количество потерянных гласных, 𝑚 — количество
потерянных согласных. Получим

𝑝(𝐵1) =
𝐶2
4 · 𝐶0

3

𝐶2
7

=
6

21
, 𝑝(𝐵2) =

𝐶1
4 · 𝐶1

3

𝐶2
7

=
12

21
, 𝑝(𝐵3) =

𝐶0
4 · 𝐶2

3

𝐶2
7

=
3

21
,

𝑝(𝐴|𝐵1) =
3

5
, 𝑝(𝐴|𝐵2) =

2

5
𝑝(𝐴|𝐵3) =

1

5
.

По формуле полной вероятности получаем

𝑝(𝐴) =
3

5
· 6

21
+

2

5
· 12
21

+
1

5
· 3

21
=

6

35
+

8

35
+

1

35
=

3

7
.

Чтобы найти условную вероятность, применим формулу Байеса:

𝑝(𝐵1|𝐴) =
3
5
· 6
21

3
7

=
2

5
= 0, 4.

Пример 2. В каждой из двух урн по 27 белых и 6 черных шаров.
Из первой урны во вторую переложили наудачу один шар, а затем из
второй урны вынули наугад один шар. Найти вероятность того, что пе-
реложили белый шар при условии, что из второй урны вынут белый шар.

Решение. Для решения воспользуемся формулой Байеса.
Пусть 𝐶={вынутый из второй урны шар — белый}, 𝐵1={из первой

урны переложили белый шар}, 𝐵2={из первой урны переложили черный
шар}. Тогда

𝑝(𝐵1) =
27

33
, 𝑝(𝐵2) =

6

33
,

𝑝(𝐶|𝐵1) =
28

34
, 𝑝(𝐶|𝐵2) =

27

34
.

Далее по формуле полной вероятности получим

𝑝(𝐶) =
27

33
· 28
34

+
6

33
· 27
34

=
126

187
+

27

187
=

9

11
.

𝑝(𝐵1|𝐶) =
27
33
· 28
34

9
11

=
14

17
≈ 0, 82.
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Пример 3. Имеется три ящика с деталями, причем отношение числа
стандартных деталей к числу нестандартных равно 3, 4, 22 для 1-го,
2-го, 3-го ящиков соответственно. Наудачу выбирается ящик и из него
деталь. Найти вероятность того, что деталь была взята из первого
ящика, если выбранная деталь оказалась стандартной.

Решение. Пусть 𝐴={выбрана стандартная деталь},𝐵1={деталь взя-
та из первого ящика}, 𝐵2={деталь взята из второго ящика}, 𝐵3={деталь
взята из третьего ящика}. Тогда

𝑝(𝐵1) = 𝑝(𝐵2) = 𝑝(𝐵3) =
1

3
( наудачу выбирается ящик).

𝑝(𝐴|𝐵1) =
3

4
(так как 3 : 1, то 3 + 1 = 4 из которых 3 стандартные),

𝑝(𝐴|𝐵2) =
4

5
(так как 4 : 1, то 4 + 1 = 5),

𝑝(𝐴|𝐵3) =
22

23
(так как 22 : 1, то 22 + 1 = 23).

Далее воспользуемся формулой полной вероятности, получим

𝑝(𝐴) =
1

3
· 3
4
+

1

3
· 4
5
+

1

3
· 22
23

=
1

4
+

4

15
+

22

69
=

1153

1380
.

По формуле Байеса получим, что

𝑝(𝐵1|𝐴) =
1
3
· 3
4

1153
1380

=
345

1153
≈ 0, 3.

2.8 Независимость событий

Событие 𝐴 называется независимым от события 𝐵, такого, что
𝑝(𝐵) ̸= 0, если его условная вероятность равна безусловной, то есть если
выполняется равенство

𝑝(𝐴|𝐵) = 𝑝(𝐴).

Лемма о взаимной независимости. Пусть события 𝐴 и 𝐵 такие,
что 𝑝(𝐴) ̸= 0 и 𝑝(𝐵) ̸= 0. Тогда если событие 𝐴 не зависит от события
𝐵, то и событие 𝐵 не зависит от события 𝐴.

Доказательство. Из определения условной вероятности, с учетом усло-
вий леммы, следует, что

𝑝(𝐵|𝐴) = 𝑝(𝐴|𝐵) · 𝑝(𝐵)

𝑝(𝐴)
=
𝑝(𝐴)𝑝(𝐵)

𝑝(𝐴)
= 𝑝(𝐵),

то есть 𝑝(𝐵|𝐴) = 𝑝(𝐵).
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События 𝐴 и 𝐵 называются независимыми, если 𝑝(𝐴𝐵) =
𝑝(𝐴)𝑝(𝐵).

События 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 называются независимыми, если

𝑝(
𝑛∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖) =
𝑛∏︁
𝑖=1

𝑝(𝐴𝑖).

Пусть задано множество событий 𝐴1, 𝐴2, . . . 𝐴𝑛. Эти события назы-
ваются попарно независимыми, если ∀ 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑖 ̸= 𝑗, верно
равенство 𝑝(𝐴𝑖𝐴𝑗) = 𝑝(𝐴𝑖)𝑝(𝐴𝑗).

Пример 1. В каждом из трех ящиков имеется по 10 деталей. В
первом ящике 8 стандартных деталей, во втором –– 7, в третьем — 9. Из
каждого ящика наудачу извлекают по одной детали. Найти вероятность
того, что все детали окажутся стандартными.

Решение. Вероятность извлечения стандартной или нестандартной
детали из любого ящика не зависит от того, какие детали будут извле-
чены из других ящиков, поэтому в задаче речь идет о независимых со-
бытиях. Рассмотрим следующие независимые события:
𝑆1 — из 1-го ящика извлечена стандартная деталь;
𝑆2 — из 2-го ящика извлечена стандартная деталь;
𝑆3 — из 3-го ящика извлечена стандартная деталь.
По формуле классической вероятности получаем вероятности:

𝑝(𝑆1) =
8

10
, 𝑝(𝑆2) =

7

10
, 𝑝(𝑆3) =

9

10
.

Интересующее нас событие (из 1-го ящика будет извлечена стандарт-
ная деталь, из 2-го стандартная и из 3-го стандартная) выражается про-
изведением событий 𝑆1𝑆2𝑆3. По теореме умножения вероятностей неза-
висимых событий найдем вероятность того, что из трех ящиков будет
извлечено по одной стандартной детали:

𝑝(𝑆1𝑆2𝑆3) = 𝑝(𝑆1) · 𝑝(𝑆2) · 𝑝(𝑆3) = 0, 8 · 0, 7 · 0, 9 = 0, 504.

Пример 2. В урне 4 белых и 7 черных шаров. Из урны науда-
чу один за другим извлекают два шара, не возвращая их обратно.
Найти вероятность того, что: а) оба шара будут белыми; б) оба шара
будут черными; в) сначала будет извлечен белый шар, а затем — черный.

Решение. Всего в урне 4 + 7 = 11 шаров.
а) Рассмотрим события 𝐴 –– первый шар будет белым, 𝐵 –– второй

шар будет белым и найдем вероятность события, состоящего в том, что
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1-й шар будет белым и 2-й белым. По классическому определению веро-

ятности 𝑝(𝐴) =
4

11
.

Предположим, что белый шар извлечен, тогда в урне останется 10

шаров, среди которых 3 белых, поэтому 𝑝(𝐵|𝐴) =
3

10
–– вероятность

извлечения белого шара во 2-м испытании при условии, что до этого
был извлечен белый шар.

По теореме умножения вероятностей зависимых событий находим ве-
роятность того, что оба шара будут белыми:

𝑝(𝐴𝐵) = 𝑝(𝐴) · 𝑝(𝐵|𝐴) = 4

11
· 3

10
=

6

55
.

б) Найдем вероятность события 𝐴 · 𝐵̄, состоящего в том, что 1-й шар
будет черным и 2-й черным. По определению 𝑝(𝐴) =

7

11
–– вероятность

того, что в 1-м испытании будет извлечен черный шар. Пусть извлечен
черный шар, тогда в урне останется 10 шаров, среди которых 6 черных,

следовательно, 𝑝(𝐵̄|𝐴) =
6

10
–– вероятность того, что во 2-м испыта-

нии будет извлечен черный шар при условии, что до этого был извлечен
черный шар. По теореме умножения вероятностей зависимых событий
найдем вероятность того, что оба шара будут черными:

𝑝(𝐴 · 𝐵̄) = 𝑝(𝐴) · 𝑝(𝐵̄|𝐴) = 7

11
· 3
5
=

21

55
.

в) Найдем вероятность события 𝐴 · 𝐵̄ — сначала будет извлечен бе-
лый шар и затем черный. После извлечения белого шара, с вероятностью

𝑝(𝐴) =
4

11
, в урне останется 10 шаров, среди которых 3 белых и 7 черных,

таким образом, 𝑝(𝐵̄|𝐴) = 7

10
— вероятность того, что во 2-м испытании

будет извлечен черный шар при условии, что до этого также был извле-
чен белый шар. По теореме умножения вероятностей зависимых событий
находим искомую вероятность

𝑝(𝐴 · 𝐵̄) = 𝑝(𝐴) · 𝑝(𝐵̄|𝐴) = 4

11
· 7

10
=

14

55
.
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3. Схема Бернулли

3.1 Описание схемы Бернулли

Пусть проводится серия из 𝑛 одинаковых независимых испытаний, в
каждом из которых наблюдают за появлением некоторого события 𝐴.
Появления события 𝐴 назовем «успехом», а соответственно непоявление
события 𝐴 — «неудачей». Предполагается, что вероятность успеха в
каждом испытании постоянна, поэтому обозначим ее 𝑝, тогда 𝑞 = 1 − 𝑝
— вероятность неудачи. Число успехов в схеме Бернулли обозначим 𝜇𝑛 .

Формула Бернулли. Пусть 𝑚 = 0, 𝑛, тогда вероятность числа успе-
хов в схеме Бернулли находится по формуле

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} = 𝐶𝑚
𝑛 𝑝

𝑚𝑞𝑛−𝑚.

Доказательство. Посчитаем вероятность того, что число успехов в се-
рии из 𝑛 испытаний равна 𝑚. Вероятность успеха при одном испытании
𝑝, значит, вероятность появления успеха 𝑚 раз подряд равна 𝑝𝑚. Если
серия состоит из 𝑛 испытаний и число успехов равно 𝑚, тогда число
неудач 𝑛−𝑚, а вероятность неудачи при одном испытании равна 𝑞, то-
гда вероятность появления неудачи 𝑛−𝑚 раз подряд равна 𝑞𝑛−𝑚. Число
способов выбрать𝑚 номеров, соответствующих появлению успеха, равно
𝐶𝑚
𝑛 , остальные эксперименты — автоматически неудачи. Получаем

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} = 𝐶𝑚
𝑛 𝑝

𝑚𝑞𝑛−𝑚.

Формула Бернулли для нескольких успехов. Пусть 𝑚1,𝑚2 —
целые числа, причем 0 ≤ 𝑚1 ≤ 𝑚2 ≤ 𝑛. Обозначим через 𝑃{𝑚1 6 𝜇𝑛 6
𝑚2} вероятность того, что событие 𝐴 наступило не менее 𝑚1 и не более
𝑚2 раз в 𝑛 испытаниях. Тогда

𝑃{𝑚1 6 𝜇𝑛 6 𝑚2} =
𝑚2∑︁

𝑘=𝑚1

𝐶𝑘
𝑛𝑝

𝑘𝑞𝑛−𝑘.
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Доказательство. Справедливо представление

{𝐴 наступило не менее 𝑚1 и не более 𝑚2 раз} =

=

𝑚2∑︁
𝑘=𝑚1

{𝐴 наступило ровно 𝑘 раз}.

Все слагаемые являются несовместными событиями, так как 𝐴 не мо-
жет наступать различное число раз в 𝑛 испытаниях одновременно. Ис-
пользуя формулу сложения вероятностей и формулу Бернулли, получим

𝑃{𝑚1 6 𝜇𝑛 6 𝑚2} = 𝑃{𝐴 наступило не менее 𝑚1 и не более 𝑚2 раз} =

=

𝑚2∑︁
𝑘=𝑚1

𝑃{𝐴 наступило ровно 𝑘 раз} =
𝑚2∑︁

𝑘=𝑚1

𝐶𝑘
𝑛𝑝

𝑘𝑞𝑛−𝑘.

Теперь опишем вероятностное пространство схемы Бернулли.
В каждом отдельном испытании достоверное событие Ω𝑖 = {{0}, {1}},

где единица соответствует появлению события 𝐴, а нуль — его отсут-
ствию, 𝜎-алгебра 𝒜 = {ø, {0}, {1},Ω𝑖}, а вероятность принимает значе-
ния 𝑝({1}) = 𝑝, 𝑝({0}) = 1− 𝑝 = 𝑞.

Тогда вероятностное пространство серии из 𝑛 испытания описыва-
ется достоверным событием Ω = Ω1 × Ω2 × ... × Ω𝑛 = {𝜔}, где 𝜔 =
(𝜔1, 𝜔2, ..., 𝜔𝑛), причем 𝜔𝑖 ∈ Ω𝑖. А значение вероятности

𝑝(𝜔) =
𝑛∏︁
𝑖=1

𝑝𝜔𝑖𝑞1−𝜔𝑖.

Тогда вероятность числа успехов в схеме Бернулли можно найти по
формуле

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} =
∑︁

𝜔:
∑︀

𝜔𝑖=𝑚

𝑝(𝜔) =
∑︁

𝜔:
∑︀

𝜔𝑖=𝑚

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑝𝜔𝑖𝑞1−𝜔𝑖.

Последняя формула соответствует формуле Бернулли в случае, когда
𝑛∑︀
𝑖=1

𝜔𝑖 = 𝑚.

Число наступлений события 𝐴 называется наивероятнейшим, если
оно имеет наибольшую вероятность по сравнению с вероятностями
наступления 𝐴 любое другое количество раз.

Теорема о наивероятнейшем числе наступлений события.
Наивероятнейшее число наступлений события 𝐴 в 𝑛 испытаниях заклю-
чено между числами 𝑛𝑝− 𝑞 и 𝑛𝑝+ 𝑝. Обозначим такое число 𝑚0, тогда

𝑛𝑝− 𝑞 6 𝑚0 6 𝑛𝑝+ 𝑝, 𝑚0 ∈ Z0.
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Доказательство. По формуле Бернулли при 𝑚 = 1, 𝑛

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚}
𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚− 1}) =

𝐶𝑚
𝑛 𝑝

𝑚𝑞𝑛−𝑚

𝐶𝑚−1
𝑛 𝑝𝑚−1𝑞𝑛−𝑚+1

=
𝑛!(𝑚− 1)!(𝑛−𝑚+ 1)! · 𝑝

𝑚!𝑛!(𝑛−𝑚)! · 𝑞 =

=
(𝑛−𝑚+ 1)𝑝

(1− 𝑝)𝑚
.

Следовательно, вероятность 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} будет больше, равна или
меньше вероятности 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚 − 1} в зависимости от того, какое из
следующих трех состояний будет выполняться:

𝑝(𝑛−𝑚)

(1− 𝑝)(𝑚+ 𝑛)
> 1,

𝑝(𝑛−𝑚)

(1− 𝑝)(𝑚+ 𝑛)
= 1,

𝑝(𝑛−𝑚)

(1− 𝑝)(𝑚+ 𝑛)
< 1.

Если переписать эти соотношения в более простом виде

(𝑛+ 1)𝑝 > 𝑚, (𝑛+ 1)𝑝 = 𝑚, (𝑛+ 1)𝑝 < 𝑚,

то мы придем к выводу, что

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} > 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚− 1}, если 𝑚 < (𝑛+ 1)𝑝; (1)

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} = 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚− 1} если 𝑚 = (𝑛+ 1)𝑝; (2)

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} < 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚− 1}, если 𝑚 > (𝑛+ 1)𝑝. (3)

Следовательно, вероятность 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} сначала возрастает, когда
(𝑛+1)𝑝 > 𝑚, а затем убывает, когда (𝑛+1)𝑝 6 𝑚. В случае, когда (𝑛+1)𝑝
не является целым числом, для наивероятнейшего числа наступлений
события 𝐴 должно выполняться неравенство 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚0+1} 6 𝑃{𝜇𝑛 =
𝑚0}, что согласно (3) возможно при 𝑚0 + 1 > (𝑛 + 1)𝑝, то есть при
𝑛𝑝−𝑞 6 𝑚0, а также должно выполняться неравенство 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚0−1} 6
𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚0}, что в силу (1) возможно при 𝑚0 6 𝑛𝑝+ 𝑝. Таким образом,
𝑛𝑝− 𝑞 6 𝑚0 6 𝑛𝑝+ 𝑝.

Замечание. Отметим, что разность между 𝑛𝑝 + 𝑝 и 𝑛𝑝 − 𝑞 равна
единице и, значит, число 𝑚0 единственно. В случае, когда 𝑛𝑝 + 𝑝
является целым числом, то 𝑚0 = 𝑛𝑝+ 𝑝 будет наивероятнейшим числом
наступления события 𝐴, однако 𝑚0 − 1 тоже будет таковым, поскольку
в силу (2) вероятность 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚0} = 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚0 − 1}. Поэтому таких
чисел будет два, а именно 𝑚

(1)
0 = 𝑛𝑝− 𝑞 и 𝑚

(2)
0 = 𝑛𝑝+ 𝑝.
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Пример. Вероятность попадания в цель при каждом выстреле из

лука равна
1

3
. Производится шесть выстрелов.

1. Какова вероятность ровно двух попаданий?
2. Какова вероятность не менее двух попаданий?
3. Каково наивероятнейшее число попаданий?
Решение. Обозначим 𝐴 = {попадание при одном выстреле}, число

выстрелов 𝑛 = 6, 𝑝 = 𝑝(𝐴) =
1

3
, тогда 𝑞 = 1− 𝑝 =

2

3
.

1. Так как выстрелы не зависят друг от друга, то ответ на первый
вопрос находим по формуле Бернулли:

𝑃{𝜇6 = 2} = 𝐶2
6 ·
(︂
1

3

)︂2

·
(︂
2

3

)︂4

=
15 · 16
36

=
80

243
t

1

3
.

2. Для решения задачи необходимо вычесть из единицы вероятность нуля
попаданий и вероятность одного попадания:

𝑃{2 6 𝜇6 6 6} = 1− 𝐶0
6 ·
(︂
1

3

)︂0

·
(︂
2

3

)︂6

− 𝐶1
6 ·
(︂
1

3

)︂1

·
(︂
2

3

)︂5

=

= 1− 26

36
− 6 · 25

36
=

473

729
t

2

3
.

3. Наивероятнейшее число попаданий 𝑚0 лежит в следующих пределах:

𝑛𝑝− 𝑞 < 𝑚0 < 𝑛𝑝+ 𝑝,

6 · 1
3
− 2

3
< 𝑚0 < 6 · 1

3
+

1

3
,

1
1

3
=

4

3
< 𝑚0 <

7

3
= 2

1

3
.

Следовательно, 𝑚0 = 2.

3.2 Предельные теоремы для схемы Бернулли

В тех случаях, когда число испытаний в схеме Бернулли велико,
применение формулы Бернулли становится крайне неудобным. Но для
больших 𝑛 существуют приближенные формулы. Рассмотрим в этом
параграфе несколько таких формул.

3.2.1 Теорема Пуассона

Рассмотрим сначала случай, когда с увеличением числа эксперимен-
тов 𝑛 уменьшается вероятность успеха 𝑝.
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Теорема Пуассона. Пусть при 𝑛→∞ величина 𝑛𝑝 остается посто-
янной, обозначим ее 𝑎 = 𝑛𝑝. Тогда для любого фиксированного 𝑚 верна
формула

lim
𝑛→∞

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} = 𝑎𝑚

𝑚!
𝑒−𝑎 , где 𝑎 = 𝑛𝑝.

Доказательство. Посчитаем число успехов по формуле Бернулли и под-

ставим 𝑝 =
𝑎

𝑛
, получим

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} = 𝐶𝑚
𝑛 𝑝

𝑚𝑞𝑛−𝑚 = 𝐶𝑚
𝑛 𝑝

𝑚(1− 𝑝)𝑛−𝑚 =

=
𝑛!

𝑚!(𝑛−𝑚)!

(︁𝑎
𝑛

)︁𝑚 (︁
1− 𝑎

𝑛

)︁𝑛−𝑚
=

=
1

𝑚!
· 𝑛 · (𝑛− 1) · ... · (𝑛−𝑚+ 1) · 𝑎

𝑚

𝑛𝑚
·
(︁
1− 𝑎

𝑛

)︁𝑛−𝑚
=

=
𝑎𝑚

𝑚!
·
(︁
1− 𝑎

𝑛

)︁𝑛
· 𝑛 · (𝑛− 1) · ... · (𝑛−𝑚+ 1) · 1

𝑛𝑚
·
(︁
1− 𝑎

𝑛

)︁−𝑚
=

=
𝑎𝑚

𝑚!
·
(︁
1− 𝑎

𝑛

)︁𝑛
·
(︂
1− 1

𝑛

)︂
·
(︂
1− 2

𝑛

)︂
· ... ·

(︂
1− 𝑚− 1

𝑛

)︂
·
(︁
1− 𝑎

𝑛

)︁−𝑚
.

Так как lim
𝑛→∞

(︀
1− 𝑘

𝑛

)︀
= 1 при любом фиксированном 𝑘, то

lim
𝑛→∞

(︂
1− 1

𝑛

)︂
·
(︂
1− 2

𝑛

)︂
· ... ·

(︂
1− 𝑚− 1

𝑛

)︂
·
(︁
1− 𝑎

𝑛

)︁−𝑚
= 1.

Используем «второй замечательный предел» lim
𝑛→∞

(︀
1 + 1

𝑛

)︀𝑛
= 𝑒, оконча-

тельно получаем

lim
𝑛→∞

𝑝{𝜇𝑛 = 𝑚} = 𝑎𝑚

𝑚!
𝑒−𝑎.

3.2.2 Локальная теорема Муавра — Лапласа

Рассмотрим одну приближенную формулу для вероятности
𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚}, когда 𝑛 велико. Число успехов 𝑚 в этом случае рас-
тет с ростом 𝑛, а вероятность успеха постоянна.

Локальная теорема Муавра — Лапласа. Обозначим 𝑥𝑛 = 𝑚−𝑛𝑝√
𝑛𝑝𝑞 .

Пусть 𝑚→∞, 𝑛→∞ и величины 𝑥𝑛 являются ограниченными. Тогда

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} ∼ 1√
𝑛𝑝𝑞

· 𝜙(𝑥𝑛),

где 𝜙(𝑥𝑛) =
1√
2𝜋
· 𝑒−𝑥2𝑛

2 — функция Гаусса.
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Доказательство. Сначала заметим, что в силу определения 𝑥𝑛

𝑚 = 𝑛𝑝+ 𝑥𝑛
√
𝑛𝑝𝑞, (4)

𝑛−𝑚 = 𝑛− 𝑛𝑝− 𝑥𝑛
√
𝑛𝑝𝑞 = 𝑛(1− 𝑝)− 𝑥𝑛

√
𝑛𝑝𝑞 = 𝑛𝑞 − 𝑥𝑛

√
𝑛𝑝𝑞. (5)

Получили 𝑛−𝑚 = 𝑛𝑞−𝑥𝑛√𝑛𝑝𝑞, то в силу ограниченности величин 𝑥𝑛
разность 𝑛−𝑚 стремится к∞ вместе с 𝑛 и 𝑚. Воспользуемся формулой
Стирлинга для 𝑘 = 𝑛, 𝑘 = 𝑚 и 𝑘 = 𝑛−𝑚:

𝑘! ∼
√
2𝜋 · 𝑘 ·

(︂
𝑘

𝑒

)︂𝑘

.

Тогда получим

√
𝑛𝑝𝑞 · 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} = √

𝑛𝑝𝑞 · 𝐶𝑚
𝑛 · 𝑝𝑚 · 𝑞𝑛−𝑚 =

=
√
𝑛𝑝𝑞 ·

(︂
𝑛!

(𝑛−𝑚)! ·𝑚!

)︂
· 𝑝𝑚 · 𝑞(𝑛−𝑚) ∼

∼
√
𝑛𝑝𝑞 · √𝑛 · 𝑛𝑛√

2𝜋
√
𝑚 ·𝑚𝑚 · √𝑛−𝑚 · (𝑛−𝑚)(𝑛−𝑚)

· 𝑝𝑚 · 𝑞(𝑛−𝑚) =

=
1√
2𝜋

·
√
𝑛𝑝𝑞√
𝑚

·
√
𝑛√

𝑛−𝑚
· 𝑛

𝑛−𝑚 · 𝑞𝑛−𝑚
(𝑛−𝑚)𝑛−𝑚

· 𝑛
𝑚 · 𝑝𝑚
𝑚𝑚

=

=
1√
2𝜋

·
√︂

𝑛𝑞

𝑛−𝑚
·
√︂
𝑛𝑝

𝑚
·
(︂

𝑛𝑞

𝑛−𝑚

)︂𝑛−𝑚
·
(︁𝑛𝑝
𝑚

)︁𝑚
.

Используя (4) и (5), имеем

𝑚

𝑛𝑝
=
𝑛𝑝+ 𝑥𝑛

√
𝑛𝑝𝑞

𝑛𝑝
=
𝑛𝑝 · √𝑛𝑝+ 𝑥𝑛

√
𝑛𝑝𝑞 · √𝑛𝑝

𝑛𝑝 · √𝑛𝑝 =

= 1 +
𝑥𝑛 · 𝑛𝑝√𝑞
𝑛𝑝
√
𝑛𝑝

= 1 +
𝑥𝑛
√
𝑞√

𝑛𝑝
∼ 1, (6)

𝑛−𝑚

𝑛𝑞
=
𝑛𝑞 − 𝑥𝑛

√
𝑛𝑝𝑞

𝑛𝑞
=
𝑛𝑞 · √𝑛𝑞 − 𝑥𝑛

√
𝑛𝑝𝑞 · √𝑛𝑞

𝑛𝑞 · √𝑛𝑞 =

= 1− 𝑥𝑛 · 𝑛𝑞√𝑝
𝑛𝑞
√
𝑛𝑞

= 1− 𝑥𝑛
√
𝑝√

𝑛𝑞
∼ 1. (7)

Следовательно,

√
𝑛𝑝𝑞 · 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} = 1√

2𝜋
×

×
(︂
𝑚

𝑛𝑝

)︂−0,5(︂
𝑛−𝑚

𝑛𝑞

)︂−0,5(︂
𝑚

𝑛𝑝

)︂−𝑚(︂
𝑛−𝑚

𝑛𝑞

)︂−(𝑛−𝑚)

.
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Теперь, используя (6) и (7), получим

√
𝑛𝑝𝑞 · 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} ∼ 1√

2𝜋

(︂
1 +

𝑥𝑛
√
𝑞√

𝑛𝑝

)︂−𝑚(︂
1− 𝑥𝑛

√
𝑝√

𝑛𝑞

)︂−(𝑛−𝑚)

=

=
1√
2𝜋

exp

(︂
−𝑚 ln

(︂
1 +

𝑥𝑛
√
𝑞√

𝑛𝑝

)︂
− (𝑛−𝑚) ln

(︂
1− 𝑥𝑛

√
𝑝√

𝑛𝑞

)︂)︂
.

Далее воспользуемся следующим асимптотическим выражением:

ln(1 + 𝑧) = 𝑧 − 𝑧2

2
(1 + 𝑜(1))

при 𝑧 → 0. Тогда
√
𝑛𝑝𝑞 · 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} ∼ 1√

2𝜋
×

× exp

⎛
⎜⎝−𝑚

⎛
⎜⎝𝑥𝑛

√
𝑞√

𝑛𝑝
−

(︁
𝑥𝑛
√
𝑞√

𝑛𝑝

)︁2
2

(1 + 𝑜(1))

⎞
⎟⎠− (𝑛−𝑚)

⎛
⎜⎝−𝑥𝑛

√
𝑝√

𝑛𝑞
−

(︁
−𝑥𝑛

√
𝑝√

𝑛𝑞

)︁2
2

(1 + 𝑜(1))

⎞
⎟⎠
⎞
⎟⎠ =

=
1√
2𝜋

exp

(︂
−𝑚

(︂
𝑥𝑛

√
𝑞√

𝑛𝑝
− 𝑥2𝑛𝑞

2𝑛𝑝
(1 + 𝑜(1))

)︂
− (𝑛−𝑚)

(︂
−𝑥𝑛

√
𝑝√

𝑛𝑞
− 𝑥2𝑛𝑝

2𝑛𝑞
(1 + 𝑜(1))

)︂)︂
.

(8)

В силу (4), (5) имеем

𝑥𝑛

(︂
(𝑛−𝑚)

√
𝑝√

𝑛𝑞
− 𝑚

√
𝑞√

𝑛𝑝

)︂
=

𝑥𝑛√
𝑛𝑝𝑞

⎛⎝ (𝑛𝑞−𝑥𝑛√𝑛𝑝𝑞)√𝑝√
𝑛𝑞√
𝑛𝑝𝑞

−
(𝑛𝑝+𝑥𝑛

√
𝑛𝑝𝑞)

√
𝑞√

𝑛𝑝√
𝑛𝑝𝑞

⎞⎠ =

=
𝑥𝑛√
𝑛𝑝𝑞

((𝑛𝑞 − 𝑥𝑛
√
𝑛𝑝𝑞) · 𝑝− (𝑛𝑝+ 𝑥𝑛

√
𝑛𝑝𝑞) · 𝑞) =

=
𝑥𝑛√
𝑛𝑝𝑞

(𝑛𝑞𝑝− 𝑥𝑛
√
𝑛𝑝𝑞𝑝− 𝑛𝑝𝑞 − 𝑥𝑛

√
𝑛𝑝𝑞𝑞) =

=
𝑥𝑛√
𝑛𝑝𝑞

(−𝑥𝑛√𝑛𝑝𝑞(𝑝+ 𝑞)) = −𝑥2𝑛(𝑝+ 𝑞) = −𝑥2𝑛.

Окончательно получим

𝑥2𝑛
2

(︂
(𝑛−𝑚)𝑝

𝑛𝑞
(1 + 𝑜(1)) +

𝑚𝑞

𝑛𝑝
(1 + 𝑜(1))

)︂
∼

∼ 𝑥2𝑛
2
(1𝑝(1 + 𝑜(1)) + 1𝑞(1 + 𝑜(1)))𝐶 ∼ 𝑥2𝑛

2
(𝑝+ 𝑞) =

𝑥2𝑛
2
.

Подставляя полученные выражения в (8), имеем

√
𝑛𝑝𝑞 · 𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} ∼ 1√

2𝜋
exp

(︂
−𝑥2𝑛 +

𝑥2𝑛
2
(1 + 𝑜(1))

)︂
∼
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∼ 1√
2𝜋

exp

(︂
−𝑥

2
𝑛

2

)︂
.

3.2.3 Интегральная теорема Муавра — Лапласа

Рассмотрим приближенную формулу для вероятности 𝑃{𝑚1 6 𝜇𝑛 6
𝑚2} того, что событие 𝐴 наступило не менее 𝑚1 и не более 𝑚2 раз в 𝑛
испытаниях, когда 𝑛 велико. Предположим, что числа 𝑚1 и 𝑚2 растут с
ростом 𝑛, а вероятность успеха постоянна.

Интегральная теорема Муавра — Лапласа. Положим 𝑎𝑛 =
𝑚1 − 𝑛𝑝√

𝑛𝑝𝑞
и 𝑏𝑛 =

𝑚2 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝𝑞

. Пусть 𝑚1 → ∞, 𝑛 → ∞, и величины 𝑎𝑛 и

𝑏𝑛 являются ограниченными. Тогда

lim
𝑛→∞

⃒⃒⃒⃒
𝑃{𝑚1 6 𝜇𝑛 6 𝑚2} − 1√

2𝜋

∫︁ 𝑏𝑛

𝑎𝑛

𝑒−𝑥
2/2𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
= 0.

Доказательство. По локальной теореме Муавра — Лапласа

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} = 1√
2𝜋
√
𝑛𝑝𝑞

𝑒−𝑥
2
𝑛(𝑚)/2(1 + 𝑜(1)),

где 𝑥𝑛(𝑚) =
𝑚− 𝑛𝑝√
𝑛𝑝𝑞

,𝑚1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑚2 и 𝑜(1) — величина, зависящая от𝑚 и

стремящаяся к нулю при 𝑛→∞. Из доказательства локальной теоремы
Муавра — Лапласа можно установить, что

lim
𝑛→∞

sup
𝑚1≤𝑚≤𝑚2

|𝑜(1)| = 0. (9)

Используя формулу сложения вероятностей, получим

𝑃{𝑚1 6 𝜇𝑛 6 𝑚2} =
𝑚2∑︁

𝑚=𝑚1

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} =
𝑚2∑︁

𝑚=𝑚1

1√
2𝜋
√
𝑛𝑝𝑞

𝑒−𝑥
2
𝑛(𝑚)/2(1+𝑜(1)).

Обозначим Δ𝑥𝑛(𝑚) = 𝑥𝑛(𝑚+ 1)− 𝑥𝑛(𝑚). Тогда

Δ𝑥𝑛(𝑚) =
(𝑚+ 1)− 𝑛𝑝√

𝑛𝑝𝑞
− 𝑚− 𝑛𝑝√

𝑛𝑝𝑞
=

1√
𝑛𝑝𝑞

,

и вероятность представима в виде

𝑃{𝑚1 6 𝜇𝑛 6 𝑚2} = 1√
2𝜋

𝑚2∑︁
𝑚=𝑚1

Δ𝑥𝑛(𝑚) · 𝑒−𝑥2𝑛(𝑚)/2(1 + 𝑜(1)).
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Отсюда следует, что⃒⃒⃒⃒
⃒𝑃{𝑚1 6 𝜇𝑛 6 𝑚2} − 1√

2𝜋

𝑚2∑︁
𝑚=𝑚1

𝑒−𝑥
2
𝑛(𝑚)/2Δ𝑥𝑛(𝑚)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ sup
𝑚1≤𝑚≤𝑚2

|𝑜(1)| 1√
2𝜋

𝑚2∑︁
𝑚=𝑚1

𝑒−𝑥
2
𝑛(𝑚)/2Δ𝑥𝑛(𝑚).

По определению интеграла

1√
2𝜋

𝑚1∑︁
𝑚=𝑚1

𝑒−𝑥
2
𝑛(𝑚)/2Δ𝑥𝑛(𝑚) =

1√
2𝜋

∫︁ 𝑏𝑛

𝑎𝑛

𝑒−𝑥
2
𝑛(𝑚)/2𝑑𝑥+ 𝑜(1).

Подставляя это выражение в предыдущие неравенство и учитывая
(9), найдем ⃒⃒⃒⃒

𝑃{𝑚1 6 𝜇𝑛 6 𝑚2} − 1√
2𝜋

∫︁ 𝑏𝑛

𝑎𝑛

𝑒−𝑥
2/2𝑑𝑥− 𝑜(1)

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑜(1)

(︂
1√
2𝜋

∫︁ 𝑏𝑛

𝑎𝑛

𝑒−𝑥
2/2𝑑𝑥+ 𝑜(1)

)︂
.

3.2.4 Примеры применения предельных теорем для схемы Бер-
нулли

При решении задач с применением предельных теорем для схемы Бер-
нулли удобно использовать функции Гаусса и Лапласа.

Функция Гаусса

Функцией Гаусса называется функция

𝜙(𝑥) =
1√
2𝜋
𝑒−

𝑥2

2 ,

график котрой имеет вид, представленный далее

58



Функция Гаусса непрерывна в каждой точке. Монотонно возрастает
до точки, в которой 𝑥 = 0, и монотонно убывает после точки 𝑥 = 0.
Функция Гаусса дифференцируема в каждой точке.

Свойства функции Гаусса

1. lim
|𝑥|→∞

𝜙(𝑥) = 0.

2. 𝜙(−𝑥) = 𝜙(𝑥).

3. 𝜙(0) = 1√
2𝜋
.

Функции Лапласа

Функциями Лапласа называются функции

Φ(𝑥) =
1√
2𝜋

𝑥∫︁
−∞

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡,

Φ0(𝑥) =
1√
2𝜋

𝑥∫︁
0

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡.

График функции Φ0(𝑥) имеет вид, представленный далее.

Функция Лапласа непрерывна в каждой точке. Монотонно возраста-
ет. Функция Лапласа дифференцируема в каждой точке.

Свойства функций Лапласа

1. Φ(𝑥) = Φ0(𝑥) + 0, 5.

2. Φ0(0) = 0.
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3. lim
𝑥→+∞

Φ0(𝑥) = 0, 5.

4. Φ0(−𝑥) = −Φ0(𝑥).

5. Φ(0) = 0, 5.

6. lim
𝑥→+∞

Φ(𝑥) = 1.

7. lim
𝑥→−∞

Φ(𝑥) = 0.

8. Φ(−𝑥) = −Φ(𝑥).
В теории вероятности функции Гаусса и Лапласа используются для

вычисления вероятности числа успехов в схеме Бернулли:

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} ∼ 1√
𝑛𝑝𝑞

𝜙(𝑥𝑛) ,

𝑃{𝑚1 6 𝜇𝑛 6 𝑚2} ∼ Φ0(𝑏𝑛)− Φ0(𝑎𝑛) ,

где 𝑥𝑛 =
𝑚− 𝑛𝑝√
𝑛𝑝𝑞

, 𝑎𝑛 =
𝑚1 − 𝑛𝑝√

𝑛𝑝𝑞
и 𝑏𝑛 =

𝑚2 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝𝑞

.

Замечание 1. Теорему Пуассона будем применять в тех задачах,
где ℰ = 𝑛𝑝2 < 0, 05 .

Замечание 2. Локальную и интегральную теоремы Муавра —
Лапласа будем применять в тех задачах, где 𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞 > 10.

Пример 1. Вероятность выпуска сверла повышенной хрупкости
(брак) равна 0,02. Сверла укладываются в коробки по 100 штук. Най-
ти вероятность того, что в коробке не окажется бракованных сверел.
Решение. Проверим какую теорему можно использовать. Получаем

𝑛 = 100, 𝑝 = 0, 02⇒ 𝑞 = 1− 𝑝 = 1− 0, 02 = 0, 98, 𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞 = 1, 96 < 10
и ℰ = 𝑛𝑝2 = 0, 04 < 0, 05. Значит, применяем теорему Пуассона. Найдем
𝑎 = 𝑛𝑝 = 2. Тогда

𝑃{𝜇100 = 0} = 20

𝑒2
=

1

𝑒2
≈ 0, 135.

Пример 2. Вероятность выпуска сверла повышенной хрупкости
(брак) равна 0,02. Сверла укладываются в коробки по 100 штук. Найти
вероятность того, что в коробке окажется не больше трех бракованных
сверел.
Решение. Проверим какую теорему можно использовать. Получаем

𝑛 = 100, 𝑝 = 0, 02⇒ 𝑞 = 1− 𝑝 = 1− 0, 02 = 0, 98, 𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞 = 1, 96 < 10

60



и ℰ = 𝑛𝑝2 = 0, 04 < 0, 05. Значит, применяем теорему Пуассона. Найдем
𝑎 = 𝑛𝑝 = 2. Тогда

𝑃{𝜇100 6 3} = 𝑃{𝜇100 = 0}+𝑃{𝜇100 = 1}+𝑃{𝜇100 = 2}+𝑃{𝜇100 = 3} =

=
20

𝑒2
+

21

1! · 𝑒2 +
22

2! · 𝑒2 +
23

3! · 𝑒2 =
1

𝑒2

(︂
1 + 2 + 2 +

8

6

)︂
=

19

3 · 𝑒2 ≈ 0, 857.

Пример 3. Радиотелеграфная станция принимает цифровой текст.
В силу наличия помех вероятность ошибочного приема любой цифры
не изменяется в течение всего приема и равна 0,01. Считая приемы от-
дельных цифр независимыми событиями, найти вероятность того, что в
тексте, содержащем 1100 цифр, будет ровно 7 ошибок.
Решение. Проверим какую теорему можно использовать. Получаем

𝑛 = 1100, 𝑝 = 0, 01, тогда 𝑞 = 1 − 𝑝 = 1 − 0, 01 = 0, 99, 𝑚 = 7,
𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞 = 10, 89 > 10, ℰ = 𝑛𝑝2 = 0, 11 > 0, 05. Значит, применяем
локальную теорему Муавра — Лапласа.

𝑃{𝜇1100 = 7} = 1

3, 3
𝜙

(︂
7− 11

3, 3

)︂
=

1

3, 3
𝜙(−1, 2121) = 1

3, 3
𝜙(1, 2121) =

=
1

3, 3
· 0, 1919 = 0, 05815 ≈ 0, 06.

Пример 4. В некоторой местности в среднем на каждые 100 выращи-
ваемых арбузов приходится 1 весом не менее 10 кг. Найти вероятность
того, что в партии арбузов из этой местности, содержащей 4000 штук,
будет не менее 2 таких арбузов.
Решение. Проверим какую теорему можно использовать. Получаем

𝑛 = 4000, 𝑝 = 0, 01⇒ 𝑞 = 1− 𝑝 = 1− 0, 01 = 0, 99, 𝑚 = 7,
𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞 = 39, 6 > 10, ℰ = 𝑛𝑝2 = 0, 4 > 0, 05. Значит, применяем
локальную теорему Муавра — Лапласа.

𝑃{𝜇4000 > 2} = 1− 𝑃{𝜇4000 = 0} − 𝑃{𝜇4000 = 1} =

= 1− 1

6, 293
𝜙
(︁0− 4000 · 0, 1

6, 293

)︁
− 1

6, 293
𝜙
(︁1− 4000 · 0, 1

6, 293

)︁
=

= 1− 0, 079− 0, 079 = 0, 842 .

Пример 5. В некоторой местности имеются 3 % больных коронави-
русом. Производится обследование 500 человек. С какой вероятностью
среди обследованных окажется 3± 0, 5 % больных коронавирусом?
Решение. Так как 𝜎2 = 𝑛𝑝𝑞 = 14, 55 > 10 и ℰ = 𝑛𝑝2 = 0, 45 >

0, 05, мы можем использовать интегральную теорему Муавра — Лапласа.
Приступим к вычислениям:

500 · (3%+0, 5%) = 17, 5, 500 · (3%− 0, 5%) = 12, 5, 𝑛 = 500, 𝑝 = 0, 03.
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𝑃{𝜇500 ∈ [12, 5; 17, 5]} = 𝑃{12, 5 6 𝜇500 6 17, 5} =

= 𝑃

{︂
12, 5− 𝑛𝑝√

𝑛𝑝𝑞
6
𝜇500 − 𝑛𝑝√

𝑛𝑝𝑞
6

17, 5− 𝑛𝑝√
𝑛𝑝𝑞

}︂
=

= 𝑃{−0, 66 6 𝜇500 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝𝑞

6 0, 66} =

= Φ0(0, 66)− Φ0(−0, 66) = 2Φ0(0, 66) = 0, 4908.

Пример 6. Для космического корабля вероятность столкновения в
течение часа полета с метеоритом, масса которого не меньше 𝑚0, равна
0, 001. Найти практически достоверные границы числа столкновений с
таким метеоритом в течение 3 месяцев полета — с 1 июня по 31 авгу-
ста, если вероятность практической достоверности принимается в дан-
ном случае равной 0, 9995.
Решение. В нашей задаче 𝑝 = 0, 001 (в час), 3 месяца с 1 июня по 31

августа, или 92 дня, что составляет 2256 часов.

Доля успехов:
𝜇𝑛
𝑛

— положительное. Тогда решение будет выглядеть

следующим образом: √
𝑛𝑝𝑞 = 1, 5012,

𝑃
{︁
− ℰ 6 𝜇𝑛 − 𝑛𝑝

𝑛
6 ℰ

}︁
= 𝑃

{︁
− ℰ𝑛√

𝑛𝑝𝑞
6
𝜇𝑛 − 𝑛𝑝√

𝑛𝑝𝑞
6

ℰ𝑛√
𝑛𝑝𝑞

}︁
=

= 𝑃
{︁
− 2256ℰ

1, 5012
6
𝜇𝑛 − 𝑛𝑝√

𝑛𝑝𝑞
6

2256ℰ
1, 5012

}︁
= 2Φ0(1502, 7978ℰ) > 0, 9995,

Φ0(1502, 7978ℰ) > 0, 49975,

1502, 7978ℰ > 3, 7,

ℰ > 0, 0025,

−ℰ 6 𝜇𝑛 − 𝑛𝑝

𝑛
6 ℰ ,

𝑛𝑝− ℰ𝑛 6 𝜇𝑛 6 𝑛𝑝+ ℰ𝑛,
2, 256− 5, 64 6 𝜇𝑛 6 2, 256 + 5, 64,

0 6 𝜇𝑛 6 7, 896,

0 6 𝜇𝑛 6 7.

Пример 7. Вероятность некоторого события равна 𝑝 в каждом из 𝑛
испытаний. В каких границах находится та частота события при 𝑛 =

1200, вероятность отклонения которой от 𝑝 =
2

3
равна 0,985?
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Решение. Здесь
√
𝑛𝑝𝑞 =

√︂
1200 · 2

3
· 1
3

= 16, 33. Значит, применим

интегральную теорему Муавра — Лапласа:

𝑃
{︁⃒⃒⃒𝜇𝑛 − 𝑛𝑝

𝑛

⃒⃒⃒
6 ℰ

}︁
= 0, 985,

𝑃
{︁
− ℰ 6 𝜇𝑛 − 𝑛𝑝

𝑛
6 ℰ

}︁
·
(︂

𝑛√
𝑛𝑝𝑞

)︂
= 𝑃

{︂ −ℰ𝑛√
𝑛𝑝𝑞

6
𝜇𝑛 − 𝑛𝑝√

𝑛𝑝𝑞
6

ℰ𝑛√
𝑛𝑝𝑞

}︂
=

= 𝑃

{︂−1200ℰ
16, 33

6
𝜇𝑛 − 𝑛𝑝√

𝑛𝑝𝑞
6

1200ℰ
16, 33

}︂
=

= 𝑃
{︁
− 74, 48ℰ 6 𝜇𝑛√

𝑛𝑝𝑞
6 74, 48ℰ

}︁
= 0, 985,

Φ0(74, 48ℰ)− Φ0(−74, 48ℰ) = 2Φ0(74, 48ℰ) = 0, 985,

Φ0(74, 48ℰ) = 0, 4925,

74, 48ℰ = 2, 43,

ℰ = 0, 0326 ≈ 0, 03,⃒⃒⃒⃒
𝜇𝑛 − 𝑛𝑝

𝑛

⃒⃒⃒⃒
< ℰ ⇔ −ℰ 6 𝜇𝑛 − 𝑛𝑝

𝑛
6 ℰ ⇔ −𝑛ℰ 6 𝜇𝑛 − 𝑛𝑝 6 𝑛ℰ ,

𝑛𝑝− ℰ𝑛 6 𝜇𝑛 6 𝑛𝑝+ ℰ𝑛,
800− 1200 · 0, 03 6 𝜇𝑛 6 800 + 1200 · 0, 03,

764 6 𝜇𝑛 6 836.

Пример 8. Визуальное наблюдение искусственного спутника Земли
возможно в данном пункте с вероятностью 𝑝 = 0, 1 (отсутствует облач-
ность) каждый раз, как он пролетает над этим пунктом. Сколько раз
должен пролететь спутник над пунктом наблюдения, чтобы с вероят-
ностью, не меньшей 0,9975 (то есть практически достоверно), удалось
сделать над ним не менее пяти наблюдений?
Решение. В данной задаче 𝑝 = 0, 1, 𝜎 =

√︀
0, 1 · (1− 0, 1)𝑛 = 0, 3·√𝑛 .

𝑃{𝜇𝑛 > 5} = 0, 9975,

𝑃{𝜇𝑛 6 4} = 1− 0, 9975 = 0, 0025,

1− 𝑃{𝜇𝑛 6 4} 6 0, 9975.

Используем интегральную теорему Муавра — Лапласа:

Φ0

(︂
𝑛− 𝑛 · 0, 1

𝜎

)︂
− Φ0

(︂
5− 𝑛 · 0, 1

𝜎

)︂
= 0, 9975,

𝑝{𝜇𝑛 6 4} = 0, 0025,
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Φ0

(︂
4− 𝑛 · 0, 1

𝜎

)︂
− Φ0

(︂−𝑛 · 0, 1
𝜎

)︂
= 0, 9975,

𝑝{𝜇𝑛 6 4} = 0, 0025,

Φ0

(︂
𝑛− 𝑛 · 0, 1

𝜎

)︂
= Φ0

(︂
0, 9𝑛

0, 3
√
𝑛

)︂
= Φ0(3

√
𝑛) = 0, 5,

Φ0

(︂
5− 𝑛 · 0, 1√
𝑛 · 0, 09

)︂
= Φ0

(︂
50− 𝑛

3
√
𝑛

)︂
> 0, 4975 = Φ0(2, 81),

50− 𝑛

3
√
𝑛
6 2, 81,

50− 𝑛 = 3 · 2, 81√𝑛,
𝑛+ 8, 43

√
𝑛− 50 = 0,

√
𝑛 = 𝑥,

𝑥2 + 8, 43𝑥− 50 = 0,

𝑥1 =
−8, 43− 16, 464

2
< 0 — не подходит;

𝑥2 =
−8, 43 + 16, 464

2
= 4, 017,

𝑛 = (4, 017)2 ≈ 16, 136.

Так как мы не можем взять за 𝑛 нецелое число, то округляем в большую
сторону 𝑛 > 17.

3.3 Схема Пуассона и полиномиальная схема

3.3.1 Схема Пуассона

Пусть производится серия 𝑛 независимых испытаний, в каждом из
которых наблюдают за появлением некоторого события 𝐴. Появления
события 𝐴 назовем «успехом», а соответственно непоявление события 𝐴
— «неудачей». Пусть в 𝑖-м испытании вероятность успеха 𝑝𝑖, тогда веро-
ятность неудачи соответственно равна 𝑞𝑖 = 1 − 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛. Обозначим
𝜇𝑛 число успехов в серии из 𝑛 испытаний.

Опишем вероятностное пространство схемы Пуассона. В каждом от-
дельном испытании достоверное событие Ω𝑖 = {{0}, {1}}, где единица
соответствует появлению события 𝐴, а нуль — его отсутствию, 𝜎-алгебра
𝒜 = {ø, {0}, {1},Ω𝑖}, а вероятность принимает значения 𝑝({1}) = 𝑝𝑖,
𝑝({0}) = 1− 𝑝𝑖 = 𝑞𝑖.
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Тогда вероятностное пространство серии из 𝑛 испытания описыва-
ется достоверным событием Ω = Ω1 × Ω2 × ... × Ω𝑛 = {𝜔}, где 𝜔 =
(𝜔1, 𝜔2, ..., 𝜔𝑛), причем 𝜔𝑖 ∈ Ω𝑖. А значения вероятности

𝑝(𝜔) =
𝑛∏︁
𝑖=1

𝑝𝜔𝑖𝑖 𝑞
1−𝜔𝑖
𝑖 .

Тогда вероятность числа успехов в схеме Пуассона можно находить
по формуле

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} =
∑︁

𝜔:
∑︀

𝜔𝑖=𝑚

𝑝(𝜔) =
∑︁

𝜔:
∑︀

𝜔𝑖=𝑚

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑝𝜔𝑖𝑖 𝑞
1−𝜔𝑖
𝑖 .

Замечание. Если все вероятности успеха одинаковы, то есть 𝑝𝑖 = 𝑝,
то схема Пуассона переходит в схему Бернулли.

Теорема Пуассона для схемы Пуассона. Пусть производится
серия 𝑛 независимых испытаний по схеме Пуассона с вероятностями
𝑝1, . . . , 𝑝𝑛. Предположим, что все эти вероятности зависят от 𝑛, причем
существует

lim
𝑛→∞

(𝑝1 + . . .+ 𝑝𝑛) = 𝑎,

тогда

lim
𝑛→∞

𝑃{𝜇𝑛 = 𝑚} = 𝑎𝑚

𝑚!
𝑒−𝑎.

Пример. Охотник трижды стреляет по убегающей мишени. Вероят-
ность попасть в первый раз равна 0,5, вероятность попадания при втором
выстреле — 0,4, а при третьем выстреле вероятность попадания — 0,3.
Найти вероятность того, что будет ровно одно попадание в цель.
Решение. По условию задачи 𝑝1 = 0, 5, 𝑞1 = 0, 5, 𝑝2 = 0, 4, 𝑞2 = 0, 6,

𝑝3 = 0, 3, 𝑞3 = 0, 7. Тогда найдем вероятность ровно одного успеха:

𝑃{𝜇𝑛 = 1} = 𝑝1 · 𝑞2 · 𝑞3 + 𝑞1 · 𝑝2 · 𝑞3 + 𝑞1 · 𝑞2 · 𝑝3 =
= 0, 5 ·0, 6 ·0, 7+0, 5 ·0, 4 ·0, 7+0, 5 ·0, 6 ·0, 3 = 0, 21+0, 14+0, 09 = 0, 44.

3.3.2 Полиномиальная схема

Пусть производится серия из 𝑛 независимых испытаний, в каждом из
которых события 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑘 наступают с вероятностями 𝑝1, 𝑝2 . . . 𝑝𝑘

соответственно, где
𝑘∑︀

𝑗=1

𝑝𝑗 = 1. Пусть в серии из 𝑛 испытаний событие 𝐴1

65



наступило 𝑚1 раз, событие 𝐴2 наступило 𝑚2 раз, ..., событие 𝐴𝑘 насту-

пило 𝑚𝑘 раз. Причем
𝑘∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖 = 𝑛.

Тогда вероятность появления этого набора

𝑃𝑚(𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑘) =
𝑛!

𝑚1!𝑚2! · . . . ·𝑚𝑘!
𝑝𝑚1
1 𝑝𝑚2

2 · . . . · 𝑝𝑚𝑘

𝑘 .

Замечание. Если 𝑘 = 2, то полиномиальная схема переходит в схему
Бернулли.

Пример 1. Человек, принадлежащий к определенной группе на-
селения, с вероятностью 0,2 оказывается брюнетом, с вероятностью
0,3 — шатеном, с вероятностью 0,4 — блондином и с вероятностью 0,1
— рыжим. Найти вероятность того, что в составе выбранной наудачу
группы из 8 человек: а) равное число брюнетов, шатенов, блондинов и
рыжих; б) число блондинов втрое больше числа рыжих.

Решение. Рассмотрим каждое событие отдельно:
а) по формуле вычисления вероятности по полиномиальной схеме по-

лучим

𝑃8(2, 2, 2, 2) =
8!

2!2!2!2!
· 0, 22 · 0, 32 · 0, 42 · 0, 12 ≈ 0, 0145;

б) есть несколько вариантов, когда число людей подходит под наше
условие:

1. событие 𝐴1 = {3 блондина, 1 рыжий, 4 шатена};

2. событие 𝐴2 = {3 блондина, 1 рыжий, 3 шатена, 1 брюнет};

3. событие 𝐴3 = {3 блондина, 1 рыжий, 2 шатена, 2 брюнет};

4. событие 𝐴4 = {3 блондина, 1 рыжий, 1 шатена, 3 брюнет};

5. событие 𝐴5 = {3 блондина, 1 рыжий, 4 брюнет};

6. событие 𝐴6 = {6 блондина, 2 рыжих}.

Событие 𝐵 = {число блондинов втрое больше числа рыжих}. Вероят-
ность события 𝐵 считается следующим образом:

𝑝(𝐵) = 𝑝(𝐴1) + 𝑝(𝐴2) + 𝑝(𝐴3) + 𝑝(𝐴4) + 𝑝(𝐴5) + 𝑝(𝐴6) ≈
≈ 0, 0145 + 0, 0387 + 0, 0387 + 0, 0172 + 0, 0029 + 0, 0012 = 0, 1132.
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𝑝(𝐴1) = 𝑝(3, 1, 4, 0) =
8!

3!1!4!
· 0, 43 · 0, 11 · 0, 34 · 0, 20 ≈ 0, 0145

𝑝(𝐴2) = 𝑝(3, 1, 3, 1) =
8!

3!1!3!1!
· 0, 43 · 0, 11 · 0, 33 · 0, 21 ≈ 0, 0387.

𝑝(𝐴3) = 𝑝(3, 1, 2, 2) =
8!

3!1!2!2!
· 0, 43 · 0, 11 · 0, 32 · 0, 22 ≈ 0, 0387.

𝑝(𝐴4) = 𝑝(3, 1, 1, 3) =
8!

3!1!1!3!
· 0, 43 · 0, 11 · 0, 31 · 0, 23 ≈ 0, 0172.

𝑝(𝐴5) = 𝑝(3, 1, 0, 4) =
8!

3!1!4!
· 0, 43 · 0, 11 · 0, 30 · 0, 24 ≈ 0, 0029.

𝑝(𝐴6) = 𝑝(6, 2, 0, 0) =
8!

6!2!
· 0, 46 · 0, 12 · 0, 30 · 0, 20 ≈ 0, 0012.

Пример 2. Пять пассажиров приходят на остановку в пределах
часа. Найти вероятность того, что двое придут в течение первых 15 мин,
двое других — между 15 и 45 мин и последний — в течение последних
15 мин.

Решение. Дано 𝑛 = 5, 𝑝1 =
1
4
,𝑚1 = 2, 𝑝2 =

2
4
,𝑚2 = 2, 𝑝3 =

1
4
,𝑚3 = 1.

Тогда

𝑃5(2, 2, 1) =
5!

2!2!1!
·
(︂
1

4

)︂2

·
(︂
2

4

)︂2

· 1
4
≈ 0, 1172.
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4. Случайные величины

4.1 Определение и виды случайных величин

Пусть Ω = {𝜔1, 𝜔2, · · · } — пространство элементарных событий, 𝒜 —
𝜎-алгебра над Ω, 𝑝(·) — вероятность. То есть определено вероятностное
пространство (Ω,𝒜, 𝑝).
Случайной величиной называется любая измеримая функция, за-

данная на вероятностном пространстве, то есть 𝜉 : Ω −→ R, такая, что

∀𝑐 ∈ R {𝜔 ∈ Ω : 𝜉(𝜔) < 𝑐} ⊂ 𝒜.
Случайная величина называется дискретной, если она принимает не

более чем счетное множество значений.
Законом распределения дискретной случайной величины 𝜉 назы-

вается вероятность 𝑝{𝜉 = 𝜉𝑖}, для всех 𝜉𝑖.
Закон распределения дискретной случайной величины может зада-

ваться таблицей:

𝜉𝑖 𝜉1 𝜉2 . . . 𝜉𝑘−1 𝜉𝑘 ...

𝑝𝑖 𝑝1 𝑝2 . . . 𝑝𝑘−1 𝑝𝑘 ...

где 𝑝𝑖 = 𝑝{𝜉 = 𝜉𝑖} вероятность 𝜉𝑖 события, а также
∞∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖 = 1.

Случайная величина называется абсолютно непрерывной, если су-
ществует неотрицательная функция 𝜌𝜉(𝑥), такая, что ∀𝐵 ⊂ R:

𝑝{𝜉 ∈ 𝐵} =
∫︁
𝐵

𝜌𝜉(𝑡)𝑑𝑡,

где функция 𝜌𝜉(𝑥) называется плотностью распределения.
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Свойства плотности и закона распределения случайных ве-
личин

1. Для любой абсолютно непрерывной случайной величины

∞∫︁
−∞

𝜌𝜉(𝑡)𝑑𝑡 = 1.

2. Для любой абсолютно непрерывной случайной величины 𝜌𝜉(𝑡) ≥ 0.

3. Пусть 𝜉 — абсолютно непрерывная случайная величина, тогда

𝑝{𝜉 ∈ [𝑎; 𝑏]} =
𝑏∫︁

𝑎

𝜌𝜉(𝑡)𝑑𝑡.

4. Пусть дан закон распределения, вероятность 𝑝𝑖 = {𝜉 = 𝜉𝑖}, тогда∑︁
𝑖

𝑝𝑖 = 1.

Функцией распределения случайной величины 𝜉 называется
функция

𝐹𝜉(𝑥) = 𝑝{𝜉 < 𝑥}.
Свойства функции распределения.

1. ∀𝑥 ∈ R выполняется неравенство

0 ≤ 𝐹𝜉(𝑥) ≤ 1.

2. Определены значения функции распределения на −∞ и +∞, а
именно

𝐹𝜉(−∞) = 0, 𝐹𝜉(+∞) = 1.

3. 𝐹𝜉 — неубывающая, то есть

𝑥 < 𝑦 ⇒ 𝐹𝜉(𝑥) ≤ 𝐹𝜉(𝑦).

4. Функция распределения 𝐹𝜉(𝑥) непрерывна слева в каждой точке, то
есть ∀𝑎 ∈ R

∃ lim
𝑥→𝑎−0

𝐹𝜉(𝑥) = 𝐹𝜉(𝑎).
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5. Функция распределения случайной величины имеет не более чем
счетное множество точек разрыва, причем все они являются точка-
ми неустранимого разрыва.

6. ∀𝜉 верно равенство
𝑝{𝑎 ≤ 𝜉 < 𝑏} = 𝐹𝜉(𝑏)− 𝐹𝜉(𝑎).

7. Пусть 𝜉 — абсолютно непрерывная случайная величина, тогда

𝐹𝜉(𝑥) =
𝑥∫︀

−∞
𝜌𝜉(𝑡)𝑑𝑡.

8. Плотность абсолютно непрерывной случайной величины может
быть найдена по известной функции распределения следующим об-
разом:

𝜌𝜉(𝑥) = 𝐹 ′
𝜉(𝑥).

Пример 1. Даны две монеты, каждая бросается один раз. Чис-
ло выпавших орлов будет случайной величиной. Пространство событий
Ω={«oo»,«op»,«po»,«pp»}. 𝜉 может быть равно 0, 1 или 2, следовательно,
𝜉 — дискретная случайная величина. Закон распределения:

𝑝{𝜉 = 0} = 1

2
· 1
2
=

1

4
,

𝑝{𝜉 = 1} = 1

2
· 1
2
+

1

2
· 1
2
=

1

2
,

𝑝{𝜉 = 2} = 1

2
· 1
2
=

1

4
,

𝜉𝑖 0 1 2

𝑝𝑖
1
4

1
2

1
4∑︁

𝑖

𝑝𝑖 =
1

4
+

1

2
+

1

4
= 1.

Пример 2. В первой урне содержится 3 белых и 5 черных шаров,
во второй урне — 6 белых и 4 черных шара, в третьей урне — 1 белый
и 3 черных шара. Из каждой урны вынимают по 1 шару. 𝜉 — число
извлеченных черных шаров. Составьте закон распределения дискретной
случайной величины 𝜉.

Решение. Построим закон распределения случайной величины 𝜉.
Дано: 1-я урна — 3 белых и 5 черных шаров.

2-я урна — 6 белых и 4 черных шара.
3-я урна — 1 белый и 3 черных шара.

Составим закон распределения в виде таблицы.
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𝜉 0 1 2 3

P 𝑝0 𝑝1 𝑝2 𝑝3

Всего возможно 4 исхода. Вытащили 0 черных шаров, 1 черный шар,
2 черных шара и 3 черных шара. Посчитаем 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3.

𝑝0 =
3

8
· 6

10
· 1
4
=

9

160
.

𝑝1 =
5

8
· 6

10
· 1
4
+

3

8
· 4

10
· 1
4
+

3

8
· 6

10
· 3
4
=

48

160
— 3 способа вытащить 1

черный шар из 1-й урны, из 2-й урны или из 3-й урны.

𝑝2 =
5

8
· 4

10
· 1
4
+

3

8
· 4

10
· 3
4
+

5

8
· 6

10
· 3
4
=

73

160
.

𝑝3 =
5

8
· 4

10
· 3
4
=

30

160
.

Полученные результаты запишем в таблицу.

𝜉 0 1 2 3

P 9
160

48
160

73
160

30
160∑︁

𝑖

𝑝𝑖 =
9

160
+

48

160
+

73

160
+

30

160
= 1.

Пример 3. Пусть абсолютно непрерывная случайная величина зада-
на плотностью

𝜌𝜉(𝑥) =

{︃
3𝑥2, 𝑥 ∈ [0, 1],

0, 𝑥 /∈ [0, 1].

Найдем ее функцию распределения:

𝐹𝜉(𝑥) = 𝑝{𝜉 < 𝑥} =
𝑥∫︁

−∞
𝜌𝜉(𝑡)𝑑𝑡.

При 𝑥 ≤ 0

𝐹𝜉(𝑥) =

𝑥∫︁
−∞

3𝑡𝑑𝑡 =

𝑥∫︁
−∞

0𝑑𝑡 = 0.

При 𝑥 ∈ (0, 1]

𝐹𝜉(𝑥) =

𝑥∫︁
−∞

𝜌𝜉(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑥∫︁
0

3𝑡2𝑑𝑡 = 𝑥3.

При 𝑥 > 1

𝐹𝜉(𝑥) =

𝑥∫︁
−∞

𝜌𝜉(𝑡)𝑑𝑡 =

1∫︁
0

3𝑡2𝑑𝑡 = 1.
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Тогда функция распределения имеет вид

𝐹𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑥 < 0,

𝑥3, 𝑥 ∈ [0, 1],

1, 𝑥 > 1.

4.2 Математическое ожидание дискретной случайной

величины

Пусть 𝜉 — дискретная случайная величина.Математическим ожи-
данием дискретной случайной величины 𝜉 называется число

𝑀𝜉 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖𝑝𝑖.

Свойства математического ожидания дискретной случайной
величины

1. ∀𝑐 ∈ R 𝑀𝑐 = 𝑐.

Доказательство. Так как 𝜉 = {𝑐}, то 𝑀𝜉 =𝑀𝑐 =
1∑︀
𝑖=1

𝑐 · 1 = 𝑐.

2. ∀𝑎 ∈ R 𝑀(𝜉 + 𝑎) =𝑀𝜉 + 𝑎.

Доказательство. Так как 𝜂 = 𝜉 + 𝑎 — дискретная случайная вели-
чина, то по формуле вычисления математического ожидания

𝑀𝜂 =𝑀(𝜉 + 𝑎) =
∑︁
𝑖

(𝜉𝑖 + 𝑎)𝑝𝑖 =
∑︁
𝑖

𝜉𝑖𝑝𝑖 +
∑︁
𝑖

𝑎𝑝𝑖 =𝑀𝜉 + 𝑎,

так как
∑︀
𝑖

𝑝𝑖 = 1.

3. ∀𝑏 ∈ R 𝑀(𝑏𝜉) = 𝑏𝑀𝜉.

Доказательство. Пусть 𝜂 = 𝑏𝜉, тогда по формуле для математиче-
ского ожидания дискретной случайной величины

𝑀(𝑏𝜉) =
∑︁
𝑖

(𝑏𝜉𝑖)𝑝𝑖 = 𝑏
∑︁
𝑖

𝜉𝑖𝑝𝑖 = 𝑏𝑀𝜉.
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4. Если для всех 𝑖 значения дискретной случайной величины 𝜉𝑖 ≥ 0,
то 𝑀𝜉 ≥ 0.

Доказательство. Так как по условию 𝜉𝑖 ≥ 0, а 𝑝𝑖 ≥ 0 по определе-
нию, то и каждое слагаемое в формуле математического ожидания
𝜉𝑖𝑝𝑖 ≥ 0. Откуда следует, что 𝑀𝜉 ≥ 0.

5. Если для всех 𝑖 значения дискретной случайной величины удовле-
творяют неравенству 𝑐1 ≤ 𝜉𝑖 ≤ 𝑐2, то и математическое ожидание
удовлетворяет неравенству

𝑐1 ≤𝑀𝜉 ≤ 𝑐2.

Доказательство. Если для всех 𝑖 = 1, 𝑛 верно 𝑐1 ≤ 𝜉𝑖, то 𝜉𝑖−𝑐1 ≥ 0.
Тогда по свойству 4 следует, что 𝑀(𝜉 − 𝑐1) ≥ 0 или 𝑀𝜉 − 𝑐1 ≥ 0.
Окончательно получаем неравенство 𝑀𝜉 ≥ 𝑐1.

Аналогичное доказательство и для верхней границы.

6. Для любой дискретной случайной величины

|𝑀𝜉| ≤𝑀 |𝜉|.

Доказательство.

|𝑀𝜉| = |
∑︁
𝑖

𝜉𝑖𝑝𝑖| = |𝑝1𝜉1 + 𝑝2𝜉2 + ...+ 𝑝𝑛𝜉𝑛|.

𝑀 |𝜉| =
∑︁
𝑖

|𝜉𝑖|𝑝𝑖 = |𝑝1𝜉1|+ |𝑝2𝜉2|+ ...+ |𝑝𝑛𝜉𝑛|.

Модуль суммы всегда меньше либо равен сумме модулей, откуда
следует, что |𝑀𝜉| ≤𝑀 |𝜉|.

7. Если для всех 𝑖 верно, что 𝜉𝑖 ≥ 0 и 𝑀𝜉 = 0, тогда 𝜉 = 0.

Доказательство.

𝑀𝜉 =
∑︁
𝑖

𝜉𝑖𝑝𝑖.

Так как каждый член 𝜉𝑖𝑝𝑖 ≥ 0, то их сумма будет равна 0 лишь в
том случае, когда 𝜉𝑖 = 0 для ∀ 𝑖.

8. Пусть 𝜉, 𝜂 — дискретные случайные величины, тогда

𝑀(𝜉 + 𝜂) =𝑀𝜉 +𝑀𝜂.
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Доказательство. Пусть случайная величина 𝜉 имеет вид

𝜉 𝜉1 𝜉2 . . . 𝜉𝑛

𝑝 𝑝1 𝑝2 . . . 𝑞𝑛

А закон распределения случайной величины 𝜂 задан таблицей

𝜂 𝜂1 𝜂2 . . . 𝜂𝑚

𝑞 𝑞1 𝑞2 . . . 𝑞𝑚

Тогда для случайной величины 𝜇 = 𝜉+𝜂 закон распределения будет
следующим:

𝜇 𝜇11 𝜇12 . . . 𝜇𝑛𝑚

𝑝 𝑝11 𝑝12 . . . 𝑝𝑛𝑚

Здесь 𝜇𝑖𝑗 = 𝜉𝑖 + 𝜂𝑗

𝑀(𝜉 + 𝜂) =𝑀𝜇 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜇𝑖𝑗𝑝𝑖𝑗 =
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝜉𝑖 + 𝜂𝑗)𝑝𝑖𝑗 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜉𝑖𝑝𝑖𝑗+

+
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜂𝑗𝑝𝑖𝑗 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗 +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜂𝑗

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑗.

Заметим, что
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗 = 𝑝𝑖 и
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖𝑗 = 𝑞𝑗. Тогда

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗 +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜂𝑗

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑗 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖𝑝𝑖 +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜂𝑗𝑝𝑗 =𝑀𝜉 +𝑀𝜂.

9. Пусть 𝜉, 𝜂 — независимые дискретные случайные величины, тогда

𝑀(𝜉𝜂) =𝑀𝜉 ·𝑀𝜂.

10. Для любой дискретной случайной величины верно неравенство

𝑀𝜉2 ≥ (𝑀𝜉)2.
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4.3 Математическое ожидание абсолютно непрерыв-

ной случайной величины

Пусть случайная величина 𝜉 задана плотностью 𝜌𝜉(𝑥), тогда ее ма-
тематическим ожиданием называется

𝑀𝜉 =

+∞∫︁
−∞

𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥.

Свойства математического ожидания абсолютно непрерывной
случайной величины

1. ∀𝑎 ∈ R 𝑀(𝜉 + 𝑎) =𝑀𝜉 + 𝑎.

Доказательство. 𝜂 = 𝜉 + 𝑎 — абсолютно непрерывная случайная
величина, тогда по формуле для математического ожидания

𝑀𝜂 =𝑀(𝜉 + 𝑎) =

+∞∫︁
−∞

(𝑥+ 𝑎)𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =

=

+∞∫︁
−∞

𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥+

+∞∫︁
−∞

𝑎𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =𝑀𝜉 + 𝑎 · 1.

2. ∀𝑏 ∈ R 𝑀(𝑏𝜉) = 𝑏𝑀𝜉.

Доказательство. Пусть 𝜂 = 𝑏𝜉, тогда по формуле для математиче-
ского ожидания абсолютно непрерывной случайной величины

𝑀𝜂 =𝑀(𝑏𝜉) =

+∞∫︁
−∞

𝑏𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑏

+∞∫︁
−∞

𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑏𝑀𝜉.

3. Если ∀𝑥 ∈ (−∞; 0) 𝜌𝜉(𝑥) = 0, то 𝑀𝜉 > 0.

Доказательство. Если 𝜌𝜉(𝑥) = 0,∀𝑥 ∈ (−∞; 0), то 𝑀𝜉 > 0.

4. Пусть 𝐶1, 𝐶2 ∈ R и 𝐶1 < 𝐶2. Если ∀𝑥 /∈ [𝐶1;𝐶2], 𝜌𝜉(𝑥) = 0, то
𝐶1 6𝑀𝜉 6 𝐶2.
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Доказательство.

𝑀𝜉 =

∞∫︁
−∞

𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =

𝐶2∫︁
𝐶1

𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥.

Так как по условию
𝐶1 6 𝑥 6 𝐶2,

получаем
𝜌𝜉(𝑥)𝐶1 6 𝜌𝜉(𝑥)𝑥 6 𝜌𝜉(𝑥)𝐶2.

Проинтегрируем последнее неравенство и учтем основное свойство

плотности
𝐶2∫︀
𝐶1

𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 = 1, получим

𝐶1 6𝑀𝜉 6 𝐶2.

5. Для любой абсолютно непрерывной случайной величины 𝜉 верно
неравенство ⃒⃒⃒

𝑀𝜉
⃒⃒⃒
6𝑀

⃒⃒⃒
𝜉
⃒⃒⃒
.

Доказательство.

|𝑀𝜉| =
⃒⃒⃒ ∞∫︁
−∞

𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥
⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒ 0∫︁
−∞

𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥+

∞∫︁
0

𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥
⃒⃒⃒
.

𝑀 |𝜉| =
∞∫︁

−∞
|𝑥|𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 = −

0∫︁
−∞

𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥+

∞∫︁
0

𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥.

Учитывая неравенство |𝑥+ 𝑦| 6 |𝑥|+ |𝑦|, получим требуемое.

6. Для любых абсолютно непрерывных случайных величин 𝜉 и 𝜂 верно,
что

𝑀(𝜉 + 𝜂) =𝑀𝜉 +𝑀𝜂.

7. Пусть 𝜉 и 𝜂 — независимые абсолютно непрерывные случайные ве-
личины, тогда

𝑀(𝜉 · 𝜂) =𝑀𝜉 ·𝑀𝜂.

8. Для любой абсолютно непрерывной случайной величины верно
неравенство

𝑀𝜉2 ≥ (𝑀𝜉)2.
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Пример 1. Дана плотность

𝜌𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩
3

16

√
𝑥, 𝑥 ∈ [0, 4],

0, 𝑥 ̸∈ [0, 4].

Найти математическое ожидание 𝜉 и математическое ожидание 𝜉2.

Решение. Воспользуемся формулой математического ожидания

𝑀𝜉 =

+∞∫︁
−∞

𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥.

Для того чтобы посчитать математическое ожидание в данном случае,
нам необходимо разбить исходный интеграл на сумму трех интегралов.
При 𝑥 ∈ (−∞; 0)

𝑀𝜉 =

0∫︁
−∞

𝑥 · 0𝑑𝑥.

Так как на промежутке (−∞; 0) плотность равна 0, то и 𝑀𝜉 = 0 на
данном промежутке.

Рассмотрим математическое ожидание при 𝑥 ∈ [0, 4]. Плотность на
этом промежутке равна

√
𝑥.

𝑀𝜉 =
3

16

4∫︁
0

𝑥
√
𝑥𝑑𝑥 =

3𝑥
5
2

40

⃒⃒⃒⃒
⃒
4

0

=
12

5
.

На промежутке 𝑥 ∈ (4,−∞)

∞∫︁
0

𝑥 · 0𝑑𝑥 = 0, так как плотность на этом промежутке равна 0.

В общем виде

𝑀𝜉 =

0∫︁
−∞

𝑥 · 0𝑑𝑥+ 3

16

4∫︁
0

𝑥
3
2𝑑𝑥+

∞∫︁
0

𝑥 · 0𝑑𝑥 =
3

16

4∫︁
0

𝑥
3
2𝑑𝑥 =

12

5
.

Теперь найдем 𝑀𝜉2.

𝑀𝜉2 =

+∞∫︁
−∞

𝑥2𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =

0∫︁
−∞

𝑥2 · 0𝑑𝑥+ 3

16

4∫︁
0

𝑥2
√
𝑥𝑑𝑥+

∞∫︁
0

𝑥2 · 0𝑑𝑥 =
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=
3

16

4∫︁
0

𝑥
5
2𝑑𝑥 =

3𝑥
7
2

56

⃒⃒⃒⃒
⃒
4

0

=
48

7
.

Пример 2. Дана плотность случайной величины

𝜌𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑥 ≤ 0,
3
2
(𝑥− 1)2, 0 < 𝑥 ≤ 2,

0, 𝑥 > 2.

Найти математическое ожидание.

Решение. Воспользуемся формулой

𝑀𝜉 =

+∞∫︁
−∞

𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥.

Для того чтобы посчитать математическое ожидание в данном случае,
нам необходимо разбить изначальный интеграл на сумму трех интегра-
лов:

𝑀𝜉 =

0∫︁
−∞

𝑥 · 0𝑑𝑥+
2∫︁

0

3

2
𝑥(𝑥− 1)2𝑑𝑥+

∞∫︁
2

0 · 𝑥𝑑𝑥 =

2∫︁
0

3

2
𝑥(𝑥− 1)2𝑑𝑥 =

=

2∫︁
0

3

2
𝑥3𝑑𝑥−

2∫︁
0

3𝑥2𝑑𝑥+

2∫︁
0

3

2
𝑥𝑑𝑥 =

(︂
3𝑥4

8
− 𝑥3 +

3𝑥2

4

)︂⃒⃒⃒⃒2
0

=
48

8
−8+

12

4
= 1.

Пример 3. Дана плотность случайной величины

𝜌𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑥 ≤ 4,

2− 32
9
(𝑥− 4)2, 4 < 𝑥 ≤ 19

4
,

0, 𝑥 > 19
4
.

Найти математическое ожидание.

Решение.Математическое ожидание находим так же, как и в преды-
дущих примерах:

𝑀𝜉 =

4∫︁
−∞

𝑥·0𝑑𝑥+
19
4∫︁

4

𝑥(2−32

9
(𝑥−4)2)𝑑𝑥+

∞∫︁
19
4

0·𝑥𝑑𝑥 =

19
4∫︁

4

𝑥(2−32

9
(𝑥−4)2)𝑑𝑥 =
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=

19
4∫︁

4

𝑥(2− 32

9
(𝑥− 4)2)𝑑𝑥 =

19
4∫︁

4

2𝑥𝑑𝑥−
19
4∫︁

4

32𝑥3

9
𝑑𝑥−

19
4∫︁

4

4𝑥2

9
𝑑𝑥+

19
4∫︁

4

2𝑥

9
𝑑𝑥 =

=

(︂
𝑥2 − 8𝑥4

9
− 4𝑥3

27
+
𝑥2

9

)︂⃒⃒⃒⃒ 19
4

4

=
137

32
.

4.4 Дисперсия случайной величины

Пусть 𝜉 — случайная величина, ее дисперсией называется число

𝐷𝜉 =𝑀((𝜉 −𝑀𝜉)2),

где 𝑀𝜉 — математическое ожидание случайной величины 𝜉.

Свойства дисперсии случайной величины

1. Дисперсия константы равна нулю, то есть

∀𝑐 ∈ R, 𝐷𝑐 = 0.

Доказательство. Пусть 𝜉 = 𝑐, тогда случайная величина 𝜉 дис-
кретная, ее математическое ожидание 𝑀𝜉 = 𝑐, отсюда

𝐷𝜉 =𝑀(𝜉 −𝑀𝜉)2 =𝑀(𝜉 − 𝑐)2 =𝑀(𝑐− 𝑐)2 =𝑀(0) = 0.

2. Для любой случайной величины 𝜉 и любой константы 𝑎 ∈ R
𝐷(𝜉 + 𝑎) = 𝐷𝜉.

Доказательство. Так как по свойствам математического ожидания
𝑀(𝜉 + 𝑎) =𝑀𝜉 + 𝑎, находим дисперсию

𝐷(𝜉 + 𝑎) =𝑀((𝜉 + 𝑎)−𝑀(𝜉 + 𝑎))2 =𝑀(𝜉 + 𝑎−𝑀𝜉 − 𝑎)2 =

=𝑀(𝜉 −𝑀𝜉)2 = 𝐷𝜉.

Получили, что 𝐷(𝜉 + 𝑎) = 𝐷𝜉.

3. Для любой случайной величины 𝜉 и любой константы 𝑎 ∈ R
𝐷(𝑎𝜉) = 𝑎2𝐷𝜉.
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Доказательство. По определению 𝐷(𝜉) =𝑀(𝜉 +𝑀(𝜉))2, тогда

𝐷(𝑎𝜉) =𝑀(𝑎𝜉+𝑀(𝑎𝜉))2 =𝑀 (𝑎(𝜉 −𝑀𝜉))2 = 𝑎2𝑀(𝜉−𝑀𝜉) = 𝑎2𝐷𝜉.

4. Формула для вычисления дисперсии 𝐷𝜉 =𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2.

Доказательство. По определению 𝐷𝜉 = 𝑀(𝜉 − 𝑀𝜉)2, раскрыв
квадрат разности, получим

𝐷𝜉 =𝑀(𝜉 −𝑀𝜉)2 =𝑀(𝜉2 − 2𝜉𝑀𝜉 + (𝑀𝜉)2) =

=𝑀𝜉2 − 2𝑀(𝜉𝑀𝜉) +𝑀((𝑀𝜉)2) =𝑀𝜉2 − 2𝑀𝜉𝑀𝜉 + (𝑀𝜉)2 =

=𝑀𝜉2 − 2(𝑀𝜉)2 + (𝑀𝜉)2 =𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2.

5. Дисперсия любой случайной величины неотрицательна, то есть ∀𝜉
𝐷𝜉 ≥ 0.

Доказательство. Имеем (𝜉−𝑀𝜉)2 ≥ 0, следовательно,𝐷𝜉 =𝑀(𝜉−
𝑀𝜉)2 ≥ 0.

6. Пусть 𝜉 и 𝜂 — независимые случайные величины, тогда

𝐷(𝜉 + 𝜂) = 𝐷𝜉 +𝐷𝜂.

Доказательство. Имеем

𝐷(𝜉 + 𝜂) =𝑀(𝜉+𝜂)2−(𝑀(𝜉+𝜂))2 =𝑀𝜉2+2𝑀(𝜉𝜂)+𝑀𝜂2−(𝑀(𝜉+𝜂))2 =

=𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2 + 2𝑀(𝜉𝜂)− 2𝑀𝜉𝑀𝜂 +𝑀𝜂2 − (𝑀𝜂)2.

Так как 𝜉 и 𝜂 — независимые случайные величины, то 𝑀(𝜉𝜂) =
𝑀𝜉𝑀𝜂. Следовательно,

𝐷(𝜉 + 𝜂) =𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2 + 2𝑀𝜉𝑀𝜂 − 2𝑀𝜉𝑀𝜂 +𝑀𝜂2 − (𝑀𝜂)2 =

=𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2 +𝑀𝜂2 − (𝑀𝜂)2 = 𝐷𝜉 +𝐷𝜂.

7. Пусть 𝜉 и 𝜂 — независимые случайные величины, тогда

𝐷(𝜉𝜂) = 𝐷𝜉𝐷𝜂.
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Теорема 1. Пусть 𝑔(𝑡) — непрерывная функция. Тогда для любой
абсолютно непрерывной случайной величины 𝜉 и случайной величины
𝜂 = 𝑔(𝜉) верна формула

𝑀𝜂 =𝑀(𝑔(𝜉)) =

+∞∫︁
−∞

𝑔(𝑥)𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥.

Пример. Для абсолютно непрерывной случайной величины 𝜉, задан-
ной плотностью, нужно посчитать дисперсию по определению и по фор-
муле вычисления дисперсии.

𝜌𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩
1

7
, 𝑥 ∈ (0, 7),

0, 𝑥 /∈ (0, 7).

Решение. Сначала посчитаем значение дисперсии по формуле вы-
числения дисперсии из свойств дисперсии.

𝐷𝜉 =𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2.

Для этого найдем математическое ожидание, которое по определению
равно

𝑀𝜉 =
+∞∫︀
−∞

𝑥 · 𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥, тогда

𝑀𝜉 =

0∫︁
−∞

𝑥 · 0𝑑𝑥+
7∫︁

0

𝑥 · 1
7
𝑑𝑥+

+∞∫︁
0

𝑥 · 0𝑑𝑥 =
7

2
.

Теперь находим математическое ожидание квадрата случайной вели-

чины, которое по определению равно 𝑀𝜉 =
+∞∫︀
−∞

𝑥2 · 𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥, тогда, под-
ставив плотность распределения, получаем

𝑀𝜉2 =

0∫︁
−∞

𝑥2 · 0𝑑𝑥+
7∫︁

0

𝑥2 · 1
7
𝑑𝑥+

+∞∫︁
0

𝑥2 · 0𝑑𝑥 =
49

3
.

После того, как мы нашли все необходимые величины, подставляем
их в формулу для дисперсии:

𝐷𝜉 =𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2 =
49

3
− 49

4
=

49

12
.

Теперь посчитаем значение дисперсии по формуле из определения.

𝐷𝜉 =𝑀(𝜉 −𝑀𝜉)2.
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Для подстановки в данную формулу нашу плотность мы используем
теорему 1 и получаем

𝐷𝜉 =𝑀(𝜉 −𝑀𝜉)2 =

+∞∫︁
−∞

(𝑥−𝑀𝜉)2𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =

0∫︁
−∞

(𝑥−𝑀𝜉)2 · 0𝑑𝑥+

+

7∫︁
0

(𝑥−𝑀𝜉)2 · 1
7
𝑑𝑥+

+∞∫︁
0

(𝑥−𝑀𝜉)2 · 0𝑑𝑥 =

7∫︁
0

(𝑥− 3, 5)2 · 1
7
𝑑𝑥 =

=

7∫︁
0

(𝑥2 − 7𝑥+ 12, 25) · 1
7
𝑑𝑥 =

49

12
.

Как мы можем заметить, обе формулы дают одинаковое значение дис-
персии.

4.5 Примеры дискретных распределений

4.5.1 Биномиальное распределение

Говорят, что случайная величина 𝜉 имеет биномиальное распределе-
ние, если 𝜉 — это число успехов в схеме Бернулли, то есть

𝑝{𝜉 = 𝑖} = 𝐶𝑖
𝑛𝑝

𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖, ∀𝑖 = 0, 𝑛,

𝜉 ∈ 𝐵(𝑛, 𝑝), 𝑝 ∈ (0, 1), 𝑛 ∈ N.
Проверим, что сумма вероятностей всех значений 𝜉𝑖 равна 1.

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑝{𝜉 = 𝑖} =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖
𝑛𝑝

𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖.

Применив формулу бинома Ньютона (𝑎+𝑏)𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝑎

𝑛−𝑘𝑏𝑘, получим

(𝑝+ (1− 𝑝))𝑛 = 1.

Теорема. Математическое ожидание случайной величины 𝜉, имею-
щей биномиальное распределение,

𝑀𝜉 = 𝑛𝑝.
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Доказательство.

𝑀𝜉 =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝜉𝑖𝑝𝑖 =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑖𝐶𝑖
𝑛𝑝

𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛!

(𝑖− 1)!(𝑛− 𝑖)!
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖.

Сделаем замену. Пусть 𝑘 = 𝑖− 1, тогда 𝑖 = 𝑘 + 1, 𝑖 = 𝑛⇒ 𝑘 = 𝑛− 1,
тогда

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑛𝑝(𝑛− 1)!

𝑘!(𝑛− 𝑘 − 1)!
𝑝𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘−1 = 𝑛𝑝

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(𝑛− 1)!

𝑘!((𝑛− 1)− 𝑘)!
𝑝𝑘(1− 𝑝)(𝑛−1)−𝑘.

Cнова применим формулу бинома Ньютона и получим

𝑛𝑝
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛−1 𝑝

𝑘(1− 𝑝)(𝑛−1)−𝑘 = 𝑛𝑝 (𝑝+ 1− 𝑝)𝑘−1 = 𝑛𝑝.

Теорема. Дисперсия случайной величины 𝜉, имеющей биномиальное
распределение,

𝐷𝜉 = 𝑛𝑝 (1− 𝑝) = 𝑛𝑝𝑞.

Доказательство. По формуле вычисления дисперсии

𝐷𝜉 =𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2.

Для нахождения дисперсии сначала посчитаем математическое ожида-
ние 𝜉2.

𝑀𝜉2 =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝜉𝑖
2𝑝𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑖2𝐶 𝑖
𝑛𝑝

𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖 =
𝑛∑︁
𝑖=1

(1 + (𝑖− 1))𝑛!

(𝑖− 1)!(𝑛− 𝑖)!
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖 =

=
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛!

(𝑖− 1)!(𝑛− 𝑖)!
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑖− 1)𝑛!

(𝑖− 1)!(𝑛− 𝑖)!
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖 =

= 𝑛𝑝+
𝑛∑︁
𝑖=2

𝑛!

(𝑖− 2)!(𝑛− 𝑖)!
𝑝𝑖(1− 𝑝)𝑛−𝑖.

Сделаем замену 𝑚 = 𝑖− 2, тогда

𝑛𝑝+ 𝑛(𝑛− 1)𝑝2
𝑛∑︁

𝑚=0

(𝑛− 2)!

𝑚!((𝑛− 2)−𝑚)!
𝑝𝑚(1− 𝑝)(𝑛−2)−𝑚 =

= 𝑛𝑝+ 𝑛(𝑛− 1)𝑝2 · 1 = 𝑛𝑝+ 𝑛2𝑝2 − 𝑛𝑝2.

Подставив полученное значение в формулу дисперсии, получим

𝐷𝜉 = 𝑛𝑝+ 𝑛2𝑝2 − 𝑛𝑝2 − 𝑛2𝑝2 = 𝑛𝑝− 𝑛𝑝2 = 𝑛𝑝(1− 𝑝) = 𝑛𝑝𝑞.
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Замечание. Среднеквадратическое отклонение 𝜉 находится по фор-
муле

𝜎𝜉 =
√︀
𝐷𝜉 =

√
𝑛𝑝𝑞.

Пример. Кубик бросается трижды. Какова вероятность получения
четного числа очков? Найти распределение четного числа очков, его ма-
тематическое ожидание и дисперсию.
Решение. Здесь 𝑛 = 3 (количество бросков), 𝑝 — вероятность полу-

чения четного числа во время каждого броска.

𝑝 =
3

6
=

1

2
, 𝑞 = 1− 𝑝 = 1− 1

2
=

1

2
, 𝑖 = 1 (количество успехов, то есть

получение четного числа).

Искомая вероятность 𝑃 = 𝐶𝑖
𝑛 ·𝑝𝑖 · (1−𝑝)𝑛−𝑖 = 𝐶1

3 ·
1

2
·
(︂
1− 1

2

)︂3−1
=

3

8
.

Математическое ожидание 𝑀𝜉 = 𝑛𝑝 = 3 · 1
2
=

3

2
.

Дисперсия 𝐷𝜉 = 𝑛𝑝𝑞 = 3 · 1
2
· 1
2
=

3

4
.

4.5.2 Распределение Пуассона

Говорят, что случайная величина 𝜉 имеет распределение Пуассона с
параметром 𝑎 > 0 (𝜉 ∈ Π(𝑎)), если

𝑝𝑖 = 𝑝{𝜉 = 𝑖} = 𝑎𝑖

𝑖!
𝑒−𝑎, 𝑖 = 0, 1, 2...

Теорема. Для распределения Пуассона

∞∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖 = 1.

Доказательство.
∞∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖

𝑖!
𝑒−𝑎.

Вынося константу за знак суммы и зная разложение экспоненциальной
функции в ряд Маклорена, получим

∞∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖 = 𝑒−𝑎
∞∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖

𝑖!
= 𝑒−𝑎𝑒𝑎 = 1.
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Теорема. Математическое ожидание случайной величины 𝜉, имею-
щей распределение Пуассона, вычисляется по формуле 𝑀𝜉 = 𝑎.

Доказательство.

𝑀𝜉 =
∞∑︁
𝑖=0

𝜉𝑖𝑝𝑖 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑖
𝑎𝑖

𝑖!
𝑒−𝑎 = 𝑒−𝑎

∞∑︁
𝑖=1

𝑎

(𝑖− 1)!
.

Сделаем замену. Пусть 𝑚 = 𝑖 − 1, тогда 𝑖 = 𝑚 + 1, 𝑖 = 1 ⇒ 𝑚 = 0,
𝑖 → ∞ ⇒ 𝑚 → ∞. Зная разложение экспоненциальной функции в ряд
Маклорена, имеем

𝑒−𝑎
∞∑︁

𝑚=0

𝑎𝑚+1

𝑚!
= 𝑎𝑒−𝑎

∞∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚

𝑚!
= 𝑎𝑒−𝑎𝑒𝑎 = 𝑎.

Теорема. Дисперсия случайной величины 𝜉, имеющей распределение
Пуассона, вычисляется по формуле 𝐷𝜉 = 𝑎.

Доказательство. Известно, что

𝐷𝜉 =𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2.

Для нахождения дисперсии сначала посчитаем математическое ожида-
ние квадрата 𝜉:

𝑀𝜉2 =
∞∑︁
𝑖=0

𝜉2𝑖 𝑝𝑖 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑖2
𝑎𝑖

𝑖!
𝑒−𝑎 = 𝑒−𝑎

∞∑︁
𝑖=1

(1 + (𝑖− 1))𝑎𝑖

(𝑖− 1)!
=

= 𝑒−𝑎
∞∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖

(𝑖− 1)!
+ 𝑒−𝑎

∞∑︁
𝑖=1

(𝑖− 1)𝑎𝑖

(𝑖− 1)!
= 𝑎+ 𝑒−𝑎

∞∑︁
𝑖=2

𝑎𝑖−2𝑎2

(𝑖− 2)!
.

Сделаем замену. Пусть 𝑘 = 𝑖 − 2, тогда 𝑖 = 𝑘 + 2, 𝑖 = 2 ⇒ 𝑘 = 0,
𝑖→∞⇒ 𝑘 →∞. Тогда

𝑀𝜉2 = 𝑎+ 𝑒−𝑎𝑎2
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘

𝑘!
= 𝑎+ 𝑎2𝑒−𝑎𝑒𝑎 = 𝑎2 + 𝑎.

Подставляем полученное значение в формулу дисперсии, получаем

𝐷𝜉 =𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2 = 𝑎2 + 𝑎− 𝑎2 = 𝑎.
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Замечание. Среднеквадратическое отклонение 𝜉 находится по фор-
муле

𝜎𝜉 =
√︀
𝐷𝜉 =

√
𝑎.

Пример. Станок-автомат штампует детали. Вероятность того, что
изготовленная деталь окажется бракованной, равна 0,001. Найти веро-
ятность того, что среди 350 деталей окажется ровно 3 бракованных.
Определить закон распределения случайной величины 𝜉 и ее числовые
характеристики.

Решение. Вероятность события, состоящего в том, что деталь ока-
жется бракованной, мала, а число 𝑛 велико, поэтому воспользуемся рас-
пределением Пуассона

𝑝𝑖 =
𝑎𝑖

𝑖!
𝑒−𝑎,

где 𝑎 = 𝑛𝑝 = 350 · 0, 001 = 0, 35.
Искомая вероятность

𝑝350(3) =
0, 352 · 𝑒−0,35

3!
= 0, 005.

Закон распределения случайной величины 𝜉

𝑝350(𝑖) =
0, 35𝑖 · 𝑒−0,35

𝑖!
.

Математическое ожидание 𝑀𝜉 = 𝑎 = 0, 35.
Дисперсия 𝐷𝜉 = 𝑎 = 0, 35.

4.5.3 Геометрическое распределение

Говорят, что случайная величина 𝜉 имеет геометрическое распределе-
ние 𝜉 ∈ Γ(𝑝) с параметром 𝑝 ∈ (0; 1), если

𝑝𝑖 = 𝑝{𝜉 = 𝑖} = 𝑝𝑖(1− 𝑝), 𝑖 = 0, 1, 2 . . .

Теорема. Для геометрического распределения выполняется

∞∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖 = 1.

Доказательство. Зная разложение в ряд Маклорена функции

1

1− 𝑥
=

∞∑︁
𝑖=0

𝑥𝑖, |𝑥| < 1,
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имеем ∞∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑝𝑖(1− 𝑝) = (1− 𝑝)−1(1− 𝑝) = 1.

Теорема о дифференцируемости функционального ряда.

Функциональный ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑓𝑛(𝑥) можно почленно дифференцировать лю-

бое число раз на промежутке, целиком входящем в интервал сходимости.

Теорема. Математическое ожидание случайной величины 𝜉, имею-
щей геометрическое распределение, вычисляется по формуле

𝑀𝜉 =
𝑝

1− 𝑝
.

Доказательство. Используя теорему о дифференцируемости функцио-
нального ряда, приведенную выше, получаем

𝑀𝜉 =
∞∑︁
𝑖=0

𝜉𝑖𝑝𝑖 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑖𝑝𝑖(1−𝑝) = 𝑝(1−𝑝)
∞∑︁
𝑖=1

𝑖𝑝𝑖−1 = 𝑝(1−𝑝)
∞∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖)′
⃒⃒⃒
𝑥=𝑝

=

= 𝑝(1− 𝑝)

(︃ ∞∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

)︃′ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑝

= 𝑝(1− 𝑝)
(︁ 1

1− 𝑥
− 1
)︁′ ⃒⃒⃒

𝑥=𝑝
=

= 𝑝(1− 𝑝)
(︁ 1

(1− 𝑥)2

)︁⃒⃒⃒
𝑥=𝑝

=
𝑝(1− 𝑝)

(1− 𝑝)2
=

𝑝

1− 𝑝
.

Теорема. Дисперсия случайной величины 𝜉, имеющей геометриче-
ское распределение, вычисляется по формуле

𝐷𝜉 =
𝑝

(1− 𝑝)2
.

Доказательство. Известно, что

𝐷𝜉 =𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2.

Для нахождения дисперсии сначала посчитаем математическое ожи-
дание 𝜉2:

𝑀𝜉2 =
∞∑︁
𝑖=0

𝜉2𝑖 𝑝𝑖 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑖2𝑝𝑖(1− 𝑝) = 𝑝(1− 𝑝)
∞∑︁
𝑖=1

𝑖2𝑝𝑖−1 =
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= 𝑝(1−𝑝)
∞∑︁
𝑖=1

𝑖((𝑖−1)+1)𝑝𝑖−1 = 𝑝(1−𝑝)
∞∑︁
𝑖=1

𝑖(𝑖−1)𝑝𝑖−1+𝑝(1−𝑝)
∞∑︁
𝑖=1

𝑖𝑝𝑖−1 =

=
𝑝

1− 𝑝
+ (1− 𝑝)𝑝2

(︃ ∞∑︁
𝑖=2

𝑖(𝑖− 1)𝑝𝑖−2
)︃
.

Используя теорему о дифференцируемости функционального ряда,
получаем

𝑝

1− 𝑝
+ (1− 𝑝)𝑝2

∞∑︁
𝑖=2

(𝑥𝑖)′′
⃒⃒⃒
𝑥=𝑝

=
𝑝

1− 𝑝
+ (1− 𝑝)𝑝2

(︁ 1

1− 𝑥
− 1− 𝑥

)︁′′
𝑥=𝑝

=

=
𝑝

1− 𝑝
+ (1− 𝑝)𝑝2

(︃
2

(1− 𝑥)3

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑝

=
𝑝

1− 𝑝
+ (1− 𝑝)𝑝2

2

(1− 𝑝)3
=

=
𝑝

1− 𝑝
+

2𝑝2

(1− 𝑝)2
.

Подставим значение в формулу вычисления дисперсии, получим

𝐷𝜉 =
𝑝

1− 𝑝
+

2𝑝2

(1− 𝑝)2
− 𝑝2

(1− 𝑝)2
=
𝑝− 𝑝2 + 𝑝2

(1− 𝑝)2
=

𝑝

(1− 𝑝)2
.

Замечание. Среднеквадратическое отклонение 𝜉 находится по фор-
муле

𝜎𝜉 =
√︀
𝐷𝜉 =

√
𝑝

(1− 𝑝)
.

Пример. Производится ряд попыток завести двигатель, каждая
попытка длительностью 10 секунд заканчивается запуском двигателя
независимо от других с вероятностью 0, 7. Найти распределение количе-
ства попыток запуска двигателя. Вычислить математическое ожидание
и дисперсию случайной величины.

Решение. Рассмотрим возможные варианты.
Вероятность завести двигатель с 1-й попытки равна 𝑝(1) = 0, 7.
Вероятность завести двигатель со 2-й попытки равна 𝑝(2) = (1−0, 7) ·

0, 7 = 0, 21.
Вероятность завести двигатель с 3-й попытки равна 𝑝(3) = (1−0, 7)2 ·

0, 7 = 0, 063.
Вероятность завести двигатель с 𝑖-й попытки равна 𝑝(𝑖) = (1−0, 7)𝑖−1·

0, 7.
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Общее число попыток запуска двигателя подчинено геометрическому
закону распределения

𝑝(𝜉 = 𝑖) = 𝑝𝑖−1(1− 𝑝).

В данном случае 𝑝 = 1−0, 7 = 0, 3. Найдем математическое ожидание
и дисперсию

𝑀𝜉 =
𝑝

1− 𝑝
=

0, 3

0, 7
≈ 0, 429.

𝐷𝜉 =
𝑝

(1− 𝑝)2
=

0, 3

0, 49
≈ 0, 612.

4.6 Примеры абсолютно непрерывных распределений

4.6.1 Равномерное распределение

Случайная величина 𝜉 имеет равномерное распределение на отрезке
[𝑎, 𝑏], если ее плотность задана функцией

𝜌𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩
1

𝑏− 𝑎
, 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏],

0, 𝑥 /∈ [𝑎; 𝑏].

График плотности представлен далее

Рис.1. График плотности равномерного распределения

При этом соблюдается основное свойство плотности

∞∫︁
−∞

𝜌𝜉(𝑡)𝑑𝑡 =
1

𝑏− 𝑎

∞∫︁
−∞

𝑑𝑡 =
1

𝑏− 𝑎
𝑡

⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎

=
𝑏− 𝑎

𝑏− 𝑎
= 1.
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Так как по определению для абсолютно непрерывной случайной ве-
личины

𝐹𝜉(𝑥) =

𝑥∫︁
−∞

𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥,

то функция распределения находится следующим образом.
Если 𝑥 < 𝑎, то 𝜌𝜉(𝑥) = 0,

𝐹𝜉(𝑥) =

𝑎∫︁
−∞

0𝑑𝑡 = 0.

Если 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, то 𝜌𝜉(𝑥) =
1

𝑏− 𝑎
,

𝐹𝜉(𝑥) =

𝑎∫︁
−∞

0𝑑𝑡+

𝑥∫︁
𝑎

1

𝑏− 𝑎
𝑑𝑡 = 0 +

𝑥

𝑏− 𝑎
− 𝑎

𝑏− 𝑎
=
𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎
.

Если 𝑥 > 𝑏, то 𝜌𝜉(𝑥) = 0,

𝐹𝜉(𝑥) =

𝑎∫︁
−∞

0𝑑𝑡+

𝑏∫︁
𝑎

1

𝑏− 𝑎
𝑑𝑡+

+∞∫︁
𝑏

0𝑑𝑡 = 0 +
𝑏

𝑏− 𝑎
− 𝑎

𝑏− 𝑎
+ 0 =

𝑏− 𝑎

𝑏− 𝑎
= 1.

Окончательно получаем

𝐹𝜉(𝑥) =

𝑥∫︁
−∞

𝜌𝜉(𝑡)𝑑𝑡 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 𝑥 < 𝑎,
𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎
, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,

1, 𝑥 > 𝑏.

Рис.2. График функции равномерного распределения
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Теорема. Математическое ожидание равномерного распределения
равно

𝑀𝜉 =
𝑎+ 𝑏

2
.

Доказательство. Найдем математическое ожидание абсолютно непре-
рывной случайной величины по определению

𝑀𝜉 =

∞∫︁
−∞

𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎

𝑥𝑑𝑥 =
1

2(𝑏− 𝑎)
𝑥2
⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎

=
𝑏2 − 𝑎2

2(𝑏− 𝑎)
=
𝑎+ 𝑏

2
.

Пример. Случайная величина 𝜉 равномерно распределена на отрезке
[𝑎, 5]. Найти параметр 𝑎, если известно, что 𝑀𝜉 = 2.

Решение. Найдем параметр 𝑎, через математическое ожидание

равномерного распределения 𝑀𝜉 =
𝑎+ 𝑏

2
. Подставим 𝑏 = 5 и 𝑀𝜉 = 2,

получаем 2 =
𝑎+ 5

2
, откуда 𝑎 = −1.

Теорема. Дисперсия равномерного распределения равна

𝐷𝜉 =
(𝑏− 𝑎)2

12
.

Доказательство. Найдем дисперсию по определению

𝐷𝜉 =𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2.

Для нахождения дисперсии сначала посчитаем математическое ожида-
ние 𝜉2:

𝑀𝜉2 =

∞∫︁
−∞

𝑥2𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎

𝑥2𝑑𝑥 =
1

3(𝑏− 𝑎)
𝑥3
⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎

=

=
𝑏3 − 𝑎3

3(𝑏− 𝑎)
=
𝑎2 + 𝑎𝑏+ 𝑏2

3
.

Подставляем полученное значение и математическое ожидание в фор-
мулу дисперсии

𝐷𝜉 =
𝑎2 + 𝑎𝑏+ 𝑏2

3
−
(︁𝑎+ 𝑏

2

)︁2
=

4𝑎2 + 4𝑎𝑏+ 4𝑏2 − 3𝑎2 − 6𝑎𝑏− 3𝑏2

12
=

=
𝑏2 − 2𝑎𝑏+ 𝑎2

12
=

(𝑏− 𝑎)2

12
.
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Замечание. Среднеквадратическое отклонение случайной величины
𝜉, имеющей равномерное распределение, находится по формуле

𝜎𝜉 =
√︀
𝐷𝜉 =

√︂
(𝑏− 𝑎)2

12
=
𝑏− 𝑎

2
√
3
.

4.6.2 Треугольное распределение

Случайная величина 𝜉 имеет треугольное распределение на отрезке
[𝑎, 𝑏], если ее плотность задана функцией

𝜌𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 /∈ [𝑎; 𝑏]
4(𝑥− 𝑎)

(𝑏− 𝑎)2
, 𝑥 ∈ [𝑎;

𝑎+ 𝑏

2
]

4(𝑏− 𝑥)

(𝑏− 𝑎)2
, 𝑥 ∈ [

𝑎+ 𝑏

2
; 𝑏]

Рис.3. График плотности треугольного распределения

При этом выполняется основное свойство функции плотности, а имен-
но ∫︁ ∞

−∞
𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑎+𝑏
2

𝑎

4(𝑥− 𝑎)

(𝑏− 𝑎)2
𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑎+𝑏
2

4(𝑏− 𝑥)

(𝑏− 𝑎)2
𝑑𝑥 =

=
4

(𝑏− 𝑎)2
·
(︃(︂

𝑥2

2
− 𝑎𝑥

)︂ ⃒⃒⃒⃒𝑎+𝑏
2

𝑎

+

(︂
𝑏𝑥− 𝑥2

2

)︂ ⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎+𝑏
2

)︃
=

4

(𝑏− 𝑎)2
·

·
(︂
(𝑎+ 𝑏)2

8
− 𝑎(𝑎+ 𝑏)

2
− 𝑎2

2
+ 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑏2

2
− 𝑏(𝑎+ 𝑏)

2
+

(𝑎+ 𝑏)2

8

)︂
=
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=
4

(𝑏− 𝑎)2

(︂
(𝑎+ 𝑏)2 − 2𝑎(𝑎+ 𝑏) + 2𝑎2 + 2𝑏2 − 2𝑏(𝑎+ 𝑏)

4

)︂
=

=
4

(𝑏− 𝑎)2

(︂
(𝑎+ 𝑏)2 − 2(𝑎+ 𝑏)2 + 2𝑎2 + 2𝑏2

4

)︂
=

=
2𝑎2 + 2𝑏2 − (𝑎+ 𝑏)2

(𝑏− 𝑎)2
=
𝑎2 − 2𝑎𝑏+ 𝑏2

(𝑏− 𝑎)2
=

(𝑏− 𝑎)2

(𝑏− 𝑎)2
= 1.

Так как по определению для абсолютно непрерывной случайной ве-
личины

𝐹𝜉(𝑥) =

𝑥∫︁
−∞

𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥,

то функция распределения имеет следующий вид.

𝐹𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑥 < 𝑎

2(𝑥− 𝑎)2

(𝑏− 𝑎)2
, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎+ 𝑏

2

1− 2(𝑏− 𝑥)2

(𝑏− 𝑎)2
,

𝑎+ 𝑏

2
≤ 𝑥 ≤ 𝑏

1, 𝑥 > 𝑏

Рис.4. График функции треугольного распределения

Теорема. Математическое ожидание треугольного распределения
равно

𝑀𝜉 =
(𝑎+ 𝑏)

2
.
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Доказательство.

𝑀𝜉 =

∫︁ ∞

−∞
𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =

4

(𝑏− 𝑎)2

(︃∫︁ 𝑎+𝑏
2

𝑎

𝑥(𝑥− 𝑎)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑎+𝑏
2

𝑥(𝑏− 𝑥)𝑑𝑥

)︃
=

=
4

(𝑏− 𝑎)2

(︃(︂
𝑥3

3
− 𝑎𝑥2

2

)︂ ⃒⃒⃒⃒𝑎+𝑏
2

𝑎

+

(︂
𝑏𝑥2

2
− 𝑥3

3

)︂ ⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎+𝑏
2

)︃
=

4

(𝑏− 𝑎)2
·

·
(︂
(𝑎+ 𝑏)3

24
− 𝑎(𝑎+ 𝑏)2

8
− 𝑎3

3
+
𝑎3

2
+
𝑏3

2
− 𝑏3

3
− 𝑏(𝑎+ 𝑏)2

8
+

(𝑎+ 𝑏)3

24

)︂
=

=
4

(𝑏− 𝑎)2

(︂
2(𝑎+ 𝑏)3 − 3(𝑎+ 𝑏)3 + 4𝑎3 + 4𝑏3

24

)︂
=

4𝑎3 + 4𝑏3 − (𝑎+ 𝑏)2

6(𝑏− 𝑎)2
=

=
4𝑎3 + 4𝑏3 − 𝑎3 − 3𝑎2𝑏− 3𝑎𝑏2 − 𝑏3

6(𝑏− 𝑎)2
=

3𝑎3 − 3𝑎2𝑏− 3𝑎𝑏2 + 3𝑏3

6(𝑏− 𝑎)2
=

=
𝑎2(𝑎− 𝑏) + 𝑏2(𝑏− 𝑎)

2(𝑏− 𝑎)2
=

(𝑎+ 𝑏)(𝑏− 𝑎)2

2(𝑏− 𝑎)2
=
𝑎+ 𝑏

2
.

Теорема. Дисперсия треугольного распределения равна

𝐷𝜉 =
(𝑏− 𝑎)2

24
.

Доказательство. Будем использовать формулу вычисления дисперсии

𝐷𝜉 =𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2.

Сначала посчитаем математическое ожидание квадрата 𝜉:

𝑀𝜉2 =

∫︁ ∞

−∞
𝑥2𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =

4

(𝑏− 𝑎)2

(︃∫︁ 𝑎+𝑏
2

𝑎

𝑥2(𝑥− 𝑎)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑎+𝑏
2

𝑥2(𝑏− 𝑥)𝑑𝑥

)︃
=

=
4

(𝑏− 𝑎)2

(︃(︂
𝑥4

4
− 𝑎𝑥3

3

)︂ ⃒⃒⃒⃒𝑎+𝑏
2

𝑎

+

(︂
𝑏𝑥3

3
− 𝑥4

4

)︂ ⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎+𝑏
2

)︃
=

4

(𝑏− 𝑎)2
·

·
(︂
(𝑎+ 𝑏)4

64
− 𝑎(𝑎+ 𝑏)3

24
− 𝑎4

4
+
𝑎4

3
+
𝑏4

3
− 𝑏4

4
− 𝑏(𝑎+ 𝑏)3

24
+

(𝑎+ 𝑏)4

64

)︂
=

=
4

(𝑏− 𝑎)2

(︂
3(𝑎+ 𝑏)2 − 4𝑎(𝑎+ 𝑏)3 + 8𝑎4 + 8𝑏4 − 4𝑏(𝑎+ 𝑏)3

96

)︂
=

=
8𝑎4 + 8𝑏4 − (𝑎+ 𝑏)4

24(𝑏− 𝑎)2
=

8𝑎4 + 8𝑏4 − 𝑎4 − 4𝑎3𝑏− 6𝑎2𝑏2 − 4𝑎𝑏3 − 𝑏4

24(𝑏− 𝑎)2
=
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=
7𝑎4 + 7𝑏4 − 4𝑎3𝑏− 6𝑎2𝑏2 − 4𝑎𝑏3

24(𝑏− 𝑎)2
=

=
3𝑎4 + 4𝑎4 + 3𝑏4 + 4𝑏4 − 4𝑎3𝑏− 4𝑎𝑏3 − 3𝑎2𝑏2 − 3𝑎2𝑏2

24(𝑏− 𝑎)2
=

=
4𝑎3(𝑎− 𝑏) + 4𝑏3(𝑏− 𝑎) + 3𝑎2(𝑎2 − 𝑏2) + 3𝑏2(𝑏2 − 𝑎2)

24(𝑏− 𝑎)2
=

=
4(𝑏− 𝑎)(𝑏3 − 𝑎3) + 3(𝑏2 − 𝑎2)(𝑏2 − 𝑎2)

24(𝑏− 𝑎)2
=

=
(𝑏− 𝑎)2(4𝑎2 + 4𝑎𝑏+ 4𝑏2 + 3𝑎2 + 6𝑎𝑏+ 3𝑏2)

24(𝑏− 𝑎)2
=

7𝑎2 + 10𝑎𝑏+ 7𝑏2

24
.

Подставляем полученное значение в формулу дисперсии:

𝐷𝜉 =
7𝑎2 + 10𝑎𝑏+ 7𝑏2 − 6𝑎2 − 12𝑎𝑏− 6𝑏2

24
=

(𝑏− 𝑎)2

24
.

Замечание. Среднеквадратическое отклонение случайной величины
𝜉, имеющей треугольное распределение, находится по формуле

𝜎𝜉 =
√︀
𝐷𝜉 =

√︂
(𝑏− 𝑎)2

24
=
𝑏− 𝑎

2
√
6
.

4.6.3 Показательное распределение

Случайная величина 𝜉 имеет показательное (экспоненциальное) рас-
пределение, если ее плотность задана функцией

𝜌𝜉(𝑥) =

{︃
0, 𝑥 ≤ 0,

𝜆𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 > 0,

где 𝜆 > 0 — параметр. Построим график плотности.

Рис.5. График плотности показательного распределения
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Проверим выполнение основного свойства плотности

+∞∫︁
−∞

𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =

+∞∫︁
0

𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥 = −𝑒−𝜆𝑥
⃒⃒⃒+∞
0

= 1− lim
𝑥→+∞

𝑒−𝜆𝑥 = 1− lim
𝑥→+∞

1

𝑒𝜆𝑥
= 1.

По определению функция распределения равна

𝐹𝜉(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥,

тогда функция показательного распределения имеет следующий вид:

𝐹𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩0, 𝑥 ∈ (−∞; 0),
𝑥∫︀
0

𝜆𝑒−𝜆𝑡𝑑𝑡, 𝑥 ∈ [0; +∞).

Найдем интеграл
𝑥∫︁

0

𝜆𝑒−𝜆𝑡𝑑𝑡 = −
𝑥∫︁

0

𝑒−𝜆𝑡𝑑(−𝜆𝑡) = −𝑒−𝜆𝑡
⃒⃒⃒0
𝑥
= −𝑒−𝜆𝑥 − (−𝑒𝜆·0) = 1− 𝑒−𝜆𝑥,

получим

𝐹𝜉(𝑥) =

{︃
0, 𝑥 ∈ (−∞; 0),

1− 𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 ∈ [0; +∞).

Построим график функции распределения для показательного рас-
пределения:

Рис.6. График функции показательного распределения

Теорема. Математическое ожидание показательного распределения
равно

𝑀𝜉 =
1

𝜆
.

96



Доказательство.

𝑀𝜉 =

∞∫︁
−∞

𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =

∞∫︁
0

𝑥𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥,

применим формулу интегрирования по частям

𝑢 = 𝑥 , 𝑑𝑣 = 𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥, 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥, 𝑣 = −𝑒−𝜆𝑥,
получим

−𝑥𝑒−𝜆𝑥
⃒⃒⃒⃒∞
0

+

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥 = 0− 𝑒−𝜆𝑥

𝜆

⃒⃒⃒⃒∞
0

=
1

𝜆
.

Теорема. Дисперсия показательного распределения равна

𝐷𝜉 =
1

𝜆2
.

Доказательство. Математическое ожидание мы посчитали выше, по-
этому сразу перейдем к нахождению 𝑀𝜉2.

𝑀𝜉2 =

∞∫︁
−∞

𝑥2𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =

∞∫︁
0

𝑥2𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥,

применим формулу интегрирования по частям

𝑢 = 𝑥2, 𝑑𝑣 = 𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥, 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥, 𝑣 = −𝑒−𝜆𝑥

и получим

−𝑥2𝑒−𝜆𝑥
⃒⃒⃒⃒∞
0

+ 2

∞∫︁
0

𝑥𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥,

еще раз применим формулу интегрирования по частям, для этого сдела-
ем замену 𝑢 = 𝑥2, 𝑑𝑣 = 𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥 , 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥, 𝑣 = − 1

𝜆𝑒
−𝜆𝑥 , и получим

0− 2

𝜆
𝑥𝑒−𝜆𝑥

⃒⃒⃒⃒∞
0

+
2

𝜆

∞∫︁
0

𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥 = 0− 2
𝑒−𝜆𝑥

𝜆2

⃒⃒⃒⃒∞
0

=
2

𝜆2
.

Подставим значения в формулу дисперсии

𝐷𝜉 =𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2 =
2− 1

𝜆2
=

1

𝜆2
.
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Замечание. Среднеквадратическое отклонение обозначается как 𝜎𝜉
и находится по формуле

𝜎𝜉 =
√︀
𝐷𝜉 =

1

𝜆
.

Пример. Известно, что случайная величина 𝜉 имеет показательное
распределение с неизвестным параметром 𝜆, при этом𝑀𝜉 = 2. Найти 𝜆.

Решение. Зная, что математическое ожидание для показательного
распределения определяется формулой

𝑀𝜉 =
1

𝜆

и, подставив известное нам значение математического ожидания𝑀𝜉 = 2,

получим 2 =
1

𝜆
.

Следовательно, параметр показательного распределения 𝜆 = 0, 5.

4.6.4 Нормальное распределение

Случайная величина 𝜉 имеет нормальное распределение, если ее плот-
ность задана функцией

𝑝𝜉(𝑥) =
1√
2𝜋𝜎

𝑒−
(𝑥−𝑎)2

2𝜎2 .

Обозначим это 𝜉 ∈ 𝑁(𝑎, 𝜎), 𝑎 ∈ R, 𝜎 > 0.
Замечание. Помним, что для выкладок нам нужен интеграл Пуас-

сона
+∞∫︁
−∞

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡 =
√
2𝜋.

Проверим выполнение основного свойства плотности

+∞∫︁
−∞

1√
2𝜋𝜎

𝑒
−(𝑥−𝑎)2

2𝜎2 𝑑𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑡 = 𝑥− 𝑎

𝜎
, 𝑥 = 𝜎 + 𝑎, 𝑑𝑥 = 𝜎𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

+∞∫︁
−∞

1√
2𝜋𝜎

𝑒−
𝑡2

2 𝜎𝑑𝑡 =

√
2𝜋√
2𝜋

= 1.
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Построим график плотности

Рис.7. График плотности нормального распределения

По определению функция распределения равна

𝐹𝜉(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥,

тогда функция нормального распределения имеет следующий вид:

𝐹𝜉(𝑥) =
1√
2𝜋𝜎

𝑥∫︁
−∞

𝑒
−(𝑦−𝑎)2

2𝜎2 𝑑𝑦 =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑡 = 𝑦 − 𝑎

𝜎

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1√

2𝜋

𝑥−𝑎
𝜎∫︁

−∞
𝑒−

𝑡2

2 𝑑𝑡 =

= Φ

(︃
𝑥− 𝑎

𝜎

)︃
= 0, 5 + Φ0

(︃
𝑥− 𝑎

𝜎

)︃
.

Построим график функции распределения.

Рис.8. График функции нормального распределения
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Теорема. Математическое ожидание нормального распределения
равно 𝑀𝜉 = 𝑎.

Доказательство.

𝑀𝜉 =
1√
2𝜋𝜎

+∞∫︁
−∞

𝑥𝑒−
(𝑥−𝑎)2

2𝜎2 𝑑𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑡 = 𝑥− 𝑎

𝜎

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1√

2𝜋

+∞∫︁
−∞

(𝜎𝑡+ 𝑎)𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡 =

=
𝜎√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑡𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡+
𝑎√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡 = 𝑎− 𝜎√
2𝜋
𝑒−

𝑡2

2

⃒⃒⃒+∞
−∞

= 𝑎.

Теорема. Дисперсия нормального распределения равна 𝐷𝜉 = 𝜎2.

Доказательство.

𝑀𝜉2 =
1√
2𝜋𝜎

+∞∫︁
−∞

𝑥2𝑒−
(𝑥−𝑎)2

2𝜎2 𝑑𝑥 =
⃒⃒⃒
𝑡 =

𝑥− 𝑎

𝜎

⃒⃒⃒
=

1√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

(𝜎𝑡+ 𝑎)2𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡 =

=
𝜎2√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑡2𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡+
2𝑎𝜎√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑡𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡+
𝑎2√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡 =

= 𝑎2 + 0− 𝜎2√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑡𝑑𝑒
−𝑡2

2 = 𝑎2 − 𝜎2√
2𝜋

(︃
𝑡𝑒−

𝑡2

2

⃒⃒⃒⃒
⃒
+∞

−∞
−

+∞∫︁
−∞

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡

)︃
= 𝑎2 + 𝜎2.

𝐷𝜉 = 𝑎2 + 𝜎2 − 𝑎2 = 𝜎2.

Замечание. Среднеквадратическое отклонение находится по форму-
ле

𝜎𝜉 =
√︀
𝐷𝜉 = 𝜎.
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4.7 Многомерные случайные величины

𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) ∈ R
𝑛 называется случайным вектором (мно-

гомерной случайной величиной), если 𝜉 — измеримая функция в R𝑛.
То есть 𝑛-мерная случайная величина — вектор следующего вида:
𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, ..., 𝜉𝑛), где 𝜉𝑖 — одномерные случайные величины.

Виды многомерных случайных величин

∙ дискретные — все одномерные случайные величины являются
дискретными. То есть случайный вектор 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) на-
зовем многомерной дискретной случайной величиной, если ∀𝑖 =
1, . . . , 𝑛, 𝜉𝑖 — дискретная случайная величина;

∙ абсолютно непрерывные — все одномерные случайные величины
являются абсолютно непрерывными, при этом справедливо

∃𝜌𝜉(𝑥) = 𝜌(𝜉1,𝜉2,𝜉3,...,𝜉𝑛)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ..., 𝑥𝑛) :

𝑝{𝜉 ∈ 𝐵 ⊂ R𝑛} =
∫︁
𝐵

𝜌(𝜉1,𝜉2,𝜉3,...,𝜉𝑛)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ..., 𝑥𝑛)𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3...𝑑𝑥𝑛.

Функция 𝜌𝜉(𝑥) = 𝜌(𝜉1,𝜉2,𝜉3,...,𝜉𝑛)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ..., 𝑥𝑛) называется плот-
ностью распределения многомерной случайной величины
𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, ..., 𝜉𝑛).

Свойства плотности

1. ∀𝑥 ∈ R𝑛 : 𝜌𝜉(𝑥) ≥ 0.

2.
∫︀
R𝑛

𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 = 1.

3.
+∞∫︀
−∞

𝜌𝜉(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑑𝑥𝑛 = 𝜌(𝜉1,...,𝜉𝑛−1)(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1) — плотность распре-

деления случайного вектора (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛−1).

Функцией распределения многомерной случайной величины 𝜉 на-
зывается функция 𝐹𝜉(𝑥), определяемая следующим образом:

𝐹𝜉(𝑥) = 𝐹(𝜉1,𝜉2,𝜉3,...,𝜉𝑛)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ..., 𝑥𝑛) = 𝑃{𝜉 < 𝑥} =
= 𝑃{(𝜉1 < 𝑥1) ∩ (𝜉2 < 𝑥2) ∩ (𝜉3 < 𝑥3) ∩ ... ∩ (𝜉𝑛 < 𝑥𝑛)}.
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Свойства функции распределения

1. ∀𝑥 ∈ R𝑛, 0 6 𝐹𝜉(𝑥) 6 1.

2. 𝐹 (+∞,+∞, ...,+∞) = 1.

3. 𝐹 (−∞,−∞, ...,−∞) = 0.

4. 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, ...,−∞, ..., 𝑥𝑛) = 0,

5. 𝐹 (+∞,+∞, ..., 𝑥𝑖, ...,+∞) = 𝐹𝜉𝑖(𝑥𝑖).

6. 𝐹𝜉(𝑥1, 𝑥2, . . . ,+∞) = 𝐹(𝜉1,𝜉2)(𝑥1, 𝑥2).

7. 𝐹𝜉(𝑥) не убывает по каждому из аргументов при фиксированном
значении остальных аргументов.

8. Пусть 𝜉 — абсолютно непрерывная, тогда

(a) 𝐹𝜉(𝑥) =
𝑥1∫︀
−∞

𝑥2∫︀
−∞

𝑥3∫︀
−∞

· · ·
𝑥𝑛∫︀
−∞

𝜌(𝜉1,𝜉2,𝜉3,...,𝜉𝑛)(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, ..., 𝑡𝑛)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3...𝑑𝑡𝑛,

(b)
𝜕𝐹𝜉(𝑥)

𝜕𝑥1
=

𝑥2∫︀
−∞

𝑥3∫︀
−∞

𝑥4∫︀
−∞

· · ·
𝑥𝑛∫︀
−∞

𝜌(𝜉1,𝜉2,𝜉3,...,𝜉𝑛)(𝑥1, 𝑡2, 𝑡3, ..., 𝑡𝑛)𝑑𝑡2𝑑𝑡3𝑑𝑡4...𝑑𝑡𝑛,

(c)
𝜕2𝐹𝜉(𝑥)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
=

𝑥3∫︀
−∞

𝑥4∫︀
−∞

𝑥5∫︀
−∞

· · ·
𝑥𝑛∫︀
−∞

𝜌(𝜉1,𝜉2,𝜉3,...,𝜉𝑛)(𝑥1, 𝑥2, 𝑡3, ..., 𝑡𝑛)𝑑𝑡3𝑑𝑡4𝑑𝑡5...𝑑𝑡𝑛,

(d)
𝜕𝑛𝐹𝜉(𝑥)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2𝜕𝑥3...𝜕𝑥𝑛

= 𝜌𝜉(𝑥).

9. Для абсолютно непрерывных случайных величин функция распре-
деления непрерывная по всей совокупности аргументов.

Пример. Случайный вектор (𝜉, 𝜂) имеет плотность

𝜌(𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦) =
𝑎

1 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥2𝑦2
.

Найти коэффициент 𝑎. Найти одномерные плотности случайных вели-
чин 𝜉 и 𝜂.

Решение. Рассмотрим функцию 𝜌𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦), запишем ее в виде

𝜌(𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦) = 𝑎 · 1

1 + 𝑥2
· 1

1 + 𝑦2
.

1. Для получения коэффициента 𝑎 найдем интеграл плотности распре-
деления двумерной случайной величины:

+∞∫︁
−∞

+∞∫︁
−∞

𝜌(𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

+∞∫︁
−∞

𝑎

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

+∞∫︁
−∞

1

1 + 𝑦2
𝑑𝑦 =
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= 𝑎 · arctg 𝑥⃒⃒+∞−∞ arctg 𝑦
⃒⃒+∞
−∞ = 𝑎 · (arctg(+∞)− arctg(−∞))·

·(arctg(+∞)− arctg(−∞)) = 𝑎 ·
(︁𝜋
2
− −𝜋

2

)︁(︁𝜋
2
− −𝜋

2

)︁
= 𝑎𝜋2.

Из основного свойства плотности распределения мы знаем, что

+∞∫︁
−∞

+∞∫︁
−∞

𝜌(𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1.

То есть полученное выше значение тоже 1, откуда 𝑎 =
1

𝜋2
.

2. Чтобы найти плотность распределения 𝜌𝜉(𝑥), воспользуемся форму-
лой

𝜌𝜉(𝑥) =
1

𝜋2

+∞∫︁
−∞

𝜌(𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦.

Тогда найдем интеграл

𝜌𝜉(𝑥) =
1

𝜋2

+∞∫︁
−∞

𝜌(𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =
1

𝜋2
· 1

1 + 𝑥2
· arctg 𝑦⃒⃒+∞−∞ =

1

𝜋
· 1

1 + 𝑥2
.

Чтобы найти плотность распределения 𝜌𝜂(𝑦), воспользуемся анало-
гичной формулой

𝜌𝜂(𝑦) =
1

𝜋2

+∞∫︁
−∞

𝜌(𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥.

Проделав аналогичные шаги, получим похожую одномерную плот-
ность случайной величины 𝜂, а именно

𝜌𝜂(𝑦) =
1

𝜋
· 1

1 + 𝑦2
.

4.8 Независимые случайные величины и виды сходи-

мости

Случайные величины 𝜉, 𝜂 называются независимыми случайными
величинами, если выполняется равенство

𝐹(𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝜉(𝑥)𝐹𝜂(𝑦).
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Критерий независимости случайных величин

1. Абсолютно непрерывные случайные величины 𝜉 и 𝜂 независимы,
если и только если выполняется равенство

𝜌(𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦) = 𝜌𝜉(𝑥) · 𝜌𝜂(𝑦).

2. Дискретные случайные величины 𝜉 и 𝜂 независимы, если и только
если выполняется равенство

∀𝑖, 𝑗 𝑃{𝜉 = 𝑐𝑖, 𝜂 = 𝑑𝑗} = 𝑃{𝜉 = 𝑐𝑖} · 𝑃{𝜂 = 𝑑𝑗}.

Последовательность 𝜉𝑛 одномерных независимых случайных величин
слабо сходится к случайной величине 𝜉, если ∀𝑥 ∈ R

lim
𝑛→∞

𝐹𝜉𝑛(𝑥) = 𝐹𝜉(𝑥).

Обозначим слабую сходимость следующим образом:

𝜉𝑛 →
𝑛→∞

𝜉.

Последовательность 𝜉𝑛 одномерных независимых случайных величин
сходится «почти наверное» к случайной величине 𝜉, если

𝑝{𝜔 ∈ Ω : 𝜉𝑛(𝜔)−→
𝑛→∞

𝜉(𝜔)} = 1.

Обозначим сходимость «почти наверное» следующим образом:

𝜉𝑛
п.н.−→
𝑛→∞

𝜉.

Последовательность 𝜉𝑛 одномерных независимых случайных величин
сходится по вероятности к случайной величине 𝜉, если ∀ℰ > 0

lim
𝑛→∞

𝑝{𝜔 ∈ Ω : |𝜉𝑛(𝜔)− 𝜉(𝜔)| > ℰ} = 0.

Обозначим сходимость по вероятности следующим образом:

𝜉𝑛
𝑝−→

𝑛−→∞
𝜉.

Связь между сходимостями. Из слабой сходимости следует схо-
димость «почти наверное», a из сходимости «почти наверное» следует
сходимость по вероятности.
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4.9 Ковариация, коэффициент корреляции

Ковариацией (корреляционным моментом) двух случайных величин
𝜉 и 𝜂 называется число

𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) =𝑀((𝜉 −𝑀𝜉)(𝜂 −𝑀𝜂)) = 𝐾𝜉𝜂.

Коэффициентом корреляции двух случайных величин 𝜉 и 𝜂 называ-
ется

𝑟(𝜉, 𝜂) =
𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂)√
𝐷𝜉𝐷𝜂

.

Замечание. Ковариация и коэффициент корреляции характеризуют
степень линейной зависимости случайных величин. Чем больше по
модулю коэффициент корреляции, тем сильнее линейная зависимость
между величинами.

Если ковариация или коэффициент корреляции случайных величин
𝜉 и 𝜂 равны нулю, то случайные величины 𝜉 и 𝜂 называются некорре-
лированными.

Свойства ковариации

1. Для любых случайных величин 𝜉 и 𝜂 справедлива формула

𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) =𝑀(𝜉𝜂)−𝑀𝜉𝑀𝜂.

Доказательство.

𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) =𝑀(𝜉−𝑀𝜉)(𝜂−𝑀𝜂) =𝑀(𝜉𝜂− 𝜂𝑀𝜉− 𝜉𝑀𝜂+𝑀𝜉𝑀𝜂) =

=𝑀(𝜉, 𝜂)−𝑀𝜉𝑀𝜂 −𝑀𝜂𝑀𝜉 +𝑀𝜉𝑀𝜂.

2. Для любых случайных величин𝜉, 𝜂 и 𝜁 выполняются следующие
свойства:

𝑐𝑜𝑣(𝜉 + 𝜂, 𝜁) = 𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜁) + 𝑐𝑜𝑣(𝜂, 𝜁),

𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂 + 𝜁) = 𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) + 𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜁).

Доказательство. Докажем первое равенство.

𝑐𝑜𝑣(𝜉+𝜂, 𝜁) =𝑀((𝜉+𝜂)𝜁−𝜁𝑀(𝜉+𝜂)− (𝜉+𝜂)𝑀𝜁+𝑀(𝜉+𝜂)𝑀𝜁) =

=𝑀(𝜉𝜁 + 𝜂𝜁 − 𝜁𝑀𝜉 − 𝜁𝑀𝜂 − 𝜉𝑀𝜁 − 𝜂𝑀𝜁 +𝑀𝜉𝑀𝜁 +𝑀𝜂𝑀𝜁) =

=𝑀(𝜉𝜁− 𝜁𝑀𝜉− 𝜉𝑀𝜁+𝑀𝜉𝑀𝜁)+𝑀(𝜂𝜁− 𝜁𝑀𝜂− 𝜂𝑀𝜁+𝑀𝜂𝑀𝜁) =

= 𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜁) + 𝑐𝑜𝑣(𝜂, 𝜁).

Второе равенство доказывается аналогично.
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3. Если случайные величины 𝜉 и 𝜂 независимы, то 𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) = 0.

Доказательство. Для независимых случайных величин 𝜉 и 𝜂 верно
свойство 𝑀(𝜉𝜂) =𝑀(𝜉)𝑀(𝜂). Тогда получаем

𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) =𝑀(𝜉𝜂 − 𝜂𝑀𝜉 − 𝜉𝑀𝜂 +𝑀𝜉𝑀𝜂) =𝑀(𝜉𝜂)−𝑀𝜉𝑀𝜂−
−𝑀𝜂𝑀𝜉 +𝑀𝜉𝑀𝜂 =𝑀(𝜉𝜂)−𝑀𝜂𝑀𝜉 =𝑀𝜉𝑀𝜂 −𝑀𝜂𝑀𝜉 = 0.

Теорема о связи между дисперсией и ковариацией. Для любых
случайных величин 𝜉 и 𝜂 верны равенства

𝐷(𝜉 ± 𝜂) = 𝐷𝜉 ± 2𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) +𝐷𝜂.

Доказательство. По определению 𝐷𝜉 =𝑀(𝜉 −𝑀𝜉)2, тогда

𝐷(𝜉 + 𝜂) =𝑀((𝜉 + 𝜂)−𝑀(𝜉 + 𝜂))2 =𝑀((𝜉 −𝑀𝜉) + (𝜂 −𝑀𝜂))2 =

=𝑀((𝜉 −𝑀𝜉)2 + 2(𝜉 −𝑀𝜉)(𝜂 −𝑀𝜂) + (𝜂 −𝑀𝜂)2) =𝑀(𝜉 −𝑀𝜉)2+

+2𝑀(𝜉𝜂 − 𝜉𝑀𝜂 − 𝜂𝑀𝜉 +𝑀𝜉𝑀𝜂) +𝑀(𝜂 −𝑀𝜂)2 =𝑀(𝜉 −𝑀𝜉)2+

+2𝑀(𝜉(𝜂 −𝑀𝜂)−𝑀𝜉(𝜂 −𝑀𝜂)) +𝑀(𝜂 −𝑀𝜂)2 =𝑀(𝜉 −𝑀𝜉)2+

+2𝑀(𝜉 −𝑀𝜉)(𝜂 −𝑀𝜂) +𝑀(𝜂 −𝑀𝜂)2 = 𝐷𝜉 + 2𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) +𝐷𝜂.

Следствие 1. Для некоррелированных случайных величин 𝜉 и 𝜂

𝐷(𝜉 + 𝜂) = 𝐷𝜉 +𝐷𝜂.

Доказательство. Рассмотрим 𝐷(𝜉 + 𝜂) = 𝐷𝜉 + 2𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) +𝐷𝜂.
Если случайные величины 𝜉 и 𝜂 некоррелированные, то 𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) = 0,

тогда
𝐷(𝜉 + 𝜂) = 𝐷𝜉 +𝐷𝜂.

Следствие 2. Для попарно некоррелированных случайных величин
𝜉1, ..., 𝜉𝑘 верно равенство

𝐷

(︃
𝑘∑︁
𝑙=1

𝜉𝑙

)︃
=

𝑘∑︁
𝑙=1

𝐷𝜉𝑙.

106



Доказательство. По следствию 1 для некоррелированных случайных
величин 𝜉 и 𝜂 𝐷(𝜉 + 𝜂) = 𝐷𝜉 +𝐷𝜂, тогда

𝐷

(︃
𝑘∑︁
𝑙=1

𝜉𝑙

)︃
= 𝐷(𝜉1 + 𝜉2 + ...+ 𝜉𝑘) =

= 𝐷𝜉1 +𝐷𝜉2 + ...+𝐷𝜉𝑘 =
𝑘∑︁
𝑙=1

𝐷𝜉𝑙.

Свойства коэффициента корреляции

1. Для любых случайных величин 𝜉 и 𝜂 и для любых 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R верно
равенство

𝑟(𝑎𝜉 + 𝑏, 𝑐𝜂 + 𝑑) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎𝑐)𝑟(𝜉, 𝜂).

Доказательство.

𝑐𝑜𝑣(𝑎𝜉 + 𝑏, 𝑐𝜂+ 𝑑) =𝑀((𝑎𝜉 + 𝑏−𝑀(𝑎𝜉 + 𝑏))(𝑐𝜂+ 𝑑−𝑀(𝑐𝜂+ 𝑑))) =

=𝑀(𝑎𝜉 + 𝑏− 𝑎𝑀𝜉 − 𝑏)(𝑐𝜂 + 𝑑− 𝑐𝑀𝜂 − 𝑑) = 𝑎𝑐 · 𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂),
𝐷(𝑎𝜉 + 𝑏) = 𝑎2𝐷𝜉,

𝑟(𝑎𝜉 + 𝑏, 𝑐𝜂 + 𝑑) =
𝑎𝑐 · 𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂)√︀
𝑎2𝐷𝜉𝑐2𝐷𝜂

=
𝑎𝑐

|𝑎𝑐| ·
𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂)√
𝐷𝜉𝐷𝜂

= 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎𝑐)𝑟(𝜉, 𝜂).

2. Для любых случайных величин 𝜉, 𝜂 коэффициент корреляции
|𝑟(𝜉, 𝜂)| 6 1.

Доказательство. Пусть ̃︀𝜉 = 𝜉√
𝐷𝜉

, ̃︀𝜂 =
𝜂√
𝐷𝜂

.

𝐷(̃︀𝜉 ± ̃︀𝜂) = 𝐷̃︀𝜉 ± 2𝑐𝑜𝑣(̃︀𝜉, ̃︀𝜂) +𝐷̃︀𝜂 =

𝐷𝜉

𝐷𝜉
± 2

𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂)√
𝐷𝜉𝐷𝜂

+
𝐷𝜂

𝐷𝜂
= 2(1± 𝑟(𝜉, 𝜂)).

Так как дисперсия всегда неотрицательна, то левая часть этого ра-
венства неотрицательна, тогда

1 + 𝑟(𝜉, 𝜂) > 0 и 1− 𝑟(𝜉, 𝜂) > 0, что эквивалентно

−1 6 𝑟(𝜉, 𝜂) 6 1 или |𝑟(𝜉, 𝜂)| 6 1.
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3. Коэффициент корреляции |𝑟(𝜉, 𝜂)| = 1 тогда и только тогда, когда
существуют 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 ̸= 0, такие, что 𝜂 = 𝑎𝜉 + 𝑏.

Доказательство. Необходимость.

𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝑎𝜉 + 𝑏) =𝑀((𝜉 −𝑀𝜉)(𝑎𝜉 + 𝑏−𝑀(𝑎𝜉 + 𝑏))) =

=𝑀((𝜉 −𝑀𝜉)(𝑎𝜉 + 𝑏− 𝑎𝑀𝜉 − 𝑏)) =

=𝑀(𝜉𝑎𝜉 − 𝑎𝜉𝑀𝜉 − 𝑎𝜉𝑀𝜉 + 𝑎𝑀𝜉𝑀𝜉) = 𝑎 · 𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜉).
𝐷𝜉𝐷(𝑎𝜉 + 𝑏) = 𝑎2𝐷𝜉𝐷𝜉.

Тогда

𝑟(𝜉, 𝑎𝜉 + 𝑏) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎)𝑟(𝜉, 𝜉) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎)
𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜉)√
𝐷𝜉𝐷𝜉

=

= 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎)
𝑀((𝜉 −𝑀𝜉)(𝜉 −𝑀𝜉))√

𝐷𝜉𝐷𝜉
= 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎).

|𝑟(𝜉, 𝑎𝜉 + 𝑏)| = |𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎)|.
|𝑟(𝜉, 𝜂)| = 1.

Достаточность. Согласно первому свойству коэффициента корреля-
ции имеем

𝑟(𝜉, 𝜂) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎)𝑟(𝜉, 𝜉) =

= 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎)
𝑀((𝜉 −𝑀𝜉)(𝜉 −𝑀𝜉))√

𝐷𝜉𝐷𝜉
= 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎).

Значит, |𝑟(𝜉, 𝜂)| = |𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎)| = 1.

4. Если случайные величины 𝜉 и 𝜂 независимы, то 𝑟(𝜉, 𝜂) = 0.

Доказательство. Так как 𝜉 и 𝜂 — независимы, то𝑀(𝜉𝜂) =𝑀𝜉 ·𝑀𝜂.
Получим

𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) =𝑀(𝜉𝜂−𝜂𝑀𝜉−𝜉𝑀𝜂+𝑀𝜉𝑀𝜂) =𝑀(𝜉𝜂)−𝑀𝜉𝑀𝜂−𝑀𝜂𝑀𝜉+

+𝑀𝜉𝑀𝜂 =𝑀(𝜉𝜂)−𝑀𝜂𝑀𝜉 =𝑀𝜉𝑀𝜂 −𝑀𝜂𝑀𝜉 = 0.

Следовательно, 𝑟(𝜉, 𝜂) = 0.
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Пример 1. Случайный вектор (𝜉, 𝜂) имеет плотность

𝜌(𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋2(1 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥2𝑦2)
.

Установить, зависимы или нет случайные величины 𝜉 и 𝜂.

Решение. Рассмотрим функцию 𝜌𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦), запишем ее в виде

𝜌(𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋2
· 1

1 + 𝑥2
· 1

1 + 𝑦2
.

Чтобы установить зависимость случайных величин, надо понять, кор-
релируемые ли они. Свойство ковариации говорит о некоррелируемости
случайных величин

𝑐𝑜𝑣(𝜉𝜂) =𝑀(𝜉𝜂)−𝑀𝜉𝑀𝜂 = 0.

Проверим, коррелируемы ли величины.

𝑐𝑜𝑣(𝜉𝜂) =𝑀(𝜉𝜂)−𝑀𝜉𝑀𝜂 =

=
1

𝜋2

+∞∫︁
−∞

𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

+∞∫︁
−∞

𝑦

1 + 𝑦2
𝑑𝑦 − 1

𝜋2

+∞∫︁
−∞

𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

+∞∫︁
−∞

1

1 + 𝑦2
𝑑𝑦×

× 1

𝜋2

+∞∫︁
−∞

1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

+∞∫︁
−∞

𝑦

1 + 𝑦2
𝑑𝑦 =

1

4𝜋2
×

×
(︂(︁

ln(+∞)−ln(−∞)
)︁
−
(︁
ln(+∞)−ln(−∞)

)︁(︁
arctg(+∞)−arctg(−∞)

)︁)︂
=

=
1− 𝜋

4𝜋2

(︁
ln(+∞)− ln(−∞)

)︁
.

Как мы знаем, для натурального логарифма при отрицательном аргу-
менте не существует значения, а значит, и зависимости между двумя
случайными величинами 𝜉 и 𝜂 не существует.

Пример 2. Распределение вероятностей двумерного случайного век-
тора (𝜉, 𝜂) задано таблицей:

𝜂 𝜉

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-1 0,001 0,002 0,005 0,006 0,014 0,021 0,012 0,008 0,002 0,001

0 0,001 0,001 0,002 0,003 0,008 0,010 0,040 0,023 0,012 0,002

1 0,002 0,005 0,010 0,089 0,154 0,231 0,180 0,098 0,048 0,009

109



Найти одномерные законы распределения 𝜉 и 𝜂, их математические
ожидания и дисперсии, ковариацию и коэффициент корреляции между
𝜉 и 𝜂.

Решение.

1. Запишем законы распределения 𝜉 и 𝜂.

𝜉 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

𝑝 0,004 0,008 0,017 0,098 0,176 0,262 0,232 0,129 0,062 0,012
,

где 𝑝𝑖 — это сумма вероятностей в столбце начальной таблицы,∑︀
𝑝𝑖 = 1.

𝜂 -1 0 1

𝑝 0,072 0,102 0,826
,

где 𝑝𝑖 — это сумма вероятностей в строке начальной таблицы,∑︀
𝑝𝑖 = 1.

2. Найдем 𝑀𝜉, 𝑀𝜂, 𝐷𝜉, 𝐷𝜂.

𝑀𝜉 = 0·0, 004+1·0, 008+2·0, 017+3·0, 098+4·0, 176+5·0, 262+6·0, 232+
+7 · 0, 129 + 8 · 0, 062 + 9 · 0, 012 = 5, 249.

𝑀𝜂 = (−1) · 0, 072 + 0 · 0, 102 + 1 · 0, 826 = 0, 754.

𝑀𝜉2 = 02·0, 004+12·0, 008+22·0, 017+32·0, 098+42·0, 176+52·0, 262+
+62 · 0, 232 + 72 · 0, 129 + 82 · 0, 062 + 92 · 0, 012 = 29, 937.

𝑀𝜂2 = (−1)2 · 0, 072 + 02 · 0, 102 + 12 · 0, 826 = 0, 898.

𝐷𝜉 = 29, 937− 5, 2492 ≈ 2, 385.

𝐷𝜂 = 0, 898− 0, 7542 ≈ 0, 3295.

3. Посчитаем ковариацию 𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) и коэффициент корреляции 𝑟(𝜉, 𝜂).

𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) =𝑀(𝜉𝜂)−𝑀𝜉𝑀𝜂.

𝑟(𝜉, 𝜂) =
𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂)√
𝐷𝜉𝐷𝜂

.

𝑀(𝜉𝜂) = (−1) · 1 · 0, 002 + (−1) · 2 · 0, 005 + (−1) · 3 · 0, 006+
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+(−1) · 4 · 0, 014 + (−1) · 5 · 0, 021 + (−1) · 6 · 0, 012+
+(−1) · 7 · 0, 008 + (−1) · 8 · 0, 002 + (−1) · 9 · 0, 001 + 1 · 1 · 0, 005+
+1·2·0, 010+1·3·0, 089+1·4·0, 154+1·5·0, 231+1·6·0, 180+1·7·0, 098+

+1 · 8 · 0, 048 + 1 · 9 · 0, 009 = 3, 95.

𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) =𝑀(𝜉𝜂)−𝑀𝜉𝑀𝜂 = 3, 95− 5, 249 · 0, 754 = −0, 007746.

𝑟(𝜉, 𝜂) =
𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂)√
𝐷𝜉𝐷𝜂

=
−0, 0078√

2, 385 · 0, 3295 ≈ −0, 0088.

4.10 Производящая функция

Пусть 𝜉 — неотрицательная целочисленная случайная величина, то
есть 𝜉 принимает значения 0, 1, 2, . . . с вероятностями 𝑝𝑘 = 𝑃 (𝜉 = 𝑘).
Производящей функцией целочисленной неотрицательной слу-

чайной величины 𝜉 называется функция

𝜓(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘𝑝𝑘 =𝑀(𝑥𝜉),

определенная для комплексных 𝑥, таких, что |𝑥| 6 1. Для |𝑥| 6 1 ряд,
определяющий производящую функцию, равномерно сходится, так как

|𝜓(𝑥)| =
⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘𝑝𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

∞∑︁
𝑘=0

|𝑥|𝑘𝑝𝑘 6
∞∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘 = 1.

Свойства производящих функций

1. |𝜓(𝑥)| 6 1 при |𝑥| 6 1.

Для того, чтобы различать производящие функции разных случай-
ных величин, будем случайную величину приписывать к произво-
дящей функции в качестве индекса.

2. Для любых вещественных 𝑎 и 𝑏

𝜓𝑎𝜉+𝑏(𝑥) = 𝑥𝑏𝜓𝜉(𝑥
𝑎).

3. Если 𝜉 и 𝜂 — независимые случайные величины, то

𝜓𝜉+𝜂(𝑥) = 𝜓𝜉(𝑥)𝜓𝜂(𝑥).
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Лемма. Математическое ожидание и дисперсия выражаются форму-
лами

𝑀(𝜉) = 𝜓′(1), 𝐷(𝜉) = 𝜓′′(1) + 𝜓′(1)− (𝜓(1))2.

Пример. Пусть случайная величина 𝜉 имеет закон распределения

𝜉 0 1 2 3

𝑃 1
8

1
4

1
8

1
2

Найти производящую функцию, математическое ожидание и диспер-
сию.

Решение. Составим производящую функцию по определению:

𝜓𝜉(𝑥) =
1

8
𝑥0 +

1

4
𝑥1 +

1

8
𝑥2 +

1

2
𝑥3 =

1

8
+

1

4
𝑥+

1

8
𝑥2 +

1

2
𝑥3 =

1

8
(1 + 𝑥)2 +

1

2
𝑥3.

Найдем значение производящей функции и двух ее первых производ-
ных в единице:

𝜓𝜉(1) =
1

8
(1 + 𝑥)2 +

1

2
𝑥3
⃒⃒⃒⃒
𝑥=1

=
1

2
+

1

2
= 1;

𝜓′𝜉(1) =
(︂
1

8
(1 + 𝑥)2 +

1

2
𝑥3
)︂′ ⃒⃒⃒⃒

𝑥=1

= 2;

𝜓′′𝜉 (1) =
(︂
1

4
(1 + 𝑥) +

3

2
𝑥2
)︂′ ⃒⃒⃒⃒

𝑥=1

= 3, 25.

Воспользуемся формулами из следствия для вычисления математиче-
ского ожидания и дисперсии:

𝑀(𝜉) = 𝜓′𝜉(1) = 2;

𝐷(𝜉) = 𝜓′′𝜉 (1) + 𝜓′𝜉(1)− (𝜓𝜉(1))
2 = 4, 25.

4.11 Характеристическая функция

Характеристической функцией случайной величины 𝜉 называет-
ся комплекснозначная функция 𝜙(𝑡) = 𝑀(𝑒𝑖𝑡𝜉), определенная для всех
действительных значений 𝑡.

Для дискретной случайной величины с вероятностями 𝑝𝑘 = 𝑃 (𝜉 =
𝑥𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . . характеристическая функция будет определяться фор-
мулой

𝜙(𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑒𝑖𝑡𝑥𝑘𝑝𝑘,
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а для абсолютно непрерывной случайной величины, имеющей плотность
распределения 𝜌𝜉(𝑥), — формулой

𝜙(𝑡) =

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑡𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥.

Свойства характеристических функций

1. 𝜙(0) = 1 и ‖𝜙(𝑡)‖ 6 1 для всех 𝑡.

Для того, чтобы различать характеристические функции разных
случайных величин, будем случайную величину приписывать к ха-
рактеристической функции в качестве индекса.

2. Для любых вещественных 𝑎 и 𝑏

𝜙𝑎𝜉+𝑏(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡𝑏𝜙𝜉(𝑎𝑡).

3. Если 𝜉 и 𝜂 — независимые случайные величины, то

𝜙𝜉+𝜂(𝑡) = 𝜙𝜉(𝑡)𝜙𝜂(𝑡).

4. Характеристическая функция 𝜙(𝑡) является равномерно непрерыв-
ной функцией.

Лемма. Математическое ожидание и дисперсия выражаются форму-
лами

𝑀(𝜉) = −𝑖𝜙′(0), 𝐷(𝜉) = −𝜙′′(0) + (𝜙′(0))2. (2.3)

Пример 1. Для случайной величины 𝜉, имеющей биномиальное
распределение, найти характеристическую функцию, математическое
ожидание и дисперсию.

Решение. Биномиальный закон распределения случайной величины
𝜉 имеет вид

𝑝{𝜉 = 𝑚} = 𝐶𝑚
𝑛 𝑝

𝑚(1− 𝑝)𝑛−𝑚,𝑚 = 0, 𝑛.

Найдем характеристическую функцию случайной величины 𝜉 по фор-
муле для дискретной случайной величины:

𝜙𝜉(𝑡) =𝑀(𝑒𝑖𝑡𝜉) =
𝑛∑︁

𝑚=0

𝑒𝑖𝑡𝑚 · 𝑝{𝜉 = 𝑚} =
𝑛∑︁

𝑚=0

𝑒𝑖𝑡𝑚𝐶𝑚
𝑛 𝑝

𝑚(1− 𝑝)𝑛−𝑚 =

=
𝑛∑︁

𝑚=0

𝐶𝑚
𝑛 (𝑝𝑒

𝑖𝑡)𝑚(1− 𝑝)𝑛−𝑚 = (𝑝𝑒𝑖𝑡 + 1− 𝑝)𝑛.
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Вычислим две первые производные характеристической функции в
нуле:

𝜙′𝜉(0) = 𝑖𝑛𝑝, 𝜙′′𝜉(0) = −𝑛𝑝(1 + (𝑛− 1)𝑝).

Теперь воспользуемся формулами из леммы для вычисления матема-
тического ожидания и дисперсии:

𝑀(𝜉) = −𝑖𝜙′𝜉(0) = 𝑛𝑝,

𝐷(𝜉) = −𝜙′′𝜉(0) + (𝜙′𝜉(0))
2 = 𝑛𝑝(1− 𝑝).

Пример 2. Найти характеристическую функцию, математическое
ожидание и дисперсию для случайной величины, имеющей распределе-
ние Пуассона с параметром 𝑎,

𝑝{𝜉 = 𝑚} = 𝑎𝑚

𝑚!
𝑒−𝑎, 𝑎 > 0, 𝑚 = 0, 1, 2, . . .

Решение. Найдем характеристическую функцию случайной величи-
ны 𝜉 по формуле для дискретной случайной величины

𝜙𝜉(𝑡) =𝑀(𝑒𝑖𝑡𝜉) =
∞∑︁

𝑚=0

𝑒𝑖𝑡𝑚 ·𝑝{𝜉 = 𝑚} =
∞∑︁

𝑚=0

𝑒𝑖𝑡𝑚
𝑎𝑚

𝑚!
𝑒−𝑎 = 𝑒−𝑎

∞∑︁
𝑚=0

𝑒𝑖𝑡𝑚
𝑎𝑚

𝑚!
=

= 𝑒−𝑎
∞∑︁

𝑚=0

(𝑒𝑖𝑡𝑎)𝑚

𝑚!
= 𝑒−𝑎𝑒𝑒

𝑖𝑡𝑎 = 𝑒𝑎(𝑒
𝑖𝑡−1).

Пример 3. Найти характеристическую функцию для случайной
величины, имеющей равномерное распределение с параметрами 𝑎 и 𝑏.

Решение. Плотность равна

𝜌𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩
1

𝑏− 𝑎
, 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏],

0, 𝑥 /∈ [𝑎; 𝑏].

Воспользуемся формулой нахождения характеристической функции
для абсолютно непрерывной случайной величины:

𝜙𝜉(𝑡) =

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑡𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑒𝑖𝑡𝑥
1

𝑏− 𝑎
𝑑𝑥 =

1

𝑏− 𝑎
· 1
𝑖𝑡
𝑒𝑖𝑡𝑥
⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎

=
𝑒𝑖𝑡𝑏 − 𝑒𝑖𝑡𝑎

𝑖𝑡(𝑏− 𝑎)
.
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Пример 4. Найти характеристическую функцию для случайной
величины, имеющей показательное распределение с параметром 𝜆.

Решение. Плотность равна

𝜌𝜉(𝑥) =

{︃
𝜆𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 ∈ [0; +∞),

0, 𝑥 ∈ (−∞; 0).

По определению, характеристическая функция равна

𝜙𝜉(𝑡) =

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑡𝑥𝜌𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =

+∞∫︁
0

𝑒𝑖𝑡𝑥𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥 = 𝜆

+∞∫︁
0

𝑒(𝑖𝑡−𝜆)𝑥𝑑𝑥 =

=
𝜆

𝑖𝑡− 𝜆
𝑒(𝑖𝑡−𝜆)𝑥

⃒⃒⃒⃒+∞
0

=
𝜆

𝑖𝑡− 𝜆
(cos 𝑡𝑥+ 𝑖 sin 𝑡𝑥)𝑒−𝜆𝑥

⃒⃒⃒⃒+∞
0

=

=
𝜆

𝑖𝑡− 𝜆
(0− 1) = − 𝜆

𝑖𝑡− 𝜆
.

Две первые производные характеристической функции в нуле равны

𝜙′𝜉(0) =
𝑖

𝜆
, 𝜙′′𝜉(0) = − 2

𝜆2
.

Теперь вычислим математическое ожидание и дисперсию:

𝑀(𝜉) = −𝑖𝜙′𝜉(0) =
1

𝜆
,

𝐷(𝜉) = −𝜙′′𝜉(0) + (𝜙′𝜉(0))
2 =

1

𝜆2
.

4.12 Основные теоремы о сходимости случайных ве-

личин

4.12.1 Центральная предельная теорема

Пусть {𝜉𝑛} — последовательность одномерных независимых случай-
ных величин, причем ∀𝑛 ∈ N𝑀𝜉𝑛 = 𝑎, 𝐷𝜉𝑛 = 𝜎2. Тогда

𝑛∑︀
𝜉𝑛 − 𝑛𝑎

𝜎
√
𝑛

→ 𝜂, 𝜂 ∈ 𝑁(0, 1),

где 𝑁(0, 1) — нормальное распределение.
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Мы рассмотрим центральную предельную теорему для одинаково
распределенных случайных величин.

Центральная предельная теорема для одинаково распреде-
ленных случайных величин. Если случайные величины 𝜉1, 𝜉2, . . .
независимы, одинаково распределены и имеют конечные 𝑀𝜉𝑖 = 𝑎 и
𝐷𝜉𝑖 = 𝜎2 > 0 , то

lim
𝑛→∞

P

{︂
𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛 − 𝑛𝑎

𝜎
√
𝑛

≤ 𝑥

}︂
= Φ(𝑥).

Доказательство. Обозначим

𝜁𝑛 = 𝜉1 + 𝜉2 + . . .+ 𝜉𝑛,̃︀𝜉𝑘 = 𝜉𝑘 − 𝑎, ̃︀𝜁𝑛 =
𝜁𝑛 − 𝑛𝑎

𝜎
√
𝑛
,

тогда ̃︀𝜁𝑛 =
1

𝜎
√
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

̃︀𝜉𝑘.
Пусть 𝜙(𝑡) = 𝜙̃︀𝜉𝑘(𝑡) — характеристическая функция случайной вели-

чины ̃︀𝜉𝑘. Так как 𝑀 ̃︀𝜉𝑘 = 0,
𝑀(̃︀𝜉𝑘)2 = 𝐷𝜉𝑘 = 𝜎2, то в силу свойств характеристической функции

𝜙(𝑘)(0) = 𝑖𝑘𝑀𝜉𝑘, где 𝜙(𝑘)(𝑡) с 𝑘 ≤ 𝑛, (10)

получаем

𝜙(𝑡) = 1− 𝑡2𝜎2

2
+ 𝑜(𝑡2),

при 𝑡→ 0 и, следовательно, при любом фиксированном 𝑡 имеем

𝜙̃︀𝜁𝑛(𝑡) =
[︂
𝜙

(︂
𝑡

𝜎
√
𝑛

)︂]︂𝑛
=

(︂
1− 𝑡2

2𝑛
+ 𝑜

(︂
𝑡2

𝑛

)︂)︂𝑛

→ 𝑒−
𝑡2

2 .

Отсюда вытекает утверждение теоремы.

Теорема Ляпунова. Если случайные величины 𝜉1, 𝜉2, . . . независи-
мы, 𝑎𝑘, 𝑏𝑘, 𝑐𝑘

конечны и
𝐶𝑛

𝐵𝑛
→ 0, где 𝑎𝑘 =𝑀𝜉𝑘, 𝑏2𝑘 = 𝐷𝜉𝑘, 𝑐3𝑘 =𝑀 |𝜉𝑘−𝑎𝑘|3, 𝐴𝑛 =

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘,

𝐵2
𝑛 =

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑏2𝑘, 𝐶3
𝑛 =

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑐3, то

lim
𝑛→∞

P

{︂
𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛 − 𝐴𝑛

𝐵𝑛
≤ 𝑥

}︂
= Φ(𝑥). (11)
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Доказательство. Положим ̃︀𝜉𝑘 = 𝜉𝑘 − 𝑎𝑘, 𝑓𝑘(𝑡) = 𝑓̃︀𝜉𝑘(𝑡). Так как

𝑀 ̃︀𝜉𝑘 = 0, 𝑀 ̃︀𝜉2𝑘 = 𝑏2𝑘, 𝑀 |̃︀𝜉𝑘|3 = 𝑐3𝑘 < ∞, то характеристическая
функция

𝜙𝑘(𝑡) = 1− 𝑡2

2
𝑏2𝑘 + 𝑟𝑘(𝑡),

где

|𝑟𝑘(𝑡)| ≤ 𝑐3𝑘|𝑡|3
6

,

⃒⃒⃒⃒
−𝑡

2𝑏2𝑘
2

+ 𝑟𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
≤ |𝑡|2

2
𝑏2𝑘. (12)

Это доказывается так же, как свойство (10). В силу независимости ̃︀𝜉𝑘
характеристическая функция случайной величины ̃︀𝜁𝑛 =

1

𝐵𝑛

𝑛∑︀
𝑘=1

̃︀𝜉𝑘 равна
произведению

𝜙̃︀𝜁𝑛(𝑡) =
𝑛∏︁

𝑘=1

𝜙𝑘

(︂
𝑡

𝐵𝑛

)︂
. (13)

Логарифмируя (13), получаем

ln𝜙̃︀𝜁𝑛(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=1

ln𝜙𝑘

(︂
𝑡

𝐵𝑛

)︂
. (14)

Из разложения

ln (1 + 𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑥𝑘
𝑘

следует, что
ln (1 + 𝑥) = 𝑥+ 𝛼(𝑥), (15)

где при |𝑥| ≤ 1

2

|𝛼(𝑥)| =
⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁
𝑘=2

(−1)𝑘−1𝑥𝑘
𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 1

2

∞∑︁
𝑘=2

|𝑥|𝑘 ≤ |𝑥|2. (16)

Из условия теоремы вытекает

𝑏2𝑘
𝐵2
𝑛

≤ (M|̃︀𝜉𝑘|3) 23
𝐵2
𝑛

=
𝑐2𝑘
𝐵2
𝑛

≤
(︂
𝐶𝑛

𝐵𝑛

)︂2

→ 0. (17)

Здесь воспользовались неравенством (𝑀 |𝜉|𝑟) 1𝑟 ≤ (M|𝜉|𝑟+1) 1
(𝑟+1) . Таким

образом,
𝑏2𝑘
𝐵2
𝑛

→ 0 при 𝑛 → ∞ равномерно по 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Пусть 𝑇 > 0 и

|𝑡| ≤ 𝑇. Согласно (12) и (13)

𝜙𝑘

(︂
𝑡

𝐵𝑛

)︂
= 1 + ℰ𝑘

(︂
𝑡

𝐵𝑛

)︂
,
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где, в силу (17),⃒⃒⃒⃒
ℰ𝑘
(︂
𝑡

𝐵𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
−𝑡

2

2
· 𝑏

2
𝑘

𝐵2
𝑛

+ 𝑟𝑘

(︂
𝑡

𝐵𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑇 2

2
· 𝑏

2
𝑘

𝐵2
𝑛

. (18)

Выберем 𝑛0 таким, что
⃒⃒⃒
ℰ𝑘
(︁

𝑡
𝐵𝑛

)︁⃒⃒⃒
≤ 1

2
при 𝑛 ≥ 𝑛0, применим в правой

части (14) представление (15) с оценкой (16). Получаем

ln𝜙̃︀𝜁𝑛(𝑡) = −𝑡
2

2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑟𝑘

(︂
𝑡

𝐵𝑛

)︂
+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜃𝑘ℰ2𝑘
(︂
𝑡

𝐵𝑛

)︂
, (19)

где |𝜃𝑘| ≤ 1. Используя в (19) оценки (12) и (18), при |𝑡| ≤ 𝑇 имеем⃒⃒⃒⃒
ln𝜙̃︀𝜁𝑛(𝑡) =

𝑡2

2

⃒⃒⃒⃒
≤

𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
𝑟𝑘

(︂
𝑡

𝐵𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
+ max

1≤𝑘≤𝑛

⃒⃒⃒⃒
ℰ𝑘
(︂
𝑡

𝐵𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
ℰ𝑘
(︂
𝑡

𝐵𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝑇 3

6

(︂
𝐶𝑛

𝐵𝑛

)︂3

+
𝑇 4

4
· max
1≤𝑘≤𝑛

𝑏2𝑘 ·
1

𝐵2
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏2𝑘
𝐵2
𝑛

→ 0,

поэтому

lim
𝑛→∞

𝜙̃︀𝜁𝑛(𝑡) = 𝑒−
𝑡2

2 ,

что равносильно утверждению (11).

4.12.2 Закон больших чисел

Пусть {𝜉𝑛} — последовательность одномерных случайных величин.
Говорят, что для {𝜉𝑛} выполняется закон больших чисел, если

𝜉1 + 𝜉2 + . . .+ 𝜉𝑛 −𝑀(𝜉1 + 𝜉2 + . . .+ 𝜉𝑛)

𝑛

𝑝−→
𝑛−→∞

0.

Неравенство Чебышева. Пусть 𝜉 — случайная величина, 𝑀𝜉 ̸= ∞ и
𝐷𝜉 ̸=∞, тогда выполняются неравенства

1) ∀ℰ > 0 𝑃{|𝜉 −𝑀𝜉| ≥ 𝜉} 6 𝐷𝜉

ℰ2 ,

2) ∀ℰ > 0 𝑃{|𝜉| ≥ ℰ} 6 𝑀𝜉

ℰ .

Доказательство. Докажем второе утверждение, вычисляя математиче-
ское ожидание от обеих частей неравенства:

|𝜉| = |𝜉|𝐼{|𝜉| ≥ ℰ}+ |𝜉|𝐼{|𝜉| < ℰ} ≥ |𝜉|𝐼{|𝜉| ≥ ℰ} ≥ ℰ𝐼{|𝜉| ≥ ℰ},
получаем

𝑀 |𝜉| ≥ ℰ𝑀𝐼{|𝜉| ≥ ℰ} = ℰ𝑃{𝜉| ≥ ℰ}.
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Первое неравенство получается из второго, если его применить к слу-
чайной величине
𝜂 = (𝜉 −𝑀𝜉)2 и воспользоваться тем, что 𝑀𝜂 = 𝐷𝜉.

Теорема 1. Если 𝐹𝜉𝑛 → 𝐹𝜉 и 𝐹𝜉 вырождено в точке 𝑐, то 𝜉𝑛
p−→ 𝑐, где

𝐹𝜉𝑛 → 𝐹𝜉 — слабая сходимость.

Теорема 2. Если 𝜉𝑛
p−→ 𝜉, то функция распределения 𝐹𝜉𝑛(𝑥) слабо

сходится к функции распределения 𝐹𝜉(𝑥).

Закон больших чисел в форме Чебышева. Пусть {𝜉𝑛} — по-
следовательность независимых одномерных случайных величин. Причем
∀𝑛 ∈ N, существует конечное 𝑀𝜉𝑛 и существует конечная 𝐷𝜉𝑛. Тогда
для {𝜉𝑛} выполняется закон больших чисел, если {𝐷𝜉𝑛} — ограничена,
то есть

lim
𝑛→∞

𝑃

{︂⃒⃒⃒⃒
𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛

𝑛
− 𝑀𝜉1 + . . .+𝑀𝜉𝑛

𝑛

⃒⃒⃒⃒
< ℰ

}︂
= 1. (20)

Доказательство. Обозначим 𝜁𝑛 = 𝜉1+ . . .+𝜉𝑛 и применим к
𝜁𝑛
𝑛
неравен-

ство 𝑃{|𝜉 −𝑀𝜉| < ℰ} ≥ 1− 𝐷𝜉

ℰ2 , полученное из неравенства Чебышева.
При любом ℰ > 0 имеем

1 ≥ 𝑃

{︂⃒⃒⃒⃒
𝜁𝑛
𝑛
− 𝑀𝜁𝑛

𝑛

⃒⃒⃒⃒
< ℰ

}︂
≥ 1− 𝐷𝜁𝑛

ℰ2𝑛2 ≥ 1− 𝑐

ℰ2𝑛, (21)

так как 𝐷𝜁𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝐷𝜁𝑘 ≤ 𝑛𝑐 (см. теорему 1). Из (21) при 𝑛 → ∞ имеем

(20).

Закон больших чисел в форме Хинчина. Пусть {𝜉𝑛} — последо-
вательность независимых одномерных одинаково распределенных слу-
чайных величин, причем ∀𝑛 ∈ N 𝑀𝜉𝑛 = 𝑎. Тогда для {𝜉𝑛} выполняется
закон больших чисел, то есть

𝜉1 + 𝜉2 + . . .+ 𝜉𝑛
𝑛

𝑝−→
𝑛−→∞

𝑎.

Доказательство. Характеристическая функция 𝜙(𝑡) случайной величи-
ны 𝜉𝑘−𝑎 представима в окрестности нуля в виде 𝜙(𝑡) = 1+𝑜(𝑡), поэтому,
обозначая

𝜁 ′𝑛 = 𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛 − 𝑛𝑎,

119



имеем

𝜙 𝜁′𝑛
𝑛

(𝑡) =

[︂
𝜙

(︂
𝑡

𝑛

)︂]︂𝑛
→ 1,

откуда следует слабая сходимость
𝜁 ′𝑛
𝑛
к нулю, что равносильно (см. тео-

ремы 1 и 2)
𝜁 ′𝑛
𝑛

p−→ 0.

Говорят, что для последовательности {𝜉𝑛} одномерных случайных ве-
личин выполняется усиленный закон больших чисел, если

𝜉1 + 𝜉2 + . . .+ 𝜉𝑛 −M(𝜉1 + 𝜉2 + . . .+ 𝜉𝑛)

𝑛
п.н.−→

𝑛−→∞
0.

Лемма о достаточных условиях конечности математического
ожидания. Математическое ожидание 𝜉 конечно тогда и только тогда,

когда
∞∑︀
𝑛=1

𝑃{|𝜉| > 𝑛} <∞.

Усиленный закон больших чисел в форме Колмогорова.
Пусть {𝜉𝑛} — последовательность одномерных независимых одинаково
распределенных случайных величин. Для последовательности {𝜉𝑛} вы-

полняется усиленный закон больших чисел, то есть

∑︀
𝑛
𝜉𝑛

𝑛
п.н.−−→ 𝑎, тогда и

только тогда, когда ∃𝑎 ∈ R ∀𝑛 ∈ N M𝜉𝑛 = 𝑎.

Доказательство. Достаточность. Введем случайные величины

̃︀𝜉𝑛 =

{︃
𝜉𝑛, если |𝜉𝑛| ≤ 𝑛,

0, если |𝜉𝑛| > 𝑛,

и ̃︀𝜁𝑛 = ̃︀𝜉1 + . . . + ̃︀𝜉𝑛. Случайные величины ̃︀𝜉1, ̃︀𝜉2, . . . также независимы,
так как ̃︀𝜉𝑛 есть функция 𝜉𝑛. Из равенства

𝜁𝑛 − 𝑛𝑎

𝑛
=
𝜁𝑛 − ̃︀𝜁𝑛
𝑛

+
𝜁𝑛 −𝑀̃︀𝜁𝑛

𝑛
+

(︃
𝑀̃︀𝜁𝑛
𝑛

− 𝑎

)︃
(22)

заключаем, что теорема будет доказана, если мы покажем, что справа
все три слагаемых почти наверное сходятся к нулю. Третье слагаемое
неслучайно и бесконечно мало, так как оно равно среднему арифмети-
ческому

−1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑀𝜉𝑘𝐼{|𝜉𝑘| > 𝑘}
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сходящихся к нулю𝑀𝜉𝑘𝐼{|𝜉𝑘| > 𝑘} → 0, 𝑘 →∞ членов. Обозначим 𝐴𝑛 =
{𝜉𝑛 ̸= ̃︀𝜉𝑛}. Имеем

∞∑︁
𝑛=1

𝑃 (𝐴𝑛) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑃{|𝜉𝑛| > 𝑛} =
∞∑︁
𝑛=1

𝑃{|𝜉1| > 𝑛},

где последний ряд сходится, в силу конечности𝑀𝜉1, по лемме о достаточ-
ных условиях конечности математического ожидания. Поэтому по лемме
Бореля — Кантелли лишь для конечного числа номеров 𝑛 ̃︀𝜉𝑛 ̸= 𝜉𝑛. Сле-
довательно, в (22)

𝜁𝑛 − ̃︀𝜁𝑛
𝑛

п.н.−−→ 0.

Осталось доказать
̃︀𝜁𝑛 −𝑀̃︀𝜁𝑛

𝑛
п.н.−−→ 0. Для этого докажем, что

∞∑︁
𝑛=1

𝐷̃︀𝜉𝑛
𝑛2

<∞.

Поскольку

𝐷̃︀𝜉𝑛 ≤𝑀 ̃︀𝜉2𝑛 ≤ ∞∑︁
𝑘=1

𝑘2𝑃{𝑘 − 1 < |𝜉| ≤ 𝑘},

∞∑︁
𝑛=1

𝐷̃︀𝜉𝑛
𝑛2

≤
∞∑︁
𝑛=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘2

𝑛2
𝑃{𝑘 − 1 < |𝜉| ≤ 𝑘} =

=
∞∑︁
𝑘=1

𝑘2𝑃{𝑘 − 1 < |𝜉| ≤ 𝑘}
∑︁
𝑛≥𝑘

1

𝑛2
.

Так как ∑︁
𝑛>𝑘

1

𝑛2
≤

∞∫︁
𝑘

𝑑𝑥

𝑥2
=

1

𝑘
, то
∑︁
𝑛≥𝑘

1

𝑛2
≤ 1

𝑘
+

1

𝑘2
=
𝑘 + 1

𝑘2
,

получаем

∞∑︁
𝑛=1

𝐷̃︀𝜉𝑛
𝑛2

≤
∞∑︁
𝑘=1

𝑘2(𝑘 + 1)

𝑘2
𝑃{𝑘 − 1 < |𝜉1| ≤ 𝑘} ≤

≤
∞∑︁
𝑘=1

(𝑘 + 1)𝑃{𝑘 − 1 < |𝜉1| ≤ 𝑘} ≤

≤ 2 +
∞∑︁
𝑘=1

(𝑘 − 1)𝑃{𝑘 − 1 < |𝜉1| ≤ 𝑘} ≤ 2 +𝑀 |𝜉1| <∞.
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Необходимость. Если
𝜁𝑛
𝑛

п.н.−−→ 𝑎, то
𝜉𝑛
𝑛

=
𝜁𝑛
𝑛
− 𝑛− 1

𝑛
· 𝜁𝑛−1
𝑛− 1

п.н.−−→ 0, то

есть верно осуществляется лишь конечное число событий

⃒⃒⃒⃒
𝜉𝑛
𝑛

⃒⃒⃒⃒
> 1. По

лемме Бореля — Кантелли это влечет за собой

∞∑︁
𝑛=1

𝑃{|𝜉𝑛| > 𝑛} =
∞∑︁
𝑛=1

𝑃{|𝜉1| > 𝑛} <∞.

Следовательно, по лемме о достаточных условиях конечности мате-
матического ожидания 𝑀𝜉1 конечно.

Усиленный закон больших чисел для разнораспределенных
случайных величин. Пусть {𝜉}𝑛 — последовательность одномерных
независимых случайных величин, причем ∀𝑛 ∈ N 𝑀𝜉𝑛 = 0. Для после-
довательности выполняется усиленный закон больших чисел, то есть∑︀

𝑛
𝜉𝑛

𝑛
п.н.−→

𝑛−→∞
0,

если ряд
∞∑︁
𝑘=1

𝐷𝜉𝑘
𝑘2

— сходится.
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5. Введение в теорию

случайных процессов

5.1 Основные понятия теории случайных процессов

Случайным процессом называется семейство случайных величин,
зависящих от параметра 𝑡, пробегающего произвольное множество 𝑇 . Па-
раметр 𝑡 называется аргументом случайного процесса. Множество
𝑇 называется областью (множеством) значений аргумента 𝑡. Обо-
значим случайный процесс 𝜉𝑡 = 𝜉(𝑡) = 𝜉(𝑡, 𝜔), где 𝜔 ∈ Ω — пространство
элементарных событий.

Если зафиксировать элементарное событие 𝜔 = 𝜔0, то получаем
неслучайную функцию 𝑥(𝑡, 𝜔0), которая называется реализацией или
траекторией случайного процесса.

При фиксированном значении аргумента 𝑡 = 𝑡0 ∈ 𝑇 получаем слу-
чайную величину 𝜉(𝑡0) = 𝜉(𝑡0, 𝜔), называемую сечением случайного
процесса.

Множество всех возможных значений случайного процесса называет-
ся пространством состояний (обозначается 𝑆).

В прикладных исследованиях при анализе экономических, физиче-
ских, технических и многих других систем переходы из состояния 𝜉(𝑡1) в
состояние 𝜉(𝑡2) обычно описываются в терминах теории случайных про-
цессов. В частности, в терминах элементарных функций, то есть неслу-
чайных функций от аргумента 𝑡, в которых параметры — это случайные
величины, не зависящие от 𝑡.

Случайные процессы принято классифицировать по структуре про-
странства состояний, по структуре множества значений аргумента и по
характеру зависимости между случайными величинами — сечениями
случайного процесса.
Классификация случайных процессов по структуре про-

странства состояний:

∙ случайные процессы с непрерывными состояниями;

∙ случайные процессы с дискретными состояниями.
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Классификация случайных процессов по структуре множе-
ства значений аргумента:

∙ случайные процессы с непрерывным временем;

∙ случайные процессы с дискретным временем.

Важнейшей характеристикой случайного процесса является характер
взаимной зависимости сечений 𝜉(𝑡0), 𝜉(𝑡1), ... 𝜉(𝑡𝑛), ..., определяемый за-
данием совместных законов распределения для любых моментов времени
0 6 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑛 < ...
Классификация случайных процессов по характеру взаим-

ной зависимости сечений, который определяется заданием совмест-
ных законов распределения для любых моментов времени:

1. Если совместный закон распределения для любых моментов време-
ни является нормальным, то случайный процесс называется гаус-
совским.

2. Если случайные величины 𝜉(𝑡0), 𝜉(𝑡𝑖)− 𝜉(𝑡𝑖 − 𝑡), 𝑖 = 1, 2, ... незави-
симы, то случайный процесс называется случайным процессом
с независимыми приращениями.

3. Если же для всех 𝑖 приращения 𝜉(𝑡𝑖)−𝜉(𝑡𝑖−1) имеют распределение
Пуассона, то случайный процесс называется пуассоновским.

4. Случайный процесс называется марковским, если выполняется
так называемое свойство марковости

𝑝{𝑎 < 𝜉(𝑡) < 𝑏 : 𝜉(𝑡0) = 𝑥0, 𝜉(𝑡1) = 𝑥1, ...𝜉(𝑠) = 𝑥} =
= 𝑝{𝑎 < 𝜉(𝑡) < 𝑏 : 𝜉(𝑠) = 𝑥}

для всех 0 6 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑠 < 𝑡 и любых 𝑎 < 𝑏.

Если 𝑠 — фиксированный момент времени, а

∙ состояние 𝜉(𝑡) в момент времени 𝑡 > 𝑠 — «будущее»,

∙ состояние 𝜉(𝑡) в момент времени 𝑡 = 𝑠 — «настоящее»,

∙ состояние 𝜉(𝑡) в момент времени 𝑡 < 𝑠 — «прошлое»,

то свойство марковости означает, что «будущее марковского случай-
ного процесса зависит от прошлого через настоящее».
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5.2 Законы распределения и числовые характеристи-

ки случайных процессов

Математическое ожидание случайного процесса определяет-
ся как математическое ожидание соответствующего сечения случайного
процесса для всех 𝑡𝑖 ∈ 𝑇.

Дисперсией случайного процесса называется функция

𝐷𝜉(𝑡) =𝑀(𝜉(𝑡)−𝑀𝜉(𝑡))2 =𝑀(𝜉(𝑡))2 − (𝑀𝜉(𝑡))2.

Среднеквадратическим отклонением случайного процесса на-
зывается функция

𝜎𝜉(𝑡) =
√︀
𝐷𝜉(𝑡).

Ковариационной функцией случайного процесса называется
функция 𝐾(𝜉(𝑡), 𝜉(𝑡′)), связывающая два момента 𝑡 и 𝑡′:

𝐾(𝜉(𝑡), 𝜉(𝑡′)) = 𝐾(𝑡, 𝑡′) =𝑀((𝜉(𝑡)−𝑀𝜉(𝑡)) · (𝜉(𝑡′)−𝑀𝜉(𝑡′)).

Корелляционной функцией случайного процесса называется
функция

𝑟(𝜉(𝑡), 𝜉(𝑡′)) = 𝑟(𝑡, 𝑡′) =
𝐾(𝑡, 𝑡′)√︀

𝐷𝜉(𝑡) ·𝐷𝜉(𝑡′) .

Пример 1. Рассмотрим случайную величину 𝜉 со следующим рас-
пределением:

𝜉𝑖 -1 0 5

𝑝𝑖 0,5 0,25 0,25

Пусть случайный процесс 𝑋(𝑡) = 𝑡3𝜉. Построить траекторию слу-
чайного процесса, сечение случайного процесса. Найти математическое
ожидание, дисперсию, среднеквадратическое отклонение, ковариацион-
ную функцию и корреляционную функцию случайного процесса.

Решение. Случайная величина 𝜉 принимает значения −1, 0 и 5, по-
этому траектории случайного процесса имеют вид 𝑋1(𝑡) = −𝑡3,
𝑋2(𝑡) = 0, 𝑋3 = 5𝑡3.

Сечение случайного процесса в момент времени 𝑡0 равно случайной
величине 𝑋(𝑡0) = 𝑡30𝜉.
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Математическое ожидание случайного процесса считаем, фиксируя
время и получая обычную дискретную случайную величину:

𝑀(𝑋(𝑡)) =𝑀(𝑡3𝜉) = 𝑡3𝑀(𝜉) = 𝑡3
(︂−1

2
+

5

4

)︂
=

3

4
.

Дисперсия случайного процесса считается так же:

𝐷(𝑋(𝑡)) = 𝐷(𝑡3𝜉) = 𝑡6𝐷(𝜉) = 𝑡6
(︀
𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2

)︀
=

= 𝑡6
(︂
1

2
+

25

4
− 9

16

)︂
=

99

16
𝑡6.

Среднеквадратическое отклонение случайного процесса

𝜎(𝑋(𝑡)) =
3
√
11

4
𝑡3.

Найдем ковариационную функцию случайного процесса:

𝐾(𝑡, 𝑡′) =𝑀((𝑋(𝑡)−𝑀𝑋(𝑡)) · (𝑋(𝑡′)−𝑀𝑋(𝑡′)) =𝑀((𝑡3𝜉 −𝑀(𝑡3𝜉))·
·((𝑡′)3𝜉 −𝑀((𝑡′)3𝜉))) = 𝑡3(𝑡′)3𝑀((𝜉 −𝑀(𝜉)) · (𝜉 −𝑀(𝜉))) =

= 𝑡3(𝑡′)3𝐷(𝜉) =
99

16
𝑡3(𝑡′)3.

Корреляционная функция случайного процесса имеет вид

𝑟(𝑡, 𝑡′) =
𝐾(𝑡, 𝑡′)√︀

𝐷𝜉(𝑡) ·𝐷𝜉(𝑡′) = 1.

Пример 2. Найти математическое ожидание, дисперсию и корре-
ляционную функцию синусоиды постоянной частоты 𝜔 со случайной
амплитудой 𝑋, если 𝑀𝑋 = 1, 𝐷𝑋 = 0, 2.

Решение. Случайный процесс имеет вид

𝑌 (𝑡) = 𝑋 sin𝜔𝑡,

где 𝑋 — случайная величина. Тогда

𝑀(𝑌 (𝑡)) =𝑀(𝑋 sin𝜔𝑡) =𝑀𝑋 · sin𝜔𝑡 = sin𝜔𝑡.

𝐷(𝑌 (𝑡)) = 𝐷(𝑋 sin𝜔𝑡) = 𝐷𝑋 · sin2 𝜔𝑡 = 0, 2 sin2 𝜔𝑡.

𝐾𝑌 (𝑡, 𝑡
′) = 𝑐𝑜𝑣(𝑋 sin𝜔𝑡,𝑋 sin𝜔𝑡′) = sin𝜔𝑡 · sin𝜔𝑡′ · 𝑐𝑜𝑣(𝑋,𝑋) =

= sin𝜔𝑡 · sin𝜔𝑡′ ·𝐷𝑋 = 0, 2 sin𝜔𝑡 sin𝜔𝑡′.
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5.3 Простейший поток событий и пуассоновский

процесс

Потоком событий называется последовательность однородных со-
бытий, появляющихся одно за другим в случайные моменты времени
𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑛 < . . . , 𝑛 = 0, 1, 2, . . . Предположим, что рассмат-
риваемый поток событий обладает тремя свойствами:

1) стационарность;

2) ординарность;

3) отсутствие памяти.

Стационарность означает, что вероятность появления того или ино-
го числа событий в интервале (𝑡; 𝑡+Δ𝑡) зависит от Δ𝑡 и не зависит от 𝑡
(то есть важна только длина интервала).
Ординарность означает, что события появляются поодиночке, а не

группами. То есть вероятность появления одного события в интервале
длительностью Δ𝑡 равна 𝜆Δ𝑡+𝑜(Δ𝑡), где 𝜆 > 0 — интенсивность потока,
а вероятность появления в этом интервале двух и более событий равна
𝑜(Δ𝑡).
Отсутствие памяти означает независимость появления того или

иного числа событий на непересекающихся интервалах времени.
Поток событий, обладающий этими тремя свойствами, назовем про-

стейшим потоком событий.
Пуассоновским случайным процессом называется случайный

процесс 𝜉(𝑡), равный количеству событий простейшего потока, появив-
шихся в интервале времени длительностью 𝑡. В силу стационарности про-
стейшего потока, будем считать, что этот интервал имеет вид (0; 𝑡). Тогда

𝑝{𝜉(𝑡) = 𝑘} = (𝜆𝑡)
𝑘

𝑘!
· 𝑒−𝜆𝑡, 𝑘 ∈ N.

Пример 1. В бюро обслуживания поступает в среднем 12 заказов
в час, считая поток заказов простейшим, определить вероятность того,
что: а) за 1 минуту не поступит ни одного заказа; б) за 10 минут
поступит не более трех заказов.

Решение. 𝜆 = 12 з./ч ⇔ 𝜆 = 0, 2 з./мин, тогда 𝜆𝑡 = 0, 2 · 1 = 0, 2,

𝑝{𝜉(𝑡) = 0} = 0, 20

0!
· 𝑒−0,2.
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𝜆 = 0, 2 з./мин, тогда 𝜆𝑡 = 0, 2 · 10 = 2,

𝑝{𝜉(𝑡) 6 3} = 𝑝{𝜉(𝑡) = 0}+ 𝑝{𝜉(𝑡) = 1}+ 𝑝{𝜉(𝑡) = 2}+ 𝑝{𝜉(𝑡) = 3} =

=

(︂
20

0!
+

2

1!
+

22

2!
+

23

3!

)︂
· 𝑒−2 t 0, 857.

Пример 2. В течение 1 минуты диспетчеру такси поступает в
среднем 4 вызова. Найти вероятность того, что за 5 минут поступит: а)
10 вызовов; б) хотя бы 1 вызов.

Решение. 𝜆 = 4 в./мин, тогда 𝜆𝑡 = 5 · 4 = 20.

𝑝{𝜉𝑡 = 10} = 2010

10!
· 𝑒−20 t 0, 0058.

𝑝{𝜉𝑡 = 0} = 200

0!
· 𝑒−20 t 2 · 10−9.

Тогда искомая в пункте б) вероятность 𝑝 = 1− 2 · 10−9.

Пример 3. В радиоаппаратуре за 10000 часов непрерывной работы
происходит замена 10 элементов. Найдите вероятность выхода из строя
1 элемента в радиоаппаратуре за 100 часов непрерывной работы.

Решение. 𝜆 = 10
10000

= 1
1000

, тогда 𝜆𝑡 =
1

1000
· 100 = 0, 1.

𝑝 = 1− 𝑝{𝜉𝑡 = 0},

𝑝 = 1− 0, 10

0!
· 𝑒0,1 t 0, 09516.

Пример 4. Среднее число заявок, поступивших в билетную кассу
в 1 минуту, равно 1,5. Найти вероятность того, что: a) за 2 минуты
поступит 4 заявки; б) за 10 минут поступит не менее 8 заявок.

Решение. а) 𝜆 = 1, 5 з./мин, 𝑡 = 2, тогда 𝜆𝑡 = 3.

𝑝{𝜉𝑡 = 4} = 34

4!
· 𝑒−3 t 0, 168;

б) 𝑡 = 10, 𝜆𝑡 = 1, 5 · 10 = 15.
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𝑝 = 1− (𝑝{𝜉(𝑡) = 0}+ 𝑝{𝜉(𝑡) = 1}+ ...+ 𝑝{𝜉(𝑡) = 7}) =

= 1−
(︂
150

0!
· 𝑒−15 + 151

1!
· 𝑒−15 + 152

2!
· 𝑒−15 + 153

3!
· 𝑒−15 + 154

4!
· 𝑒−15+

+
155

5!
· 𝑒−15 + 156

6!
· 𝑒−15 + 157

7!
· 𝑒−15

)︂
t 0, 981998.

5.4 Цепи Маркова

Марковские случайные процессы с дискретным временем и дискрет-
ным состоянием называются дискретными марковскими цепями.
Марковские случайные процессы с непрерывным временем и дискрет-
ным состоянием называются непрерывными марковскими цепями.

Рассмотрим некоторую систему, которая может находиться в одном из
несовместных состояний 𝑠𝑖 пространства состояний 𝑆 = {𝑠1; 𝑠2; ...; 𝑠𝑁}.
Обозначим 𝑆(𝑡) состояние системы 𝑆 в момент времени 𝑡. Обозначим
𝑝𝑖(𝑡) = 𝑝{𝑆(𝑡) = 𝑠𝑖} — вероятность 𝑖-го состояния в момент време-
ни 𝑡. Предполагается, что в процессе своего функционирования систе-
ма в дискретные моменты времени, называемые шагами и обозначаемые
𝑛 = 1, 2, ..., переходит из одного состояния в другое 𝑖

𝑛−→ 𝑗 с вероятно-
стью 𝑝𝑖𝑗(𝑛). Эта вероятность 𝑝𝑖𝑗(𝑛) зависит только от шага и не зависит
ни от состояний системы в предыдущие моменты времени, ни от текуще-
го времени. Предполагается, что в начальный момент времени (𝑛 = 0)
система находится в одном из состояний пространства 𝑆 с распределе-

нием (Π
(0)
1 ; Π

(0)
2 ; ...; Π

(0)
𝑁 ). Причем

𝑁∑︀
𝑖=1

Π
(0)
𝑖 = 1 и

𝑁∑︀
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗(𝑛) = 1.

Марковская цепь называется однородной, если вероятности перехо-
да системы из одного состояния в другое не зависят от номера шага
𝑝𝑖𝑗(𝑘) = 𝑝𝑖𝑗.
Размеченным графом состояний или просто графом состоя-

ний назовем наглядную схему, вершинами которой являются состояния
системы, а стрелки указывают, из какого состояния в какое возможен
переход. При этом над стрелками подписывают вероятность 𝑝𝑖𝑗 перехода
из 𝑖-го состояния в 𝑗-е. Матрица 𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)𝑁×𝑁 называется матрицей
вероятностей перехода из одного состояния в другое.
Стационарным назовем режим работы системы, который в ней уста-

навливается через достаточно большое время от начала процесса. У ста-
ционарного режима работы системы вероятности состояний остаются по-
стоянными и обозначаются 𝑝𝑖:
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𝜋𝑖 = lim
𝑡→∞

𝑝𝑖(𝑡).

Если вероятности 𝜋𝑖 существуют, то они называются финальными ве-
роятностями состояний.

Система для нахождения финальных вероятностей в дискретных од-
нородных цепях Маркова имеет вид

𝜋𝑖 =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜋𝑗 · 𝑝𝑖𝑗, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁.

Пример 1. Вычислительный центр состоит из трех независимо ра-
ботающих ЭВМ. Их состояние контролируется 1 раз в сутки. Если ЭВМ
признается исправной, то она продолжает работать, иначе отправляется
в ремонт. Вероятность исправной ЭВМ выйти из строя за текущие
сутки равна 0,2, а вероятность ремонтируемой ЭВМ войти в строй за
то же время равна 0,3. Процессы выхода из строя и восстановления
независимы. Описать все возможные состояния ЭВМ в вычислительном
центре. Построить размеченный граф состояний и составить матрицу
вероятностей перехода.

Решение. Опишем все возможные состояния системы:
0 — все 3 ЭВМ работают;
1 — 2 работают, 1 не работает;
2 — 1 работает, 2 не работают;
3 — все 3 ЭВМ не работают.

Теперь составим матрицу вероятностей перехода системы из одного
состояния в другое. Для этого посчитаем соответствующие вероятности:
𝑝00 = (0, 8)3 = 0, 512,
𝑝01 = (0, 8)2 · 0, 2 · 3 = 0, 384,
𝑝02 = 0, 8 · (0, 2)2 · 3 = 0, 096,
𝑝03 = (0, 2)3 = 0, 008,
𝑝10 = (0, 8)2 · 0, 3 = 0, 192,
𝑝11 = (0, 8)2 · 0, 7 + 2 · 0, 8 · 0, 2 · 0, 3 = 0, 544,
𝑝12 = 2 · 0, 8 · 0, 2 · 0, 7 + 0, 3 · (0, 2)2 = 0, 236,
𝑝13 = (0, 2)2 · 0, 7 = 0, 028,
𝑝20 = 0.8 · (0, 3)2 = 0, 072,
𝑝21 = 2 · 0, 8 · 0, 3 · 0, 7 + 0, 2 · (0, 3)2 = 0, 354,
𝑝22 = 0, 8 · (0, 7)2 + 0, 2 · 2 · 0, 3 · 0, 7 = 0, 476,
𝑝23 = 0, 2 · (0, 7)2 = 0, 098,
𝑝30 = (0, 3)3 = 0, 027,
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𝑝31 = 3 · (0, 3)2 · 0, 7 = 0, 189,
𝑝32 = 3 · 0, 3 · (0, 7)2 = 0, 441,
𝑝33 = (0, 7)3 = 0, 343.

Запишем матрицу вероятностей перехода:

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0, 512 0, 384 0, 096 0, 008

0, 192 0, 544 0, 236 0, 028

0, 072 0, 354 0, 476 0, 098

0, 027 0, 189 0, 441 0, 343

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Размеченный граф состояний имеет вид

Пример 2. Магазин электротоваров в начале каждой недели раз-
мещает заказ на 2 холодильника, при этом на складе магазина может
храниться не более двух холодильников. Еженедельный спрос на холо-
дильники задается распределением вероятностей.

спрос 0 1 2

вероятность 0,2 0,5 0,3

Пусть в состоянии 𝑖 магазин имеет для продажи 𝑖 холодильников.
Пространство состояний 𝑆 = 0, 1, 2. Построить размеченный граф
состояний, найти матрицу вероятностей перехода и найти вероятности
всех состояний через 3 недели, если начальные вероятности имеют вид

131



(0, 167; 0, 333; 0, 5) и новых поступлений холодильников в магазин за
это время не было. Найти финальные вероятности, если они существуют.

Решение. Размеченный граф состояний системы имеет вид

Составим матрицу вероятностей перехода системы из одного состоя-
ния в другое:

𝑃 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0, 8 0, 2 0

0, 3 0, 5 0, 2

⎞⎟⎟⎠ .

Чтобы найти вероятности всех состояний системы через 3 недели, на-
до сначала найти третью степень матрицы вероятностей перехода:

𝑃 2 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0, 96 0, 04 0

0, 76 0, 2 0, 04

⎞⎟⎟⎠ .

𝑃 3 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0, 992 0, 008 0

0, 932 0, 06 0, 008

⎞⎟⎟⎠ .

Теперь найдем вероятности всех состояний через 3 недели:

(︁
0, 167 0, 333 0, 5

)︁
·

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0, 992 0, 008 0

0, 932 0, 06 0, 008

⎞⎟⎟⎠ =
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=
(︁
0, 963 0, 033 0, 004

)︁
.

Легко видеть, что при 𝑛→∞ и при 𝑖 ̸= 𝑗 имеем 𝑝
(𝑛)
𝑖0 → 1, 𝑝

(𝑛)
𝑖𝑗 → 0, то

есть финальные вероятности имеют вид 𝜋 = (1; 0; 0).

5.5 Марковские процессы с дискретными состояния-

ми и непрерывным временем

Случайный процесс с дискретными состояниями и непрерывным вре-
менем называется марковским, если для любого момента времени
условные вероятности всех состояний системы в будущем зависят только
от того, в каком состоянии находится система в настоящем, и не зависят
от того, как она попала в это состояние. То есть выполняется свойство
марковости.

Рассмотрим некоторую систему, которая может находиться в одном
из несовместных состояний 𝑖 пространства состояний 𝑆 = {𝑠1; 𝑠2; ...; 𝑠𝑁}.
Обозначим 𝑆(𝑡) состояние системы 𝑆 в момент времени 𝑡. Обозначим
𝑝𝑖(𝑡) = 𝑝{𝑆(𝑡) = 𝑠𝑖} — вероятность 𝑖-го состояния в момент времени 𝑡,
предполагая, что в процессе своего функционирования система перехо-
дит из одного состояния в другое.

Интенсивностью (плотностью) перехода системы из 𝑖-го в 𝑗-е
состояние в момент времени 𝑡 называется

𝜆𝑖𝑗(𝑡) = lim
Δ𝑡→0

𝑝𝑖𝑗(𝑡,Δ𝑡)

Δ𝑡
,

где 𝑝𝑖𝑗(𝑡,Δ𝑡) — вероятность перехода системы из 𝑖-го состояния в 𝑗-ое за
время Δ𝑡.

Предполагается, что в начальный момент времени (𝑡 = 0) система
находится в одном из состояний пространства 𝑆 с распределением⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑝1(0)

𝑝2(0)

. . .

𝑝2(0)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Причем
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖(0) = 1. Точно так же в произвольный момент времени 𝑡

должно быть верно равенство
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑡) = 1.
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Назовем матрицей интенсивностей перехода матрицу Λ(𝑡) =
(𝜆𝑗𝑖(𝑡)).

Если 𝜆𝑖𝑗(𝑡) = 𝜆𝑖𝑗 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 для всех 𝑡 ∈ 𝑇 , то описываемый марковский
процесс называется однородным, иначе неоднородным.

Если для всех пар состояний из множества возможных состояний
системы 𝑆 известны плотности вероятностей перехода {𝜆𝑖𝑗(𝑡)}, то раз-
меченный граф отличается от предыдущего параграфа только тем, что
у каждой стрелки проставляется не вероятность перехода, а интенсив-
ность вероятностей перехода {𝜆𝑖𝑗(𝑡)}.

Обозначим 𝑃 (𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝1(𝑡)

𝑝2(𝑡)

. . .

𝑝2(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
Тогда lim

𝑡→∞
𝑃 (𝑡) = 𝑃 назовем вектором предельных вероятно-

стей состояний системы.

Пример. Предполагается, что система состоит из трех работающих
узлов.

1. 𝑆1 — все узлы работают.

2. 𝑆2 — 1 узел работает, а 2 не работают.

3. 𝑆3 — 2 узла работают, а 1 не работает.

4. 𝑆4 — все узлы не работают.

Известны интенсивности перехода между состояниями системы 𝜆12 =
2, 𝜆13 = 3, 𝜆24 = 1, 𝜆31 = 3, 𝜆32 = 2, 𝜆43 = 2.

Составим матрицу интенсивностей перехода из одного состояния в
другое:

Λ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−5 0 1 0

2 −1 2 0

3 0 −3 2

0 1 0 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Здесь на главной диагонали указывается суммарное значение интенсив-
ностей, выходящих из соответствующего состояния, взятое со знаком
«−». На месте с номером 𝑗𝑖 указывается интенсивность перехода из 𝑖 -го
состояния в 𝑗-е.
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5.6 Система дифференциальных уравнений Колмого-

рова

Рассмотрим некоторую систему, которая может находиться в одном
из несовместных состояний 𝑖 пространства состояний 𝑆 = {𝑠1; 𝑠2; ...; 𝑠𝑁}.
Предположим, что известны все интенсивности перехода между состоя-
ниями {𝜆𝑖𝑗(𝑡)}. Интенсивность {𝜆𝑖𝑗(𝑡)} считается равной нулю, если пе-
реход из 𝑖-го состояния в 𝑗-е невозможен. Обозначим 𝑝𝑖(𝑡) — вероятность
того, что в момент времени 𝑡 система находится в состоянии 𝑖. Соответ-
ственно, 𝑝𝑖(𝑡 + Δ𝑡) — вероятность того, что в момент времени 𝑡 + Δ𝑡
система находится в 𝑖-м состоянии.

Система будет находится в 𝑖-м состоянии в момент времени Δ𝑡, если
в момент времени 𝑡 она уже находилась в этом состоянии и не вышла
из него за время Δ𝑡, или если в момент времени 𝑡 система находилась в
𝑗-м состоянии (𝑗 ̸= 𝑖) и за время Δ𝑡 перешла в 𝑖-е состояние. Используя
формулу полной вероятности, получаем систему равенств

𝑝𝑖(𝑡+Δ𝑡) = 𝑝𝑖(𝑡)

⎛⎝1−
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝜆𝑖𝑗(𝑡)Δ𝑡

⎞⎠+
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝑝𝑗(𝑡)𝜆𝑗𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁.

Теперь перепишем в виде

𝑝𝑖(𝑡+Δ𝑡)− 𝑝𝑖(𝑡) =
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝑝𝑗(𝑡)𝜆𝑗𝑖(𝑡)− 𝑝𝑖(𝑡)
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝜆𝑖𝑗(𝑡)Δ𝑡, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁.

Разделим на Δ𝑡 и перейдем к пределу при Δ𝑡→ 0, получим

𝑝′𝑖(𝑡) =
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝑝𝑗(𝑡)𝜆𝑗𝑖(𝑡)− 𝑝𝑖(𝑡)
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝜆𝑖𝑗(𝑡)Δ𝑡, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁.

Первая сумма здесь относится к тем значениям 𝑗, для которых 𝜆𝑗𝑖 ̸= 0,
а вторая сумма распространяется на те значения 𝑗, для которых 𝜆𝑖𝑗 ̸= 0.
Полученная система называется системой обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений Колмогорова.

Систему дифференциальных уравнений Колмогорова решают при на-
чальных условиях, задающих вероятности состояний в начальный мо-
мент времени 𝑡 = 0.

𝑝1(0), 𝑝2(0), ..., 𝑝𝑁(0).

Также отметим, что для любого момента времени 𝑡 выполняется усло-
вие

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑡) = 1, 𝑡 ≥ 0,
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причем это условие можно использовать вместо одного из дифференци-
альных уравнений в системе Колмогорова.

Правило составления уравнений Колмогорова (мнемони-
ческое правило). Производная вероятности любого состояния равна
сумме произведений вероятностей всех состояний, из которых идут
стрелки в данное состояние, на интенсивность соответствующих состо-
яний, минус суммарная интенсивность всех состояний, выводящих из
данного состояния, умноженная на вероятность данного состояния.

Пример 1. Техническое устройство может находиться в одном из
двух состояний:

1. 𝑆1 — техническое устройство исправно работает.

2. 𝑆2 — техническое устройство не работает и находится в ремонте.

На техническое устройство, находящееся в состоянии 𝑆1, действует
поток событий интенсивностью 𝜆1(𝑡) = 𝜆1, переводящий устройство в
состояние 𝑆2. Когда техническое устройство находится в состоянии 𝑆2, на
него действует поток событий интенсивностью 𝜆2(𝑡) = 𝜆2, переводящий
устройство в состояние 𝑆1. Написать систему дифференциальных урав-
нений Колмогорова для вероятностей состояний и решить ее, считая, что
в начальный момент времени техническое устройство исправно работает.
Найти финальные вероятности состояний системы, если они существуют.

Решение. Запишем систему дифференциальных уравнений Колмо-
горова {︃

𝑝′1(𝑡) = 𝜆2𝑝2(𝑡)− 𝜆1𝑝1(𝑡),

𝑝′2(𝑡) = 𝜆1𝑝1(𝑡)− 𝜆2𝑝2(𝑡).

Используя условие 𝑝1(𝑡) + 𝑝2(𝑡) = 1, получаем

𝑝2(𝑡) = 1− 𝑝1(𝑡).

Подставляем полученное выражение для 𝑝2(𝑡) в первое уравнение в
системе Колмогорова, получаем дифференциальное уравнение с одной
неизвестной функцией 𝑝1(𝑡)

𝑝′1(𝑡) = 𝜆2(1− 𝑝1(𝑡))− 𝜆1𝑝1(𝑡).

Перепишем уравнение в виде

𝑝′1(𝑡) + (𝜆1 + 𝜆2)𝑝1(𝑡) = 𝜆2.
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Чтобы решить это дифференциальное уравнение, сначала решим од-
нородное

𝑝′1(𝑡) + (𝜆1 + 𝜆2)𝑝1(𝑡) = 0.

Разделим переменные

d𝑝′1(𝑡)
d𝑡

= −(𝜆1 + 𝜆2)𝑝1(𝑡).

d𝑝′1(𝑡)
𝑝1(𝑡)

= −(𝜆1 + 𝜆2)d𝑡.

Проинтегрируем обе части, получим

ln 𝑝1(𝑡) = −(𝜆1 + 𝜆2)𝑡+ ln𝐶.

Перепишем решение однородного уравнения в виде

𝑝1(𝑡) = 𝐶 · 𝑒−(𝜆1+𝜆2)𝑡.
Частное решение неоднородного уравнения ищем методом вариации

постоянной, то есть в виде

𝑝1(𝑡) = 𝐶(𝑡) · 𝑒−(𝜆1+𝜆2)𝑡.
Тогда

𝑝′1(𝑡) = 𝐶 ′(𝑡) · 𝑒−(𝜆1+𝜆2)𝑡 − (𝜆1 + 𝜆2)𝐶(𝑡) · 𝑒−(𝜆1+𝜆2)𝑡.
Подставив все в исходное уравнение, получаем

𝐶 ′(𝑡) = 𝜆2 · 𝑒(𝜆1+𝜆2)𝑡.
Находим функцию 𝐶(𝑡)

𝐶(𝑡) =

∫︁
𝜆2 · 𝑒(𝜆1+𝜆2)𝑡d𝑡 = 𝜆2

𝜆1 + 𝜆2
· 𝑒(𝜆1+𝜆2)𝑡.

Получаем общее решение

𝑝1(𝑡) = 𝑒−(𝜆1+𝜆2)𝑡 ·
(︂

𝜆2
𝜆1 + 𝜆2

· 𝑒(𝜆1+𝜆2)𝑡 + 𝐶1

)︂
.

Найдем константу 𝐶1 из условия 𝑝1(0) = 1 и запишем окончательный
вид для 𝑝1(𝑡)

𝐶1 =
𝜆1

𝜆1 + 𝜆2
.

𝑝1(𝑡) =
𝜆2 + 𝜆1𝑒

−(𝜆1+𝜆2)𝑡

𝜆1 + 𝜆2
.
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Тогда

𝑝2(𝑡) = 1− 𝑝1(𝑡) =
𝜆1 + 𝜆1𝑒

−(𝜆1+𝜆2)𝑡

𝜆1 + 𝜆2
.

Финальные вероятности получим при 𝑡→∞:

𝜋1 = lim
𝑡→∞

𝑝1(𝑡) =
𝜆2

𝜆1 + 𝜆2
,

𝜋2 = lim
𝑡→∞

𝑝2(𝑡) =
𝜆1

𝜆1 + 𝜆2
.

Для однородного процесса система дифференциальных уравнений
Колмогорова позволяет находить финальные вероятности. Для этого
все производные слева заменяют нулями.

Пример 2. Предполагается, что система состоит из трех работающих
узлов.

1. 𝑆1 — все узлы работают.

2. 𝑆2 — 1 узел работает, а 2 не работают.

3. 𝑆3 — 2 узла работают, а 1 не работает.

4. 𝑆4 — все узлы не работают.

Найти финальные вероятности системы, если матрица интенсивно-
стей перехода имеет вид

Λ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−5 0 1 0

2 −1 2 0

3 0 −3 2

0 1 0 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Решение. Запишем систему уравнений Колмогорова для нахождения
финальных вероятностей.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜋1 + 𝜋2 + 𝜋3 + 𝜋4 = 1,

0 = −5𝜋1 + 𝜋3,

0 = −𝜋2 + 2𝜋1 + 2𝜋3,

0 = −3𝜋3 + 3𝜋1 + 2𝜋4,

0 = −2𝜋4 + 𝜋2.
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Решив эту систему, получаем финальные вероятности

𝜋1 =
1

24
, 𝜋2 =

1

2
, 𝜋3 =

5

24
, 𝜋4 =

1

4
.

Пример 3. В заданной матрице Λ элемент 𝜆𝑖𝑗 есть интенсивность
случайного процесса переходов из состояния 𝑖 в состояние 𝑗:

Λ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0

4 0 3 0

0 3 0 4

0 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

а) построить граф переходов между состояниями, ребра которого
помечены соответствующими интенсивностями переходов; б) написать
систему уравнений для определения предельных вероятностей различ-
ных состояний; в) решить эту систему уравнений, найти предельную
вероятность каждого состояния.

Решение. а) Данная система содержит четыре возможных состояния.
Обозначим их 𝑆𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, они будут являться вершинами графа и
построим граф переходов по матрице

Λ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0

4 0 3 0

0 3 0 4

0 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Получим:
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б) Пусть 𝑝𝑖(𝑡) — вероятность того, что система находится в состоянии
𝑆𝑖, в момент времени 𝑡, 𝑖 = 1, 2, 3, 4.

Составим систему уравнений Колмогорова:

𝑝1(𝑡) + 𝑝2(𝑡) + 𝑝3(𝑡) + 𝑝4(𝑡) = 1.

Составляем отдельные уравнения по графу переходов:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d𝑝1(𝑡)

d𝑡
= 4𝑝2(𝑡)− 𝑝1(𝑡),

d𝑝2(𝑡)

d𝑡
= 3𝑝3(𝑡) + 𝑝4(𝑡)− 7𝑝2(𝑡),

d𝑝3(𝑡)

d𝑡
= 𝑝1(𝑡) + 3𝑝2(𝑡) + 𝑝4(𝑡)− 7𝑝3(𝑡),

d𝑝4(𝑡)

d𝑡
= 4𝑝3(𝑡)− 2𝑝4(𝑡).

Так как предельные вероятности постоянные, заменяем производные
нулями (производная от константы — нуль) и приходим к системе алгеб-
раических уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4𝑝2(𝑡)− 𝑝1(𝑡) = 0,

3𝑝3(𝑡) + 𝑝4(𝑡)− 7𝑝2(𝑡) = 0,

𝑝1(𝑡) + 3𝑝2(𝑡) + 𝑝4(𝑡)− 7𝑝3(𝑡) = 0,

4𝑝3 − 2𝑝4 = 0,

𝑝1(𝑡) + 𝑝2(𝑡) + 𝑝3(𝑡) + 𝑝4(𝑡) = 1.

в) Решим эту систему уравнений.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝1(𝑡) = 4𝑝2(𝑡),

3𝑝3(𝑡) + 2𝑝3(𝑡)− 7𝑝2(𝑡) = 0,

4𝑝2(𝑡) + 3𝑝2(𝑡) + 2𝑝3(𝑡)− 7𝑝3(𝑡) = 0,

𝑝4(𝑡) = 2𝑝3(𝑡),

4𝑝2(𝑡) + 𝑝2(𝑡) + 𝑝3(𝑡) + 2𝑝3(𝑡) = 1.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝1(𝑡) = 4𝑝2(𝑡),

5𝑝3(𝑡)− 7𝑝2(𝑡) = 0,

7𝑝2(𝑡)− 5𝑝3(𝑡) = 0,

𝑝4(𝑡) = 2𝑝3(𝑡),

5𝑝2(𝑡) + 3𝑝3(𝑡) = 1.
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑝1(𝑡) = 4𝑝2(𝑡),

7𝑝2(𝑡) = 5𝑝3(𝑡),

𝑝4(𝑡) = 2𝑝3(𝑡),

46𝑝3(𝑡) = 7.⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑝1(𝑡) =

10
23
,

𝑝2(𝑡) =
5
46
,

𝑝4(𝑡) =
7
23
,

𝑝3(𝑡) =
7
46
.

Получаем предельные вероятности каждого состояния.

𝑝1(𝑡) =
10

23
, 𝑝2(𝑡) =

5

46
, 𝑝3(𝑡) =

7

46
, 𝑝4(𝑡) =

7

23
.
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Варианты заданий

для самоподготовки

Вариант 1

1. На одинаковых карточках написаны буквы А, Б, В, К, О, Р, Ы. Карточки
тщательно перемешиваются и раскладываются в ряд. Какова вероятность того, что
получится слово ВЫБОРКА?

2. Из букв слова СОБЫТИЕ, составленного с помощью разрезной азбуки, извле-
кают наудачу и складывают друг за другом в порядке их извлечения три карточки.
Какова вероятность того, что получится слово БЫТ?

3. Какова вероятность того, что число на вырванном наудачу листке нового ка-
лендаря високосного года кратно пяти?

4. Тридцать различных предметов разложены в три ящика. Какова вероятность
того, что в одном ящике будет 15 предметов, в другом ящике — 10 предметов, а в
третьем — 5 предметов?

5. Десять книг случайно расставляются на полке. Какова вероятность того, что
три определенные книги окажутся поставленными рядом?

6. На десяти одинаковых карточках написаны соответственно числа 2, 3, 4, 6, 7,
8, 11, 12, 13, 15. Из них наугад берутся две карточки. Какова вероятность того, что
образованная из двух полученных чисел дробь сократима?

7. В коробке находятся четыре красных и шесть зеленых карандашей. Из нее
случайно выпали пять карандашей. Какова вероятность того, что два из них были
красными?

8. Из пяти видов открыток, имеющихся в автомате, наудачу выбирают десять от-
крыток. Какова вероятность того, что все отобранные открытки будут одинаковые?

9. Из колоды в 52 карты наудачу извлекаются 9 карт. Каковы вероятности собы-
тий 𝐴 = {Извлечены карты одной масти}, 𝐵 = {Извлечены три дамы, три туза и
три короля}?

10. Стрелок произвел семь выстрелов в цель. Все элементарные исходы считать
одинаково возможными. Каковы вероятности событий 𝐴 = {Третий выстрел попал
в цель}, 𝐵 = {Третий и четвертый выстрелы попали в цель}?

11. Правильная шестигранная игральная кость подбрасывается десять раз. Како-
вы вероятности событий 𝐴 = {Нечетное число раз выпала шестерка}, 𝐵 = {Первые
два раза выпала шестерка, в третий раз выпала пятерка}?

12. Из урны, содержащей десять белых и десять черных шаров, наудачу извлекают
двенадцать шаров. Каковы вероятности событий 𝐴 = {Среди извлеченных только
пять черных шаров}, 𝐵 = {Среди извлеченных хотя бы два белых шара}?

13. Производится два независимых выстрела. Вероятность попадания в цель при
одном выстреле равна 0,45. Найти вероятности событий 𝐴 = {Попадание в цель оба
раза}, 𝐵 = {Попадание в цель только один раз}.
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14. Вероятность оказаться доброкачественным для приборов некоторого завода
равна 0,89. Найти вероятности событий 𝐴 = {Ровно один из трех проверяемых при-
боров доброкачественный}, 𝐵 = {Первый из семи проверяемых приборов доброкаче-
ственный}.

15. Выполненная контрольная работа состоит из трех задач и примера. Вероят-
ность правильно решить задачу равна 0,54, а вероятность правильно решить пример
равна 0,64. Какова вероятность того, что правильно решены одна задача и пример?

16. На шахматную доску наудачу ставятся два слона — белый и черный. Найти
вероятность того, что слоны не побьют друг друга, если известно, что белый слон
попадает на одно из крайних полей доски.

17. Один раз подбрасывается правильная игральная кость. Даны события 𝐴 =
{Выпало простое число}, 𝐵 = {Выпало четное число очков}. Вычислить условную
вероятность 𝑃 (𝐴|𝐵).

18. Жюри состоит из трех судей. Первый и второй судьи принимают правильное
решение независимо друг от друга с вероятностью 0,75, а третий судья для принятия
решения поступает следующим образом: если двое первых судей принимают одина-
ковые решения, то он к ним присоединяется, если же решения двух первых судей
различные, то третий судья бросает правильную монетку. Окончательное решение
жюри принимает по большинству голосов. Какова вероятность того, что жюри при-
мет правильное решение?

19. Наудачу взяты три числа. Вероятности событий 𝐴𝑖 = 𝑖-е число кратно 5,
𝑖 = 1, 2, 3, равны 0, 6. Найти вероятности событий 𝐵 = {Все числа кратны 5}, 𝐶 =
{Хотя бы одно число кратно 5}, 𝐷 = {Только одно число кратно 5}, 𝐸 = {Второе
число кратно 5}.

20. Имеется три ящика с деталями, причем отношение числа стандартных деталей
к числу нестандартных равно 13, 4, 22 для 1-го, 2-го, 3-го ящиков соответственно.
Наудачу выбирается ящик и из него деталь. Найти вероятность того, что: а) выбрана
стандартная деталь; б) деталь была взята из первого ящика, если выбранная деталь
оказалась стандартной.

21. Студент пришел на экзамен, зная 77 билетов из предложенных 150 билетов.
Найти вероятность того, что он знает вытянутый билет, если он берет билет вторым.

22. На фабрике машины 𝑎, 𝑏, 𝑐 производят соответственно 23 %, 15 %, 62 %
всех изделий. В их продукции брак составляет 3 %, 1,6 % и 18,6 % соответственно.
Найти вероятность того, что: а) случайно выбранное изделие дефектно; б) изделие
произведено машиной 𝑐, если случайно выбранное изделие оказалось дефектным.

23. Три автомата изготавливают детали, которые поступают на общий конвейер.
Соотношение производительности первого, второго и третьего автомата равно 2:4:3.
Вероятность того, что деталь, изготовленная первым автоматом, отличного качества,
равна 0,9; для второго и третьего автоматов эти вероятности равны соответственно
0,8 и 0,7. Найти вероятность того, что: а) наудачу взятая с конвейера деталь не
отличного качества; б) деталь была изготовлена вторым автоматом, если наудачу
взятая с конвейера деталь не отличного качества.

24. В каждой из двух урн по 27 белых и 8 черных шаров. Из первой урны во
вторую переложили наудачу один шар, а затем из второй урны вынули наугад один
шар. Найти вероятность того, что: а) вынутый из второй урны шар окажется черным;
б) переложили белый шар при условии, что из второй урны вынут белый шар.

25. В каждой из двух урн по 27 белых и 8 черных шаров. Из первой урны во
вторую переложили наудачу два шара, а затем из второй урны вынули наугад один
шар. Найти вероятность того, что: а) вынутый из второй урны шар окажется белым;
б) переложили два белых шара при условии, что из второй урны вынут белый шар.
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26. В сосуд, содержащий 37 шаров, опущен один белый шар. Все предположения
о первоначальном числе белых шаров в сосуде равновозможные. Найти вероятность
того, что: а) после перемешивания будет вытащен белый шар; б) в сосуде было 25
белых шаров, если был вытащен белый шар.

27. В коробке первоначально находилось 27 цветных и 8 простых карандашей.
Один карандаш был потерян, и цвет его неизвестен. Из коробки без возвращения
извлечены два карандаша. Найти вероятность того, что: а) извлечены два цветных
карандаша; б) был потерян простой карандаш, если извлечены два простых каран-
даша.

28. В коробке первоначально находилось 27 цветных и 8 простых карандашей.
Два карандаша были потеряны, и цвета их неизвестны. Из коробки без возвращения
извлечены два карандаша. Найти вероятность того, что: а) извлечены два цветных
карандаша; б) был потерян один цветной и один простой карандаш, если извлечены
два цветных карандаша.

29. Слово ВАРИАНТ составлено из карточек, на каждой из которых написана
одна буква. Три карточки слова потеряны. Из оставшихся карточек наугад извле-
кается одна карточка. Найти вероятность того, что: а) извлечена гласная буква; б)
были потеряны две согласные буквы, если извлечена гласная буква.

30. Для данного участника игры вероятность набросить кольцо на колышек равна
0,3. Какова вероятность набросить кольцо на колышек: а) один раз при трех бросках;
б) два или три раза при четырех бросках; в) хотя бы один раз при трех бросках; г)
пять раз при шести бросках?

31. В библиотеке имеются книги только по технике и математике. Вероятности
того, что любой читатель возьмет книгу по технике или по математике, равны соот-
ветственно 0,7 и 0,3. Определить вероятность того, что 5 читателей подряд возьмут
книги или только по технике, или только по математике, если каждый из них берет
только 1 книгу.

32. Вероятность того, что на некотором предприятии расход электроэнергии не
превысит суточной нормы, равна 0,8. Проверено десять рабочих дней. Найдите наи-
более вероятное число рабочих дней, в течение которых не было перерасхода элек-
троэнергии.

33. Упаковщик укладывает 9 приборов, проверенных ОТК или изготовленных
рабочими, имеющими личное клеймо. Вероятность того, что прибор отмечен лич-
ным клеймом, равна 0,25. Какова вероятность того, что приборов, отмеченных ОТК,
окажется: а) хотя бы два; б) ровно два?

34. Какова вероятность того, что в столбике из десяти наугад отобранных пра-
вильных монет, расположенных гербом вверх будет: а) пять; б) от трех до пяти вклю-
чительно?

35. Вероятность появления успеха в каждом из шести независимых испытаний
равна 0,82. Определить вероятность того, что успех появится: а) хотя бы 2 раза; б)
более 3 раз.

36. В Новый год в родильном доме появилось на свет пять малышей. Считая
вероятность рождения мальчика равной 0,515, найти вероятность того, что в данном
родильном доме находится: а) пять мальчиков; б) ни одного мальчика.

37. Некто приобрел 100 билетов лотереи. Известно, что вероятность выигрыша на
один билет равна 0,02. Какова вероятность того, что среди приобретенных билетов
выигрышных окажется: а) три; б) хотя бы три; в) 2 или 4; г) не менее пяти?

38. Вероятность того, что стрелок попадет в цель при одном выстреле, равна 0,2.
Сколько нужно произвести независимых выстрелов, чтобы с вероятностью не менее
0,9 попасть в цель хотя бы один раз?
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39. Испытываются 600 одинаковых деталей, а вероятность того, что каждая де-
таль выдержит испытание, равна 0,85. Какова вероятность того, что испытание вы-
держат: а) 358 деталей; б) хотя бы 533 детали?

40. Для данного баскетболиста вероятность забросить мяч в корзину при каждом
броске равна 0,65. Произведено 50 бросков. Найти вероятность того, что попаданий
окажется: а) 35; б) не менее 25 и не более 40?

41. По мишени производится 800 независимых выстрелов. Вероятность попадания
при одном выстреле равна 0,3. Найти максимально возможное отклонение относи-
тельной частоты от вероятности попадания в цель с вероятностью 0,962.

42. При бросании трех игральных костей игрок выигрывает 18 руб., если на всех
костях выпадет 6 очков; 2 руб. — если на двух костях выпадет 6 очков; 1 руб. — если
только на одной кости выпадет 6 очков. 𝜉 — величина выигрыша в рублях. Составьте
закон распределения дискретной случайной величины 𝜉, вычислите ее математиче-
ское ожидание, дисперсию, среднеквадратическое отклонение, а также начертите ее
многоугольник распределения и график функции распределения.

43. Случайная величина 𝜉 задана функцией плотности распределения

𝜌𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
0, при 𝑥 ≤ 0,

𝑎
(︀
3
2
𝑥2 + 2𝑥

)︀
, при 0 < 𝑥 ≤ 1,

0, при 𝑥 > 1.

Найдите: 1) функцию распределения 𝐹𝜉(𝑥) и необходимые константы; 2) математи-
ческое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение; 3) вероятность

попадания случайной величины 𝜉 в интервал

(︂
−2; 1

2

)︂
. Постройте графики функций

распределения 𝐹𝜉(𝑥) и плотности распределения 𝜌𝜉(𝑥).

Вариант 2

1. На одинаковых карточках написаны буквы А, З, К, С, У. Карточки тщательно
перемешиваются и раскладываются в ряд. Какова вероятность того, что получится
слово КАЗУС?

2. Из букв слова АЛГОРИТМ, составленного с помощью разрезной азбуки, из-
влекают наудачу и складывают друг за другом в порядке их извлечения четыре
карточки. Какова вероятность того, что получится слово ГОРА?

3. Из полной игры лото наудачу извлекается один бочонок. На бочонках написаны
числа от 1 до 90 включительно. Какова вероятность того, что на извлеченном бочонке
записано простое число?

4. Для уменьшения общего количества игр десять команд спортсменов по жребию
разбиваются на две подгруппы. Какова вероятность того, что две наиболее сильные
команды окажутся в разных подгруппах?

5. Какова вероятность того, что при перестановке букв слова ПЕРЕШЕЕК четыре
буквы Е не будут стоять рядом?

6. Какова вероятность того, что номер первой встретившейся автомашины содер-
жит две пары одинаковых цифр, если номера автомашин четырехзначные, начиная
с 0001, неповторяющиеся и равновозможные?

7. В кондитерской из шести видов пирожных пятеро малышей выбирают по од-
ному. Какова вероятность того, что все малыши выберут разные пирожные?
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8. Имеется четыре чашки, пять блюдец и шесть чайных ложек (все чашки, блюдца
и ложки различные). Из них наудачу выбирают три предмета. Какова вероятность
того, что будет полный набор для чая?

9. Из колоды в 36 карт наудачу извлекаются двенадцать карт. Каковы вероятности
событий 𝐴 = {Извлечено только три туза}, 𝐵 = {Извлечены три туза, три дамы, три
короля и три семерки}?

10. Стрелок произвел девять выстрелов в цель. Все элементарные исходы считать
одинаково возможными. Каковы вероятности событий 𝐴 = {Не менее трех выстрелов
попали в цель}, 𝐵 = {Ровно три попадания в цель}?

11. Правильная шестигранная игральная кость подбрасывается одиннадцать раз.
Каковы вероятности событий 𝐴 = {Всякий раз выпадала шестерка}, 𝐵 = {Первые
четыре раза выпала пятерка}?

12. Из урны, содержащей четыре белых и четыре черных шара, наудачу извле-
кают четыре шара. Каковы вероятности событий 𝐴 = {Среди извлеченных только
один белый шар}, 𝐵 = {Среди извлеченных белых шаров больше, чем черных}?

13. Из таблицы случайных чисел наудачу взяты два числа. Каковы вероятности
событий 𝐴 = {Одно из выбранных чисел делится на 9}, 𝐵 = {Сумма цифр первого
выбранного числа кратна трем}?

14. Из двух полных наборов шахмат наудачу извлекают по одной фигуре или
пешке. Какова вероятность того, что обе фигуры окажутся слонами?

15. Ученик отвечает на пять вопросов ответами «Да» или «Нет». Вероятность
верного ответа на любой из вопросов равна 0,4. Найти вероятность трех верных
ответов.

16. Производятся независимые выстрелы до попадания в цель. Вероятность по-
падания в цель при одном выстреле равна 0,75. Найти вероятность того, что произ-
ведены три выстрела.

17. Из урны, содержащей пять красных и четыре черных шара, наудачу извлека-
ются четыре шара. Найти вероятность того, что будет извлечен хотя бы один черный
шар.

18. Иван и Федор поочередно бросают монету. Выигрывает тот, у кого раньше
появится герб. Федор бросает первым. Найти вероятности выигрыша для каждого из
игроков, если игра ограничена 10 бросками монеты для каждого из игроков, причем,
если герб так и не появится у Федора, то выигравшим считается Иван.

19. Три стрелка сделали по одному выстрелу в мишень. Вероятности событий 𝐴𝑖

= {Попадание в мишень 𝑖-м стрелком}, 𝑖 = 1, 2, 3, равны 0,6. Найти вероятности
событий 𝐵 = {В мишень попали только два стрелка}, 𝐶 = {В мишень попал хотя
бы один стрелок}, 𝐷 = {В мишень попало не более одного стрелка}, 𝐸 = {В мишень
попали все}.

20. Имеется три ящика с деталями, причем отношение числа стандартных деталей
к числу нестандартных равно 5, 16, 20 для 1-го, 2-го, 3-го ящиков соответственно.
Наудачу выбирается ящик и из него деталь. Найти вероятность того, что: а) выбрана
стандартная деталь; б) деталь была взята из первого ящика, если выбранная деталь
оказалась стандартной.

21. Студент пришел на экзамен, зная 85 билетов из предложенных 150 билетов.
Найти вероятность того, что он знает вытянутый билет, если он берет билет вторым.

22. На фабрике машины 𝑎, 𝑏, 𝑐 производят соответственно 30 %, 17 %, 53 %
всех изделий. В их продукции брак составляет 3 %, 2,3 % и 18,2 % соответственно.
Найти вероятность того, что: а) случайно выбранное изделие дефектно; б) изделие
произведено машиной 𝑎, если случайно выбранное изделие оказалось дефектным.
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23. Три автомата изготавливают детали, которые поступают на общий конвейер.
Соотношение производительности первого, второго и третьего автомата составляет
4:3:5. Вероятность того, что деталь, изготовленная первым автоматом, отличного
качества, равна 0,9; для второго и третьего автоматов эти вероятности равны со-
ответственно 0,8 и 0,7. Найти вероятность того, что: а) наудачу взятая с конвейера
деталь не отличного качества; б) деталь была изготовлена вторым автоматом, если
наудачу взятая с конвейера деталь не отличного качества.

24. В каждой из двух урн по 25 белых и 18 черных шаров. Из первой урны во
вторую переложили наудачу один шар, а затем из второй урны вынули наугад один
шар. Найти вероятность того, что: а) вынутый из второй урны шар окажется черным;
б) переложили белый шар при условии, что из второй урны вынут белый шар.

25. В каждой из двух урн по 25 белых и 18 черных шаров. Из первой урны во
вторую переложили наудачу два шара, а затем из второй урны вынули наугад один
шар. Найти вероятность того, что: а) вынутый из второй урны шар окажется белым;
б) переложили два белых шара при условии, что из второй урны вынут белый шар.

26. В сосуд, содержащий 29 шаров, опущен один белый шар. Все предположения
о первоначальном числе белых шаров в сосуде равновозможные. Найти вероятность
того, что: а) после перемешивания будет вытащен белый шар; б) в сосуде было 23
белых шара, если был вытащен белый шар.

27. В коробке первоначально находилось 25 цветных и 18 простых карандашей.
Один карандаш был потерян, и цвет его неизвестен. Из коробки без возвращения
извлечены два карандаша. Найти вероятность того, что: а) извлечены два цветных
карандаша; б) был потерян простой карандаш, если извлечены два простых каран-
даша.

28. В коробке первоначально находилось 25 цветных и 18 простых карандашей.
Два карандаша были потеряны, и цвета их неизвестны. Из коробки без возвращения
извлечены два карандаша. Найти вероятность того, что: а) извлечены два цветных
карандаша; б) был потерян один цветной и один простой карандаш, если извлечены
два цветных карандаша.

29. Слово ВОЗВРАЩЕНИЕ составлено из карточек, на каждой из которых на-
писана одна буква. Три карточки слова потеряны. Из оставшихся карточек наугад
извлекается одна карточка. Найти вероятность того, что: а) извлечена гласная буква;
б) были потеряны две согласные буквы, если извлечена гласная буква.

30. Вероятность того, что на некотором предприятии расход электроэнергии не
превысит суточной нормы, равна 0,8. Какова вероятность того, что расход электро-
энергии не превысит суточной нормы: а) хотя бы три рабочих дня из проверенных
пяти; б) три рабочих дня из проверенных четырех; в) не менее двух рабочих дней из
проверенных трех; г) один или два рабочих дня из проверенных шести?

31. Два равносильных противника играют в шахматы. Что вероятнее выиграть
одну партию из двух или две из четырех?

32. Вероятность того, что стрелок попадет в цель при одном выстреле, равна
0,7. Производится 15 независимых выстрелов. Найдите наиболее вероятное число
попаданий в цель.

33. Рабочий обслуживает пять станков. Вероятность остановки станка в течение
рабочего дня равна 0,2. Какова вероятность того, что в течение рабочего дня не
произойдет остановки: а) хотя бы одного станка; б) двух или четырех станков?

34. В сейсмоопасной местности создано три автоматических сейсмических стан-
ции. Каждая станция в течение года может выйти из строя с вероятностью 0,4. Ка-
кова вероятность того, что в одном рассматриваемом году не выйдут из строя: а)
ровно две станции; б) все три станции?
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35. Вероятность того, что любой абонент позвонит на коммутатор в течение часа,
равна 0,3. Телефонная станция обслуживает 6 абонентов. Найти вероятность того,
что на коммутатор в течение рассматриваемого часа позвонят: а) более одного або-
нента; б) более половины абонентов.

36. Правильная монета подброшена шесть раз. Найти вероятность того, что герб
появится в большинстве случаев.

37. Прядильщица обслуживает 100 веретен. Вероятность обрыва нити на одном
веретене в течение одного часа равна 0,4. Какова вероятность того, что в течение
одного часа произойдут обрывы нити: а) на 45 веретенах; б) более чем на 50 верете-
нах?

38. Вероятность появления события 𝐴 хотя бы один раз при семи независимых
испытаниях равна 0,95. Какова постоянная вероятность появления этого события
при одном испытании?

39. Испытываются 450 независимо работающих одинаковых прибора. Вероятность
отказа каждого прибора при испытании равна 0,44. Найти вероятность того, что при
испытании откажут: а) 200 приборов; б) не более чем 200 приборов.

40. Известно, что все номера автомашин четырехзначные, неповторяющиеся и
равновозможные. Наудачу выбрано 100 номеров. Какова вероятность того, что не
оканчиваются цифрой 5 номера: а) 10 автомашин; б) менее четверти автомашин?

41. Производится 700 независимых испытаний, в каждом из которых вероятность
наступления события 𝐴, равна 0,65. Какова вероятность того, что относительная ча-
стота наступления события 𝐴 отклонится от его вероятности по абсолютной величине
не более чем на 0,02?

42. Имеется 5 патронов. По мишени ведутся выстрелы до первого попадания или
пока не будут израсходованы все патроны. 𝜉 — число израсходованных патронов.
Вероятность попадания при каждом выстреле равна 0,6. Составьте закон распреде-
ления дискретной случайной величины 𝜉, вычислите ее математическое ожидание,
дисперсию, среднеквадратическое отклонение, а также начертите ее многоугольник
распределения и график функции распределения.

43. Случайная величина 𝜉 задана функцией плотности распределения

𝜌𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
0, при 𝑥 ≤ 0,
𝑥4 + 2𝑥

𝑎
, при 0 < 𝑥 ≤ 1,

0, при 𝑥 > 1.

Найдите: 1) функцию распределения 𝐹𝜉(𝑥) и необходимые константы; 2) математи-
ческое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение; 3) вероятность
попадания случайной величины 𝜉 в интервал (0, 5; 2, 5). Постройте графики функций
распределения 𝐹𝜉(𝑥) и плотности распределения 𝜌𝜉(𝑥).

Вариант 3

1. На одинаковых карточках написаны буквы В, Л, О, О, С. Карточки тщательно
перемешиваются и раскладываются в ряд. Какова вероятность того, что получится
слово СЛОВО?

2. Ребенок играет с карточками, на которых написаны буквы слова КОМБИНА-
ТОРИКА. Он берет пять карточек и раскладывает их в ряд слева направо. Какова
вероятность того, что получится слово НИТКА?

3. В группе десять юношей и тринадцать девушек. По жребию разыгрывается
один билет в театр. Какова вероятность того, что билет получит девушка?
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4. Какова вероятность того, что при случайной перестановке множества
{1, 2, 3, . . . , 3𝑛} каждое четное число будет стоять на четном месте?

5. Какова вероятность того, что при случайной перестановке букв слова ПАРА-
БОЛА три буквы А окажутся рядом?

6. На десяти карточках написаны цифры 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Из них образовано
двузначное число. Какова вероятность того, что это число делится на три?

7. Из числел 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 составлены кости домино. Какова вероятность
того, что случайно выбранная из такого набора кость окажется дублем?

8. Какова вероятность того, что запись наудачу составленного шестизначного чис-
ла содержит две тройки, две пятерки и две семерки?

9. Из колоды в 52 карты наудачу извлекаются девять карт. Каковы вероятности
событий 𝐴 = {Среди извлеченных карт хотя бы один туз}, 𝐵 = {Среди извлеченных
карт хотя бы два туза}?

10. Стрелок произвел девять выстрелов в цель. Все элементарные исходы считать
одинаково возможными. Каковы вероятности событий 𝐴 = {Не менее трех выстрелов
попали в цель}, 𝐵 = {Ровно три попадания в цель}?

11. Правильная шестигранная игральная кость подбрасывается девять раз. Ка-
ковы вероятности событий 𝐴 = {Только два раза выпала шестерка}, 𝐵 = {Во второй
и в третий раз выпала пятерка}?

12. Из урны, содержащей девять белых и десять черных шаров, наудачу извлека-
ют двенадцать шаров. Каковы вероятности событий 𝐴 = {Среди извлеченных только
четыре черных шара}, 𝐵 = {Среди извлеченных хотя бы пять белых шаров и хотя
бы три черных}?

13. Производится два независимых выстрела. Вероятность попадания в цель при
одном выстреле равна 0,45. Найти вероятности событий 𝐴 = {Попадание в цель оба
раза}, 𝐵 = {Попадание в цель только один раз}.

14. Правильная монета подбрасывается семь раз. Найти вероятности событий 𝐴

= {В первый раз выпал герб}, 𝐵 = {Пять раз выпал герб}.
15. Контрольная работа состоит из трех задач и одного примера, причем для

ее успешного выполнения необходимо решить любые два задания. Вероятность пра-
вильно решить задачу равна 0,54, а вероятность правильно решить пример равна
0,64. Найти вероятность того, что правильно решены хотя бы два задания.

16. Студент отвечает на вопросы преподавателя до первого неверного ответа. Ве-
роятность неверного ответа на любой вопрос равна 0,53. Найти вероятность того, что
преподаватель задаст только три вопроса.

17. Вероятность события 𝐴 равна 0,7, вероятность события 𝐵 равна 0,4, ве-
роятность их совместного наступления равна 0,25. Найти вероятность события
(𝐴+𝐵)(𝐴+𝐵).

18. Студент может уехать в институт или автобусом, который ходит через каждые
20 минут, или троллейбусом, который ходит через каждые 10 минут. Найти вероят-
ность того, что студент, подошедший к остановке, уедет в течение ближайших пяти
минут.

19 Из трех колод в 36 карт наудачу выбрано по одной карте. Найти вероятности
событий 𝐵 = {Все карты бубновой масти}, 𝐶 = {Только одна карта бубновой масти},
𝐷 = {Более одной карты бубновой масти}, 𝐸 = {Хотя бы одна карта бубновой масти}.

20. Имеется три ящика с деталями, причем отношение числа стандартных деталей
к числу нестандартных равно 15, 16, 10 для 1-го, 2-го, 3-го ящиков соответственно.
Наудачу выбирается ящик и из него деталь. Найти вероятность того, что: а) выбрана
стандартная деталь; б) деталь была взята из первого ящика, если выбранная деталь
оказалась стандартной.
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21. Студент пришел на экзамен, зная 15 билетов из предложенных 100 билетов.
Найти вероятность того, что он знает вытянутый билет, если он берет билет вторым.

22. На фабрике машины 𝑎, 𝑏, 𝑐 производят соответственно 30 %, 20 %, 50 % про-
центов всех изделий. В их продукции брак составляет 3 %, 4 % и 15 % соответственно.
Найти вероятность того, что: а) случайно выбранное изделие дефектно; б) изделие
произведено машиной 𝑏, если случайно выбранное изделие оказалось дефектным.

23. Три автомата изготавливают детали, которые поступают на общий конвейер.
Соотношение производительности первого, второго и третьего автомата составляет
2:15:10. Вероятность того, что деталь, изготовленная первым автоматом, отличного
качества, равна 0,9; для второго и третьего автоматов эти вероятности равны со-
ответственно 0,8 и 0,7. Найти вероятность того, что: а) наудачу взятая с конвейера
деталь не отличного качества; б) деталь была изготовлена вторым автоматом, если
наудачу взятая с конвейера деталь не отличного качества.

24. В каждой из двух урн по 15 белых и 18 черных шаров. Из первой урны во
вторую переложили наудачу один шар, а затем из второй урны вынули наугад один
шар. Найти вероятность того, что: а) вынутый из второй урны шар окажется черным;
б) переложили белый шар при условии, что из второй урны вынут белый шар.

25. В каждой из двух урн по 15 белых и 18 черных шаров. Из первой урны во
вторую переложили наудачу два шара, а затем из второй урны вынули наугад один
шар. Найти вероятность того, что: а) вынутый из второй урны шар окажется белым;
б) переложили два белых шара при условии, что из второй урны вынут белый шар.

26. В сосуд, содержащий 15 шаров, опущен один белый шар. Все предположения
о первоначальном числе белых шаров в сосуде равновозможные. Найти вероятность
того, что: а) после перемешивания будет вытащен белый шар; б) в сосуде было 12
белых шаров, если был вытащен белый шар.

27. В коробке первоначально находилось 15 цветных и 18 простых карандашей.
Один карандаш был потерян, и цвет его неизвестен. Из коробки без возвращения
извлечены два карандаша. Найти вероятность того, что: а) извлечены два цветных
карандаша; б) был потерян простой карандаш, если извлечены два простых каран-
даша.

28. В коробке первоначально находилось 15 цветных и 18 простых карандашей.
Два карандаша были потеряны, и цвета их неизвестны. Из коробки без возвращения
извлечены два карандаша. Найти вероятность того, что: а) извлечены два цветных
карандаша; б) был потерян один цветной и один простой карандаш, если извлечены
два цветных карандаша.

29. Слово ПОВТОРЕНИЕ составлено из карточек, на каждой из которых на-
писана одна буква. Две карточки слова потеряны. Из оставшихся карточек наугад
извлекается одна карточка. Найти вероятность того, что: а) извлечена гласная буква;
б) были потеряны две согласные буквы, если извлечена гласная буква.

30. Какова вероятность того, что при трех подбрасываний правильной монеты
герб выпадет: а) хотя бы два раза; б) два раза; в) ни одного раза; г) ни одного раза
или все три раза?

31. При передаче сообщения вероятность искажения одного знака равна 0,1. Най-
ти вероятность того, что сообщение будет принято, если известно, что сообщение
содержит десять знаков и для принятия сообщения в нем не должно быть более
двух искаженных знаков.

32. Вероятность попадания в цель при каждом из 30 независимых выстрелов
равна 0,2. Найдите наиболее вероятное число попаданий в цель.
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33. Предприятием приобретено пять одинаково надежных телевизоров, вероят-
ность отказа в течение гарантийного срока для каждого из которых равна 0,02. Най-
дите вероятность того, что в течение гарантийного срока откажут более половины
телевизоров.

34. Вероятность прорастания семян данной партии пшеницы равна 0,8. Для про-
бы высажено пять семян. Найдите наиболее вероятное число проросших семян и
вычислите соответствующую вероятность.

35. Испытываются шесть автомашин, вероятность того, что автомашина не выдер-
жит испытание, равна 0,02. Найдите вероятность того, что автомашин, выдержавших
испытание, будет: а) 5; б) не менее двух, но менее четырех.

36. 2 % утюгов, изготавливаемых заводом, являются бракованными. Из большой
партии независимо друг от друга производится случайная выборка четырех утюгов.
Найдите вероятность того, что в выборке окажется: а) только один неисправный
утюг; б) четное число неисправных утюгов.

37. Имеется общество из 730 человек. Считая, что вероятность рождения в фик-

сированный день равна
1

365
, найти вероятность того, что день рождения на 15 мая

приходится у: а) двух человек; б) хотя бы у одного человека; в) двух или трех чело-
век; г) более чем двух человек.

38. Вероятность появления события 𝐴 хотя бы один раз при семи независимых
испытаниях равна 0,95. Какова постоянная вероятность появления этого события
при одном испытании?

39. Из таблицы случайных чисел наудачу взято 250 чисел. Найти вероятность
того, что среди них окажется: а) 20 чисел, оканчивающихся на 2; б) больше четных
чисел, чем нечетных.

40. Прибор состоит из 75 одинаковых ламп. Вероятность перегорания одной лам-
пы равна 0,3. Найти вероятность того, что перегорело: а) 35 ламп; б) от 30 до 45
ламп?

41. По мишени производится 800 независимых выстрелов. Вероятность попадания
при одном выстреле равна 0,3. Найти максимально возможное отклонение относи-
тельной частоты от вероятности попадания в цель с вероятностью 0,962.

42. Вероятность того, что трамвай подойдет к остановке строго по расписанию,
равна 0,7. 𝜉 — число трамваев, прибывших по расписанию, из 4 исследуемых. Со-
ставьте закон распределения дискретной случайной величины 𝜉, вычислите ее мате-
матическое ожидание, дисперсию, среднеквадратическое отклонение, а также начер-
тите ее многоугольник распределения и график функции распределения.

43. Случайная величина 𝜉 задана функцией плотности распределения

𝜌𝜉(𝑥) =

{︃
0, при |𝑥| > 3,

𝑎𝑥2, при |𝑥| ≤ 3.

Найдите: 1) функцию распределения 𝐹𝜉(𝑥) и необходимые константы; 2) математи-
ческое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение; 3) вероятность
попадания случайной величины 𝜉 в интервал (1; 2). Постройте графики функций
распределения 𝐹𝜉(𝑥) и плотности распределения 𝜌𝜉(𝑥).

Вариант 4

1. На одинаковых карточках написаны буквы А, Л, М, О, Р, У, Ф. Карточки
тщательно перемешиваются и раскладываются в ряд. Какова вероятность того, что
получится слово ФОРМУЛА?
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2. Из шести карточек с буквами Е, Е, И, Р, Т, Т, выбирают наугад четыре карточки
и раскладывают в ряд. Какова вероятность того, что получится слово ТИРЕ?

3. Какова вероятность того, что число на вырванном наудачу листке нового ка-
лендаря високосного года кратно пяти?

4. Тридцать пассажиров рассаживаются в пяти вагонах. Какова вероятность того,
что в два вагона сядут по семь пассажиров, в один — двенадцать пассажиров и в два
оставшихся — по два пассажира?

5. Десять человек случайным образом садятся за круглый стол. Какова вероят-
ность того, что два определенных лица не будут сидеть рядом?

6. Имеется шесть билетов в театр, из которых четыре на места первого ряда.
Какова вероятность того, что из четырех наудачу выбранных билетов два окажутся
на места первого ряда?

7. В лифт девятиэтажного дома на первом этаже вошли пять человек, каждый
из них с одинаковой вероятностью выходит на любом из этажей, начиная со второго.
Какова вероятность того, что трое выйдут на одном этаже?

8. В кондитерской из шести видов пирожных десять малышей выбирают по од-
ному. Какова вероятность того, что будут выбраны пять видов пирожных по два
каждого вида?

9. Из колоды в 52 карты наудачу извлекаются четыре карты. Каковы вероятности
событий 𝐴 = {Среди извлеченных только одна карта бубновой масти}, 𝐵 = {Среди
извлеченных одна карта бубновой масти, а три пиковой}?

10. Стрелок произвел три выстрела в цель. Все элементарные исходы считать
одинаково возможными. Каковы вероятности событий 𝐴 = {Попадание в цель при
первом выстреле}, 𝐵 = {Только один выстрел попал в цель}?

11. Правильная шестигранная игральная кость подбрасывается шесть раз. Како-
вы вероятности событий 𝐴 = {Первые два раза выпала шестерка}, 𝐵 = {Шестерка
выпала два раза, а пятерка выпала четыре раза}?

12. Из урны, содержащей три белых и семь черных шаров, наудачу извлекают
пять шаров. Каковы вероятности событий 𝐴 = {Среди извлеченных шаров ровно
один белый}, 𝐵 = {Среди извлеченных шаров хотя бы один белый}?

13. Имеется 100 жетонов, занумерованных целыми числами от 1 до 100. Из них
последовательно наудачу извлекается пять жетонов. Каковы вероятности событий
𝐴 = {Извлечены хотя бы два жетона, номера которых кратны 3}, 𝐵 = {Извлечено
ровно три жетона, номера которых кратны 8}?

14. Из колоды в 36 карт последовательно наудачу извлекаются три карты. Каковы
вероятности событий 𝐴 = {Вторым извлечен король}, 𝐵 = {Все извлеченные карты
пиковой масти}?

15. Подбрасываются две правильные шестигранные игральные кости. Найти ве-
роятность того, что на верхней грани выпадет ровно одна тройка.

16. Из урны, содержащей 4 красных и 2 белых шара, наудачу последовательно
извлекается 2 шара. Найти вероятность того, что будет извлечен хотя бы 1 белый
шар.

17. Подбрасываются три правильные шестигранные игральные кости. Наблюда-
емые события 𝐴 = {На трех костях выпадут разные значения}, 𝐵 = {Хотя бы на
одной из костей выпадет четверка}. Найти 𝑃 (𝐴|𝐵) и 𝑃 (𝐵|𝐴).

18. Секретарь должна отправить письма в 6 разных фирм. Она сначала подпи-
сывает все конверты, а потом случайным образом закладывает в каждый конверт по
одному письму. Найти вероятность того, что хотя бы одно письмо придет по адресу.
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19. Из двух полных наборов шахмат вынули наудачу фигуру или пешку. Событие
𝐴1 = {Первой вынули пешку}, 𝐴2 = {Второй вынули пешку}. Найти вероятности
событий 𝐵 = {Вынули две фигуры}, 𝐶 = {Вынули хотя бы одну фигуру}, 𝐷 =
{Вынули только одну фигуру}, 𝐸 = {Вынули не менее одной пешки}.

20. Имеется три ящика с деталями, причем отношение числа стандартных дета-
лей к числу нестандартных равно 6, 7, 19 для 1-го, 2-го, 3-го ящиков соответственно.
Наудачу выбирается ящик и из него деталь. Найти вероятность того, что: а) вы-
брана стандартная деталь; б) деталь была взята из 1-го ящика, если она оказалась
стандартной.

21. Студент пришел на экзамен, зная 24 билета из предложенных 100 билетов.
Найти вероятность того, что он знает вытянутый билет, если он берет билет вторым.

22. На фабрике машины 𝑎, 𝑏, 𝑐 производят соответственно 30 %, 11 %, 59 %
всех изделий. В их продукции брак составляет 3 %, 2,2 % и 17,7 % соответственно.
Найти вероятность того, что: а) случайно выбранное изделие дефектно; б) изделие
произведено машиной 𝑐, если случайно выбранное изделие оказалось дефектным.

23. Три автомата изготавливают детали, которые поступают на общий конвейер.
Соотношение производительности первого, второго и третьего автомата составляет
2:3:6. Вероятность того, что деталь, изготовленная первым автоматом, отличного
качества, равна 0,9; для второго и третьего автоматов эти вероятности равны со-
ответственно 0,8 и 0,7. Найти вероятность того, что: а) наудачу взятая с конвейера
деталь не отличного качества; б) деталь была изготовлена вторым автоматом, если
наудачу взятая с конвейера деталь не отличного качества.

24. В каждой из двух урн по 24 белых и 9 черных шаров. Из первой урны во
вторую переложили наудачу один шар, а затем из второй урны вынули наугад один
шар. Найти вероятность того, что: а) вынутый из второй урны шар окажется черным;
б) переложили белый шар при условии, что из второй урны вынут белый шар.

25. В каждой из двух урн по 24 белых и 9 черных шаров. Из первой урны во
вторую переложили наудачу два шара, а затем из второй урны вынули наугад один
шар. Найти вероятность того, что: а) вынутый из второй урны шар окажется белым;
б) переложили два белых шара при условии, что из второй урны вынут белый шар.

26. В сосуд, содержащий 24 шара, опущен один белый шар. Все предположения
о первоначальном числе белых шаров в сосуде равновозможные. Найти вероятность
того, что: а) после перемешивания будет вытащен белый шар; б) в сосуде был 21
белый шар, если был вытащен белый шар.

27. В коробке первоначально находилось 24 цветных и 9 простых карандашей.
Один карандаш был потерян, и цвет его неизвестен. Из коробки без возвращения
извлечены два карандаша. Найти вероятность того, что: а) извлечены два цветных
карандаша; б) был потерян простой карандаш, если извлечены два простых каран-
даша.

28. В коробке первоначально находилось 24 цветных и 9 простых карандашей.
Два карандаша были потеряны, и цвета их неизвестны. Из коробки без возвращения
извлечены два карандаша. Найти вероятность того, что: а) извлечены два цветных
карандаша; б) был потерян один цветной и один простой карандаш, если извлечены
два цветных карандаша.

29. Слово ВЫБОРКА составлено из карточек, на каждой из которых написана
одна буква. Две карточки слова потеряны. Из оставшихся карточек наугад извле-
кается одна карточка. Найти вероятность того, что: а) извлечена гласная буква; б)
были потеряны две согласные буквы, если извлечена гласная буква.
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30. Испытываются семь независимо работающих одинаковых приборов. Вероят-
ность отказа каждого прибора при испытании равна 0,4. Какова вероятность того,
что при испытании не откажут: а) два прибора; б) хотя бы два прибора; в) один
прибор; г) более чем один прибор?

31. В библиотеке имеются книги только по технике и математике. Вероятности
того, что любой читатель возьмет книгу по технике или по математике, равны соот-
ветственно 0,7 и 0,3. Определить вероятность того, что 5 читателей подряд возьмут
книги или только по технике, или только по математике, если каждый из них берет
только 1 книгу.

32. Электростанция обслуживает сеть с 70 лампочками, вероятность включения
каждой из которых за время 𝑡 равна 0,1. Найдите наиболее вероятное число лампо-
чек, которые могут включиться за время 𝑡.

33. Испытываются четыре детали, вероятность того, что деталь выдержит ис-
пытание, равна 0,9. Какова вероятность того, что не выдержат испытание: а) две
детали; б) более одной детали?

34. За один цикл автомат стерилизует 10 банок. Вероятность для каждой бан-
ки оказаться при этом нестерильной равна 0,03. Найти наиболее вероятное число
стерильных банок за один цикл.

35. Отрезок разделен на четыре равные части. На отрезок наудачу брошено две
точки. Определить вероятность того, что обе точки попали на одну часть. Предпола-
гается, что вероятность попадания точки на отрезок пропорциональна длине отрезка
и не зависит от его расположения.

36. Из ящика, в котором восемь белых и два черных шара, восемь раз извлекается
по одному шару, причем после каждого извлечения шар возвращается в ящик. Найти
вероятность того, что черный шар при этом извлечен: а) три раза; б) три или шесть
раз.

37. В течение часа коммутатор получает в среднем 20 вызовов. Какова вероят-
ность того, что за четверть часа на коммутатор поступило: а) два вызова; б) более
двух вызовов; в) 2 или 5 вызовов; г) хотя бы два вызова?

38. Для победы в волейбольном состязании команде необходимо выиграть три
партии из пяти; команды неравносильны. Определить вероятность выигрыша в каж-
дой партии для первой команды, если для уравновешивания шансов она должна дать
фору в две партии.

39. Вероятность попадания в цель при каждом выстреле равна 0,6. Произведено
400 независимых выстрелов. Найдите вероятность того, что попаданий в цель будет:
а) 235; б) от 230 до 250.

40. Аппаратура содержит 200 одинаково надежных независимо работающих эле-
ментов, вероятность отказа для каждого из которых равна 0,065. Какова вероятность
того, что при испытании аппаратуры откажет: а) более 120 элементов; б) 125 эле-
ментов?

41. Вероятность появления события 𝐴 в каждом из независимых испытаний рав-
на 0,2. Найти наименьшее число испытаний, при котором с вероятностью 0,99 можно
ожидать, что относительная частота появления события 𝐴 отклонится от его веро-
ятности по абсолютной величине не более чем на 0,04.

42. Имеется 9 радиоламп, среди которых 3 неисправных. Наугад берутся 4 ра-
диолампы и проверяются на годность. 𝜉 — число неисправных радиоламп. Составьте
закон распределения дискретной случайной величины 𝜉, вычислите ее математиче-
ское ожидание, дисперсию, среднеквадратическое отклонение, а также начертите ее
многоугольник распределения и график функции распределения.
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43. Случайная величина 𝜉 задана функцией плотности распределения

𝜌𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
0, при 𝑥 ≤ 4,

2− 𝑎(𝑥− 4)2, при 4 < 𝑥 ≤ 19

4
,

0, при 𝑥 >
19

4
.

Найдите: 1) функцию распределения 𝐹𝜉(𝑥) и необходимые константы; 2) математи-
ческое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение; 3) вероятность
попадания случайной величины 𝜉 в интервал (−2; 4, 5). Постройте графики функций
распределения 𝐹𝜉(𝑥) и плотности распределения 𝜌𝜉(𝑥).

Вариант 5

1. На одинаковых карточках написаны буквы К, Л, М, О, О, О. Карточки тща-
тельно перемешиваются и раскладываются в ряд. Какова вероятность того, что по-
лучится слово МОЛОКО?

2. Из букв слова СОБЫТИЕ, составленного с помощью разрезной азбуки, извле-
кают наудачу и складывают друг за другом в порядке их извлечения три карточки.
Какова вероятность того, что получится слово БЫТ?

3. Какова вероятность того, что число на вырванном наудачу листке нового ка-
лендаря равно 29, если в году 365 дней?

4. Для уменьшения общего количества игр двенадцать команд спортсменов по
жребию разбиваются на три подгруппы. Какова вероятность того, что две наиболее
сильные команды окажутся в одной подгруппе?

5. Пять белых и два черных шара наудачу выложены в ряд. Какова вероятность
того, что два черных шара лежат рядом?

6. Из десяти билетов выигрышными являются 2. Какова вероятность того, что
среди взятых наудачу пяти билетов выигрышных будет два?

7. В шкафу находятся десять пар ботинок различных фасонов. Из них случайно
выбираются четыре ботинка. Какова вероятность того, что среди выбранных ботинок
отсутствуют парные?

8. В библиотеке из семи видов книг по астрономии четверо учеников выбирают
по книге. Какова вероятность того, что все ученики выберут книги одного вида?

9. Из колоды в 52 карты наудачу извлекаются шесть карт. Каковы вероятности
событий 𝐴 = {Извлечены карты бубновой масти}, 𝐵 = {Извлечены карты одной
масти}?

10. Стрелок произвел десять выстрелов в цель. Все элементарные исходы считать
одинаково возможными. Каковы вероятности событий 𝐴 = {Попадание в цель при
первом выстреле}, 𝐵 = {Только одно попадание в цель}?

11. Правильная шестигранная игральная кость подбрасывается четыре раза. Ка-
ковы вероятности событий 𝐴 = {Три очка выпало только три раза}, 𝐵 = {В третий
раз выпало три очка}?

12. Из урны, содержащей семь белых и три черных шара, наудачу извлекают три
шара. Каковы вероятности событий 𝐴 = {Извлечен хотя бы один белый шар}, 𝐵 =
{Извлечен только один белый шар}?

13. Пять раз бросается правильная игральная кость. Найдите вероятности собы-
тий 𝐴 = {Все пять раз на верхней грани выпало шесть очков}, 𝐵 = {Первые два
раза на верхней грани выпало четное число очков}.
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14. Из колоды в 36 карт наудачу последовательно извлекаются две карты. Найти
вероятности событий 𝐴 = {Извлечены два туза красной масти}, 𝐵 = {Извлечены
карты одной масти}.

15. Контрольная работа состоит из трех задач по алгебре и трех задач по гео-
метрии. Вероятность правильно решить любую задачу по алгебре равна 0,8, а по
геометрии — 0,6. Какова вероятность правильно решить все три задачи хотя бы по
одному предмету?

16. В семье двое детей. Считая, что рождение мальчика и девочки — независимые
и равновероятные события, вычислить вероятность того, что оба ребенка мальчики,
если известно, что в семье есть мальчик.

17. Из урны, содержащей пять красных и четыре черных шара, наудачу извлека-
ются четыре шара. Найти вероятность того, что будет извлечен хотя бы один черный
шар.

18. Иван и Федор поочередно бросают правильную монету. Выигрывает тот, у
кого раньше появится герб. Иван бросает первым. Найти вероятности выигрыша для
каждого из игроков, если бросание монеты может продолжаться бесконечно долго.

19. Стрелок сделал пять выстрелов по мишени. Вероятности событий 𝐴𝑖 = {По-
падание в мишень при 𝑖-м выстреле}, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5, равны 0,6. Найти вероятности
событий 𝐵 = {Только одно попадание}, 𝐶 = {Попадание при первом выстреле}, 𝐷
= {По крайней мере, одно попадание}, 𝐸 = {Не менее двух попаданий}.

20. Имеется три ящика с деталями, причем отношение числа стандартных деталей
к числу нестандартных равно 4, 5, 21 для 1-го, 2-го, 3-го ящиков соответственно.
Наудачу выбирается ящик и из него деталь. Найти вероятность того, что: а) выбрана
стандартная деталь; б) деталь была взята из первого ящика, если выбранная деталь
оказалась стандартной.

21. Студент пришел на экзамен, зная 26 билетов из предложенных 100 билетов.
Найти вероятность того, что он знает вытянутый билет, если он берет билет вторым.

22. На фабрике машины 𝑎, 𝑏, 𝑐 производят соответственно 30 %, 9 %, 61 % всех
изделий. В их продукции брак составляет 3 %, 1,8 % и 18,3 % соответственно. Найти
вероятность того, что: а) случайно выбранное изделие дефектно; б) изделие произ-
ведено машиной 𝑏, если случайно выбранное изделие оказалось дефектным.

23. Три автомата изготавливают детали, которые поступают на общий конвейер.
Соотношение производительности первого, второго и третьего автомата составляет
2:3:4. Вероятность того, что деталь, изготовленная первым автоматом, отличного
качества, равна 0,9; для второго и третьего автоматов эти вероятности равны со-
ответственно 0,8 и 0,7. Найти вероятность того, что: а) наудачу взятая с конвейера
деталь не отличного качества; б) деталь была изготовлена вторым автоматом, если
наудачу взятая с конвейера деталь не отличного качества.

24. В каждой из двух урн по 26 белых и 7 черных шаров. Из первой урны во
вторую переложили наудачу один шар, а затем из второй урны вынули наугад один
шар. Найти вероятность того, что: а) вынутый из второй урны шар окажется черным;
б) переложили белый шар при условии, что из второй урны вынут белый шар.

25. В каждой из двух урн по 26 белых и 7 черных шаров. Из первой урны во
вторую переложили наудачу два шара, а затем из второй урны вынули наугад один
шар. Найти вероятность того, что: а) вынутый из второй урны шар окажется белым;
б) переложили два белых шара при условии, что из второй урны вынут белый шар.

26. В сосуд, содержащий 26 шаров, опущен один белый шар. Все предположения
о первоначальном числе белых шаров в сосуде равновозможные. Найти вероятность
того, что: а) после перемешивания будет вытащен белый шар; б) в сосуде было 22
белых шара, если был вытащен белый шар.
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27. В коробке находилось 26 цветных и 7 простых карандашей. Один карандаш
был потерян, и цвет его неизвестен. Из коробки без возвращения извлечены два
карандаша. Найти вероятность того, что: а) извлечены два цветных карандаша; б)
был потерян простой карандаш, если извлечены два простых карандаша.

28. В коробке первоначально находилось 26 цветных и 7 простых карандашей.
Два карандаша были потеряны, и цвета их неизвестны. Из коробки без возвращения
извлечены два карандаша. Найти вероятность того, что: а) извлечены два цветных
карандаша; б) был потерян один цветной и один простой карандаш, если извлечены
два цветных карандаша.

29. Слово ВЕЛИЧИНА составлено из карточек, на каждой из которых написана
одна буква. Две карточки слова потеряны. Из оставшихся карточек наугад извле-
кается одна карточка. Найти вероятность того, что: а) извлечена гласная буква; б)
были потеряны две согласные буквы, если извлечена гласная буква.

30. Для данного участника игры вероятность набросить кольцо на колышек равна
0,3. Какова вероятность набросить кольцо на колышек: а) один раз при трех бросках;
б) два или три раза при четырех бросках; в) хотя бы один раз при трех бросках; г)
пять раз при шести бросках?

31. Событие 𝐵 наступает в том случае, если событие 𝐴 появится не менее трех
раз. Найти вероятность события 𝐵, если вероятность появления события 𝐴 при одном
опыте равна 0,3 и произведено пять независимых опытов.

32. Испытываются 40 деталей. Вероятность того, что изделие выдержит испы-
тание, равна 0,9. Найдите наиболее вероятное число изделий, которые не выдержат
испытаний.

33. Для данного футболиста вероятность забить гол при каждой попытке равна
0,2. Какова вероятность того, что при пяти попытках он забьет: а) четыре гола; б)
не более двух голов?

34. Вероятность попадания в цель при каждом выстреле равна 0,7. Произведено
три независимых выстрела в цель. Найдите вероятность того, что окажется: а) два
промаха; б) более одного промаха.

35. На отрезок 𝐴𝐵 длины 𝑎 наудачу брошено десять точек. Найти вероятность
того, что: а) две точки; б) более двух точек будут находиться от точки 𝐴 на рас-
стоянии, меньшем 𝑥. Предполагается, что вероятность попадания точки на отрезок
пропорциональна длине отрезка и не зависит от его расположения.

36. В урне содержатся белые и черные шары в отношении 6:4. После извлече-
ния шара регистрируется его цвет и шар возвращается в урну. Произведено семь
извлечений. Найдите наиболее вероятное число извлечений из урны белого шара и
вычислите соответствующую вероятность.

37. Имеется общество из 500 человек. Считая, что вероятность рождения в фик-

сированный день равна
1

365
, найти вероятность того, что первого марта родились: а)

пять человек, б) более трех человек; в) хотя бы пять человек; г) 1 или 2 человека?
38. Вероятность попадания в цель при каждом выстреле равна 0,8. Сколько надо

произвести независимых выстрелов, чтобы с вероятностью 0,99 попасть в мишень?
39. Вероятность того, что любой абонент позвонит на коммутатор в течение часа,

равна 0,5. Телефонная станция обслуживает 1000 абонентов. Какова вероятность то-
го, что на коммутатор в течение рассматриваемого часа позвонят: а) менее половины
абонентов; б) ровно половина абонентов?

40. Проверяемая книга насчитывает 170 страниц, а вероятность того, что на стра-
нице окажутся опечатки, равна 0,55. Найдите вероятность того, что число страниц
с опечатками окажется равным: а) 90; б) от 90 до 125.
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41. Вероятность появления события 𝐴 в каждом из независимых испытаний равна
0,5. Найти число испытаний, при котором с вероятностью 0,7698 можно ожидать,
что относительная частота появления события 𝐴 отклонится от его вероятности по
абсолютной величине не более чем на 0,2.

42. В цехе имеется 5 однотипных станков. Вероятность выхода из строя одного
станка равна 0,8. 𝜉 — число станков, потребовавших ремонта. Составьте закон распре-
деления дискретной случайной величины 𝜉, вычислите ее математическое ожидание,
дисперсию, среднеквадратическое отклонение, а также начертите ее многоугольник
распределения и график функции распределения.

43. Случайная величина 𝜉 задана функцией плотности распределения

𝜌𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
0, при 𝑥 ≤ 1,

0, 3, при 1 < 𝑥 ≤ 𝑎,

0, при 𝑥 > 𝑎.

Найдите: 1) функцию распределения 𝐹𝜉(𝑥) и необходимые константы; 2) математи-
ческое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение; 3) вероятность
попадания случайной величины 𝜉 в интервал (1; 2). Постройте графики функций
распределения 𝐹𝜉(𝑥) и плотности распределения 𝜌𝜉(𝑥).

Вариант 6

1. На одинаковых карточках написаны буквы Б, Г, Л, О, С, У. Карточки тща-
тельно перемешиваются и раскладываются в ряд. Какова вероятность того, что по-
лучится слово ГЛОБУС?

2. Ребенок играет с карточками, на которых написаны буквы слова БАБОЧКА.
Он берет пять карточек и раскладывает их в ряд слева направо. Какова вероятность
того, что получится слово БОЧКА?

3. На одинаковых карточках в троичной системе счисления записаны целые чис-
ла от 1 до 15. Наудачу извлекается одна карточка. Какова вероятность того, что
записанное на ней число содержит хотя бы одну двойку?

4. Для уменьшения общего количества игр десять команд спортсменов по жребию
разбиваются на две подгруппы. Какова вероятность того, что две наиболее сильные
команды окажутся в разных подгруппах?

5. На собрании должны выступать четыре человека 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷. Какова вероят-
ность того, что список ораторов составлен так, что 𝐵 не может выступать до того
момента, пока не выступит 𝐴?

6. Найти вероятность того, что при бросании двух правильных игральных костей
сумма выпавших очков не превзойдет пяти.

7. Какова вероятность того, что наудачу выбранное шестизначное число оканчи-
вается на 54?

8. Какова вероятность того, что запись наудачу составленного шестизначного чис-
ла содержит две тройки, две пятерки и две семерки?

9. Из колоды в 52 карты наудачу извлекаются одиннадцать карт. Каковы веро-
ятности событий 𝐴 = {Среди извлеченных карт только три семерки}, 𝐵 = {Среди
извлеченных карт не менее двух семерок}?

10. Стрелок произвел четыре выстрела в цель. Все элементарные исходы считать
одинаково возможными. Каковы вероятности событий 𝐴 = {Либо одно попадание в
цель, либо только один промах}, 𝐵 = {Хотя бы два попадания}?
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11. Правильная шестигранная игральная кость подбрасывается три раза. Каковы
вероятности событий 𝐴 = {Выпало разное число очков}, 𝐵 = {Только один раз
выпала тройка}?

12. Из урны, содержащей три белых и четыре черных шара, наудачу извлекают
пять шаров. Каковы вероятности событий 𝐴 = {Среди извлеченных шаров только
два белых}, 𝐵 = {Извлечены два белых и три черных шара}?

13. Производятся три независимых выстрела по мишени. Вероятность попадания
в мишень при одном выстреле равна 0,7. Найдите вероятность хотя бы двух попада-
ний в мишень.

14. Библиотечка состоит из десяти различных книг, причем 5 книг стоят по 400
рублей, 3 книги — по 200 рублей, а 2 книги — по 100 рублей. Какова вероятность
того, что взятая наудачу книга стоит не дороже 200 рублей?

15. Контрольная работа состоит из трех задач по алгебре и трех задач по гео-
метрии. Вероятность правильно решить любую задачу по алгебре равна 0,8, а по
геометрии — 0,6. Какова вероятность правильно решить все три задачи хотя бы по
одному предмету?

16. Из урны, содержащей 4 красных и 2 белых шара, наудачу последовательно
извлекается 2 шара. Найти вероятность того, что будет извлечен хотя бы 1 белый
шар.

17. Из множества чисел {1, 2, . . . , 𝑛} по схеме случайного выбора без возвращения
выбирают три числа. Найти условную вероятность того, что третье число попадет
в интервал, образованный первыми двумя, если известно, что первое число меньше
второго.

18. Вероятность отказа прибора после того, как он применялся 𝑘 раз, равна 𝑝(𝑘).
Известно, что в первых 𝑚 применениях прибор не отказал. Какова вероятность того,
что при следующих 𝑛 применениях прибор не откажет?

19. Судно имеет три котла. Вероятности событий𝐴𝑖 = {Неисправность 𝑖-го котла},
𝑖 = 1, 2, 3, равны 0,3. Найти вероятности событий 𝐵 = {Неисправен только один
котел}, 𝐶 = {Неисправен хотя бы один котел}, 𝐷 = {Неисправен первый котел}, 𝐸
= {Неисправны по крайней мере два котла}.

20. Имеется три ящика с деталями, причем отношение числа стандартных деталей
к числу нестандартных равно 17, 10, 11 для 1-го, 2-го, 3-го ящиков соответственно.
Наудачу выбирается ящик и из него деталь. Найти вероятность того, что: а) выбрана
стандартная деталь; б) деталь была взята из первого ящика, если выбранная деталь
оказалась стандартной.

21. Студент пришел на экзамен, зная 21 билет из предложенных 150 билетов.
Найти вероятность того, что он знает вытянутый билет, если он берет билет вторым.

22. На фабрике машины 𝑎, 𝑏, 𝑐 производят соответственно 32 %, 14 %, 54 %
всех изделий. В их продукции брак составляет 3 %, 2,8 % и 16,8 % соответственно.
Найти вероятность того, что: а) случайно выбранное изделие дефектно; б) изделие
произведено машиной 𝑎, если случайно выбранное изделие оказалось дефектным.

23. Три автомата изготавливают детали, которые поступают на общий конвейер.
Соотношение производительности первого, второго и третьего автомата составляет
7:3:9. Вероятность того, что деталь, изготовленная первым автоматом, отличного
качества, равна 0,9; для второго и третьего автоматов эти вероятности равны со-
ответственно 0,8 и 0,7. Найти вероятность того, что: а) наудачу взятая с конвейера
деталь не отличного качества; б) деталь была изготовлена вторым автоматом, если
наудачу взятая с конвейера деталь не отличного качества.
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24. В каждой из двух урн по 23 белых и 13 черных шаров. Из первой урны во
вторую переложили наудачу один шар, а затем из второй урны вынули наугад один
шар. Найти вероятность того, что: а) вынутый из второй урны шар окажется черным;
б) переложили белый шар при условии, что из второй урны вынут белый шар.

25. В каждой из двух урн по 23 белых и 13 черных шаров. Из первой урны во
вторую переложили наудачу два шара, а затем из второй урны вынули наугад один
шар. Найти вероятность того, что: а) вынутый из второй урны шар окажется белым;
б) переложили два белых шара при условии, что из второй урны вынут белый шар.

26. В сосуд, содержащий 27 шаров, опущен один белый шар. Все предположения
о первоначальном числе белых шаров в сосуде равновозможные. Найти вероятность
того, что: а) после перемешивания будет вытащен белый шар; б) в сосуде было 18
белых шаров, если был вытащен белый шар.

27. В коробке первоначально находилось 23 цветных и 13 простых карандашей.
Один карандаш был потерян, и цвет его неизвестен. Из коробки без возвращения
извлечены два карандаша. Найти вероятность того, что: а) извлечены два цветных
карандаша; б) был потерян простой карандаш, если извлечены два простых каран-
даша.

28. В коробке первоначально находилось 23 цветных и 13 простых карандашей.
Два карандаша были потеряны, и цвета их неизвестны. Из коробки без возвращения
извлечены два карандаша. Найти вероятность того, что: а) извлечены два цветных
карандаша; б) был потерян один цветной и один простой карандаш, если извлечены
два цветных карандаша.

29. Слово ДИФФЕРЕНЦИАЛ составлено из карточек, на каждой из которых
написана одна буква. Три карточки слова потеряны. Из оставшихся карточек наугад
извлекается одна карточка. Найти вероятность того, что: а) извлечена гласная буква;
б) были потеряны две согласные буквы, если извлечена гласная буква.

30. В горном районе создано семь автоматических сейсмических станций. Каждая
станция в течение года может выйти из строя с вероятностью 0,3. Какова вероятность
того, что в одном рассматриваемом году не выйдут из строя: а) две станции; б) хотя
бы одна станция; в) одна или две станции; г) более чем пять станций?

31. Отрезок 𝐴𝐵 разделен точкой 𝐶 в отношении 2:1. На этот отрезок наудачу
брошены четыре точки. Найти вероятность того, что две из них окажутся левее
точки 𝐶, а две — правее. Вероятность попадания точки на отрезок пропорциональна
длине отрезка и не зависит от его расположения.

32. Вероятность того, что любой абонент позвонит на коммутатор в течение часа,
равна 0,03. Телефонная станция обслуживает 300 абонентов. Найти наиболее вероят-
ное число абонентов, позвонивших на коммутатор в течение рассматриваемого часа.

33. Вероятность того, что стрелок попадет в цель при одном выстреле, равна
0,1. Производится четыре независимых выстрела. Найдите наиболее вероятное число
попаданий в цель и вычислите соответствующую вероятность.

34. Вероятность попасть в цель при каждом выстреле для стрелка равна 0,7. Про-
изведено четыре независимых выстрела. Какова вероятность того, что: а) стрелок
попадет в цель хотя бы один раз; б) будет равное число попаданий и промахов?

35. Вероятность попасть в цель при каждом выстреле для стрелка равна 0,8. Про-
изведено десять независимых выстрелов. Найдите наиболее вероятное число прома-
хов и вычислите соответствующую вероятность.

36. 5% утюгов, изготавливаемых заводом, являются бракованными. Из большой
партии независимо друг от друга производится случайная выборка четырех утюгов.
Найдите вероятность того, что в выборке окажется: а) только один неисправный
утюг; б) четное число неисправных утюгов.
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37. Вероятность того, что любой абонент позвонит на коммутатор в течение часа,
равна 0,02. Телефонная станция обслуживается 200 абонентов. Какова вероятность
того, что в течение часа позвонят на коммутатор: а) 200 абонентов; б) 196 абонентов;
в) 195 или 198 абонентов; г) более 195 абонентов?

38. Партия изделий содержит 3 % брака. Каков должен быть объем выборки, что-
бы с вероятностью не менее 0,99 встретить в ней хотя бы одно бракованное изделие?

39. Вероятность появления события 𝐴 в одном испытании равна 0,85. Какова
вероятность появления события 𝐴 при 180 независимых испытаниях: а) 150 раз; б)
от 145 до 160 раз?

40. Аппаратура содержит 200 одинаково надежных независимо работающих эле-
ментов, вероятность отказа в течение года для каждого из которых равна 0,5. Най-
дите вероятность того, что в одном рассматриваемом году выйдет из строя: а) 105
элементов; б) более 105 элементов.

41. Вероятность появления события 𝐴 в каждом из 1000 независимых опытов
равна 0,75. Найти вероятность того, что относительная частота появления события
𝐴 отклонится от его вероятности по абсолютной величине не более чем на 0,01.

42. В ящике 100 шаров, из них 20 синих, 30 черных и 50 красных. Шар вынимают
наугад, фиксируют его цвет и возвращают его в ящик. Проводится 6 таких испыта-
ний. 𝜉 — число вынутых черных шаров в этих испытаниях. Составьте закон распре-
деления дискретной случайной величины 𝜉, вычислите ее математическое ожидание,
дисперсию, среднеквадратическое отклонение, а также начертите ее многоугольник
распределения и график функции распределения.

43. Случайная величина 𝜉 задана функцией плотности распределения

𝜌𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
0, при 𝑥 ≤ 2,

𝑎
3
√
𝑥− 1

, при 2 < 𝑥 ≤ 9,

0, при 𝑥 > 9.

Найдите: 1) функцию распределения 𝐹𝜉(𝑥) и необходимые константы; 2) математи-
ческое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение; 3) вероятность
попадания случайной величины 𝜉 в интервал (−0, 5; 6). Постройте графики функций
распределения 𝐹𝜉(𝑥) и плотности распределения 𝜌𝜉(𝑥).
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