
ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êóðñ "Àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ" òðàäèöèîííî òðóäåí äëÿ ïîíèìà-

íèÿ ñòóäåíòàìè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîé íîâèçíîé åãî èäåé,

ãðîìîçäêîñòüþ èçëîæåíèÿ â ñóùåñòâóþùèõ ó÷åáíèêàõ (ñì. ñïèñîê ëè-

òåðàòóðû), çà÷àñòóþ ïîëíîñòüþ çàòåìíÿþùåé ñóòü äåëà, ïîëíûì îòñóò-

ñòâèåì ñáîðíèêîâ çàäà÷. Â íàñòîÿùèõ ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèÿõ ðàçáè-

ðàþòñÿ îñíîâíûå òèïû çàäà÷ è ñïîñîáû èõ ðåøåíèÿ. Ìåòîäè÷åñêèå óêà-

çàíèÿ ïðåäíàçíà÷åíû ñòóäåíòàì 4 êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà,

íî ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñòóäåíòàìè 2, 3 è 5 êóðñîâ, à òàêæå ïðå-

ïîäàâàòåëÿìè, æåëàþùèìè ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ýëåìåíòàìè àëãåáðàè÷åñêîé

òîïîëîãèè.

1 Êàòåãîðèè è ôóíêòîðû

Îñíîâíûì ñîäåðæàíèåì êóðñà àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè ñëóæèò òåîðèÿ

ãîìîëîãèé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè òîïîëîãè-

÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ â êàòåãîðèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àáåëåâûõ ãðóïï.

Ïîýòîìó íà÷àòü èçó÷åíèå êóðñà ëåã÷å ñ ïîíÿòèÿ êàòåãîðèè è ôóíêòîðà.

Âñå êàòåãîðèè, åñòåñòâåííî ïîÿâëÿþùèåñÿ â àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè,

ÿâëÿþòñÿ êàòåãîðèÿìè ìíîæåñòâ. Ïîýòîìó ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì èçó÷å-

íèè èìååò ñìûñë îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî êàòåãîðèÿìè ìíîæåñòâ, îñòàâëÿÿ

â ñòîðîíå ãîðàçäî áîëåå ñëîæíîå ïîíÿòèå ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè.

×òîáû çàäàòü êàòåãîðèþ (ìíîæåñòâ) íóæíî, âî-ïåðâûõ, çàäàòü íåêî-

òîðûé êëàññ ìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâà èç ýòîãî êëàññà íàçûâàþòñÿ îáúåê-

òàìè êàòåãîðèè. Âî-âòîðûõ, äëÿ êàæäîé ïàðû X, Y îáúåêòîâ íóæíî

âûäåëèòü ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé [X; Y ] èç ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî

Y . Âûäåëåííûå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ìîðôèçìàìè. Äîëæíû âû-

ïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

I. Ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ ìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì, åñëè îíà îïðå-

äåëåíà.

II. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ëþáîãî îáúåêòà â ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ

ìîðôèçìîì.

Òàêèå ñèòóàöèè (êëàññû îáúåêòîâ, ñâÿçàííûõ ìîðôèçìàìè ñ àêñèî-

ìàìè I,II, ò. å. êàòåãîðèè) åñòåñòâåííî âîçíèêàþò â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ

îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Óæå íà ýòîì îáùåì óðîâíå ìîæíî äîêàçûâàòü

ñîäåðæàòåëüíûå òåîðåìû, êîòîðûå, â ñèëó ñâîåé îáùíîñòè, èìåþò ñàìîå

øèðîêîå ïðèìåíåíèå.
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Ïðèìåðû êàòåãîðèé. Êàòåãîðèÿ âñåõ ìíîæåñòâ è îòîáðàæåíèé. Îáú-

åêòàìè ýòîé êàòåãîðèè ÿâëÿþòñÿ âñå ìíîæåñòâà, à ìîðôèçìàìè � âñå-

âîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ.

Êàòåãîðèÿ ãðóïï è ãîìîìîðôèçìîâ. Îáúåêòû � ïðîèçâîëüíûå ãðóï-

ïû, ìîðôèçìû � ãîìîìîðôèçìû.

Êàòåãîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï è ãîìîìîðôèçìîâ. Îáúåêòàìè ýòîé êàòå-

ãîðèè ñëóæàò àáåëåâû ãðóïïû, ìîðôèçìàìè � ãîìîìîðôèçìû. Íåòðóä-

íî ïðèäóìàòü åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîäîáíîãî òèïà: êàòåãîðèþ êîíå÷íî-

ïîðîæäåííûõ ãðóïï, êàòåãîðèþ êîëåö è äð.

Êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Îáúåêòû � ïðîèçâîëüíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ìîðôèçìû �

íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå.Îáúåêòû X, Y êàòåãîðèè G íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè ,

åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ìîðôèçìû f : X ! Y è g : Y ! X, ÷òî fg = IdY
è gf = IdX , ãäå IdX , IdY � òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû îáúåêòîâ Y è X.

Çàäà÷à 1.1. Êàêèå ìíîæåñòâà èçîìîðôíû â ñìûñëå êàòåãîðèè âñåõ

ìíîæåñòâ?

Çàäà÷à 1.2. Äîêàæèòå, ÷òî èçîìîðôèçì â êàòåãîðèè òîïîëîãè÷å-

ñêèõ ïðîñòðàíñòâ åñòü ãîìåîìîðôèçì, â êàòåãîðèè ãðóïï � èçîìîðôèçì

ãðóïï.

Ïóñòü G 1 , G 2 � äâå êàòåãîðèè. Äîïóñòè, ÷òî êàæäîìó îáúåêòó X

ïåðâîé êàòåãîðèè ñîïîñòàâëåí íåêîòîðûé îáúåêò äðóãîé êàòåãîðèè. Áó-

äåì îáîçíà÷àòü åãî F (X). Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî êàæäîìó ìîðôèçìó

f : X ! Y èç êàòåãîðèè G 1 ñîïîñòàâëåí ìîðôèçì f� : F (X) ! F (Y )
èç êàòåãîðèè G 2 . Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíûì ôóíê-

òîðîì èç êàòåãîðèè G 1 â êàòåãîðèþ G 2 , åñëè âûïîëíåíû àêñèîìû:

1. Åñëè f � òîæäåñòâî, òî f� � òîæå òîæäåñòâî.

2. Åñëè ñóïåðïîçèöèÿ fg îïðåäåëåíà, òî (fg)� = f�g�.

Çàäà÷à 1.3. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû òðåõ ðàçëè÷íûõ ôóíêòîðîâ.

Çàäà÷à 1.4. Ïóñòü F : G 1 ! G 2 � ôóíêòîð èç êàòåãîðèè G 1 â êàòåãî-

ðèþ G 2 . Äîêàæèòå òåîðåìó: åñëè îáúåêòû X, Y êàòåãîðèè G 1 èçîìîðô-

íû, òî îáúåêòû F (X), F (Y ) êàòåãîðèè G 2 òàêæå èçîìîðôíû.

Òåîðåìà èç çàäà÷è 1.4 èìååò ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå è ëåæèò â

îñíîâå òåîðèè ãîìîëîãèé. Âîò ñòàíäàðòíûé ïóòü åå ïðèìåíåíèÿ: äîïó-

ñòèì, ÷òî íàì íóæíî âûÿñíèòü, ðàçëè÷íû èëè íåò äàííûå ïðîñòðàíñòâà

X è Y . Âîçüìåì êàêîé-íèáóäü ôóíêòîð èç êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ â êàêóþ-íèáóäü äðóãóþ êàòåãîðèþ, íàïðèìåð, â êàòåãîðèþ

ãðóïï, è ñðàâíèì îáúåêòû F (X) è F (Y ). Åñëè îáúåêòû F (X), F (Y )
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ðàçëè÷íû, òî îáúåêòû X è Y òàêæå ðàçëè÷íû. Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ

îáúåêòîâ F (X), F (Y ) ïðî îáúåêòû X è Y íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ.

Èòàê ñ ïîìîùüþ ôóíêòîðà F : G 1 ! G 2 çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ (ðàç-

ëè÷åíèÿ) îáúåêòîâ â êàòåãîðèè G 1 çàìåíÿåòñÿ íà àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó

ðàñïîçíàâàíèÿ îáúåêòîâ â êàòåãîðèè G 2 . Ñìûñë çàìåíû ñîñòîèò â òîì,

÷òî ýòà çàäà÷à â êàòåãîðèè G 2 ìîæåò îêàçàòüñÿ ëåã÷å. Ñëåäóåò îòìåòèòü,

÷òî ïðè ïåðåõîäå îò êàòåãîðèè G 1 ê êàòåãîðèè G 2 ÷àñòü èíôîðìàöèè îá

îáúåêòàõ êàòåãîðèè G 1 , êàê ïðàâèëî, òåðÿåòñÿ.

Âíèìàòåëüíûé àíàëèç ïðèâåäåííûõ àðãóìåíòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî �õî-

ðîøèé" ôóíêòîð (èç êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ â êàòåãîðèþ

ãðóïï, íàïðèìåð) äîëæåí îáëàäàòü ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à). Áûòü ëåãêî âû÷èñëèìûì, ò.å. âû÷èñëåíèå ãðóïïû F (X) äëÿ äàí-

íîãî ïðîñòðàíñòâà X íå äîëæíî âûçûâàòü ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíå-

íèé.

á). Íóæíî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïðîñòîé ñïîñîá âûÿñíåíèÿ ðàçëè÷íî-

ñòè èëè èçîìîðôíîñòè ãðóïï F (X) è F (Y ).
â). Ïðè ïåðåõîäå îò ïðîñòðàíñòâà X ê ãðóïïå F (X) íå äîëæíî òå-

ðÿòüñÿ ìíîãî èíôîðìàöèè.

Ãîìîëîãè÷åñêèé ôóíêòîð â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè óäîâëåòâîðÿåò óêà-

çàííûì ñâîéñòâàì. Ïðè èçó÷åíèè òåîðèè ãîìîëîãèé íà ýòè àñïåêòû ñëå-

äóåò îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå.

Íà ñàìîì äåëå ãîìîëîãè÷åñêèé ôóíêòîð ñîïîñòàâëÿåò ïðîñòðàíñòâó

íå îäíó ãðóïïó, à öåëóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáåëåâûõ ãðóïï, ò. å. ÿâ-

ëÿåòñÿ ôóíêòîðîì â êàòåãîðèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àáåëåâûõ ãðóïï. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, âû÷èñëåíèå ãðóïï ãîìîëîãèé ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðåäñêàçóåìî ñëîæíûì, ïîýòîìó, êàê ïðàâè-

ëî, îãðàíè÷èâàþòñÿ êàêèì-íèáóäü íå ñëèøêîì ñëîæíûì êëàññîì ïðî-

ñòðàíñòâ. Ìû â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ãîìîòîïè÷åñêîãî ôóíê-

òîðà âîçüìåì êàòåãîðèþ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ è òîëüêî âñêîëüçü

êîñíåìñÿ áîëåå øèðîêèõ òåîðèé ãîìîëîãèé.

2 Ñâåäåíèÿ èç ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà R
N

Îïðåäåëåíèå. Äâà óïîðÿäî÷åííûõ áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå RN íàçûâàþòñÿ

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà

ê äðóãîìó ïîëîæèòåëåí.
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Çàäà÷à 2.1. Êàê áåç âû÷èñëåíèé óçíàòü, ýêâèâàëåíòíû ëè äâà áàçèñà

íà ïðÿìîé? Íà ïëîñêîñòè? Â ïðîñòðàíñòâå?

Çàäà÷à 2.2. Äîêàæèòå, ÷òî ââåäåííîå îòíîøåíèå åñòü îòíîøåíèå ýê-

âèâàëåíòíîñòè.

Êàê è âñÿêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-

ñòè íà ìíîæåñòâå áàçèñîâ ðàçáèâàåò åãî íà êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ áàçè-

ñîâ.

Îïðåäåëåíèå. Îðèåíòàöèåé ïðîñòðàíñòâà RN íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâè-

âàëåíòíûõ áàçèñîâ.

Çàäà÷à 2.3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî RN èìååò ðîâíî äâå ðàçëè÷-

íûå îðèåíòàöèè.

Îðèåíòàöèÿ îáû÷íî çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàíèÿ áàçèñà � ïðåäñòà-

âèòåëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà. Óäîáíî äîãîâîðèòüñÿ, ÷òî ïðîñòðàí-

ñòâî R0 (òî÷êà) èìååò äâå îðèåíòàöèè � îðèåíòàöèþ �+" è îðèåíòàöèþ

�-".

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà a0; a1; :::; an, ñîñòîÿùàÿ èç n + 1 òî÷êè â RN ,

íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé, åñëè ýòè òî÷êè íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè

ðàçìåðíîñòè n� 1 èëè ìåíüøå.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà èç n òî÷åê ëåæèò â îäíîé

ïëîñêîñòè ðàçìåðíîñòè íå áîëåå n� 1.
Çàäà÷à 2.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìîñòè òî÷åê a0; a1; :::; an íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî ëèíåéíî íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ �aoa1; �aoa2; :::; �aoan.
Çàäà÷à 2.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäñèñòåìà íåçàâèñèìîé ñèñòåìû íåçàâè-

ñèìà.

Îïðåäåëåíèå. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà íåçàâèñèìûõ òî÷åê a0; a1; :::; an
â RN íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì ñèìïëåêñîì. Òî÷êè a0; a1; :::; an íàçûâàþòñÿ

åãî âåðøèíàìè.

Çàäà÷à 2.6. Íàðèñóéòå 0-, 1-, 2- è 3-ìåðíûå ñèìïëåêñû.

Ïëîñêîñòü íàèìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ñîäåðæàùàÿ äàííûé ñèìïëåêñ,

íàçûâàåòñÿ åãî íåñóùåé ïëîñêîñòüþ. Åå ðàçìåðíîñòü ñîâïàäàåò ñ ðàç-

ìåðíîñòüþ ñèìïëåêñà. Îðèåíòàöèåé ñèìïëåêñà íàçûâàåòñÿ îðèåíòàöèÿ

åãî íåñóùåé ïëîñêîñòè. Óäîáíî äîãîâîðèòüñÿ, ÷òî 0-ìåðíûé ñèìïëåêñ, ò.

å. òî÷êà, ïî îïðåäåëåíèþ èìååò äâå îðèåíòàöèè: �+" è ��".

Îïðåäåëåíèå.Ãðàíüþ ñèìïëåêñà íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïîä-

ìíîæåñòâà åãî âåðøèí.

Çàäà÷à 2.7. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíü ñèìïëåêñà ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì.

Çàäà÷à 2.8. Ñêîëüêî m-ìåðíûõ ãðàíåé èìååò n-ìåðíûõ ñèìïëåêñ?

Çàäà÷à 2.9. Ñêîëüêî âñåãî ãðàíåé èìååò n-ìåðíûõ ñèìïëåêñ?
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Îïðåäåëåíèå.Èíäóöèðîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ (n�1)-ìåðíîé ãðàíè îðè-
åíòèðîâàííîãî n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

îðèåíòèðóþùèé áàçèñ n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû åãî

ïåðâûå n�1 âåêòîðîâ ëåæàëè â ãðàíè, à ïîñëåäíèé áûë íàïðàâëåí âíóòðü
ñèìïëåêñà. Òîãäà ïåðâûå n� 1 âåêòîðîâ îïðåäåëÿþò îðèåíòàöèþ ãðàíè.

Îáîçíà÷åíèå. Åñëè � � îðèåíòàöèÿ ñèìïëåêñà � è Æ � åãî ãðàíü, òî

èíäóöèðîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ ãðàíè Æ îáîçíà÷àåòñÿ �jÆ. Èíäóöèðîâàííàÿ

îðèåíòàöèÿ ãðàíåé 1-ñèìïëåêñà (îòðåçêà) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó: +!

�.

Çàäà÷à 2.10. Íàðèñóéòå èíäóöèðîâàííûå îðèåíòàöèè ãðàíåé îðèåí-

òèðîâàííîãî 2-ñèìïëåêñà, 3-ñèìïëåêñà.

Çàäà÷à 2.11. Äîêàæèòå òåîðåìó î äâîéíîì èíäóöèðîâàíèè: ïóñòü

(n�2)-ìåðíûé ñèìïëåêñ 
 ÿâëÿåòñÿ îáùåé ãðàíüþ (n�1)-ìåðíûõ ãðàíåé
Æ1, Æ2 n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà � ñ îðèåíòàöèåé �. Òîãäà îðèåíòàöèè (�jÆ1)j

è (�jÆ2)j
 ðàçëè÷íû.

Îïðåäåëåíèå.Êîíå÷íûé íàáîð ñèìïëåêñîâ â RN íàçûâàåòñÿ ñèìïëè-

öèàëüíûì êîìïëåêñîì, åñëè êàæäûå åãî äâà ñèìïëåêñà ëèáî íå èìåþò

îáùèõ òî÷åê, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ ïî îáùåé ãðàíè.

Çàäà÷à 2.12. Ïðèâåäèòå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñèìïëèöèàëüíûõ êîì-

ïëåêñîâ íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå è ïðèìåð íàáîðà ñèìïëåêñîâ, íå

ÿâëÿþùèõñÿ ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì.

Îïðåäåëåíèå.Îðèåíòàöèåé ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà íàçûâàåòñÿ

íàáîð îðèåíòàöèé âñåõ åãî ñèìïëåêñîâ, âêëþ÷àÿ èõ ãðàíè.

Çàäà÷à 2.13. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îðèåíòàöèé èìååò òðåóãîëüíèê êàê

ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ?

Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ãðóïï ãîìîëîãèé ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà ñî-

ñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: ñíà÷àëà ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó ñîïîñòàâëÿ-

åòñÿ òàê íàçûâàåìûé öåïíîé êîìïëåêñ, ïîòîì öåïíîìó êîìïëåêñó ñîïî-

ñòàâëÿåòñÿ åãî ãðóïïà ãîìîëîãèé. Ìåòîäè÷åñêè óäîáíåå íà÷àòü ñî âòî-

ðîãî ýòàïà.

3 Öåïíûå êîìïëåêñû.

Îïðåäåëåíèå.Áåñêîíå÷íàÿ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáåëåâûõ

ãðóïï è ãîìîìîðôèçìîâ

::: �! Cn+1
@n+1
�! Cn

@n
�! Cn�1

@n�1
�! :::
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íàçûâàåòñÿ öåïíûì êîìïëåêñîì, åñëè äëÿ ëþáîãî n âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

@n@n+1 = 0.
Ãðóïïà Cn íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé n-ìåðíûõ öåïåé. Ãðóïïà Ker @n � Cn

íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé n-ìåðíûõ öèêëîâ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç An. Ãðóïïà

Im @n+1 � Cn íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé n-ìåðíûõ ãðàíèö è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

Bn.

Çàäà÷à 3.1. Ïðèâåäèòå òðè ïðèìåðà öåïíûõ êîìïëåêñîâ.

Çàäà÷à 3.2. Íàéäèòå ãðóïïû öèêëîâ è ãðóïïû ãðàíèö âî âñåõ ðàç-

ìåðíîñòÿõ äëÿ êîìïëåêñà, ãðóïïû öåïåé êîòîðîãî çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

C1 = Z, C2 = Z�Z, Cn = 0 ïðè n 6= 1; 2, à ãîìîìîðôèçì @2 äåéñòâóåò ïî

ïðàâèëó @2(m;n) = 3m + 3n.
Çàäà÷à 3.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåïíîãî êîìïëåêñà ãðóïïà

ãðàíèö Bn ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå ãðàíèö An.

Îïðåäåëåíèå.Ãðóïïà An=Bn íàçûâàåòñÿ n�é ãðóïïîé ãîìîëîãèé êîì-

ïëåêñà C è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Hn(C).
Òåðìèíîëîãèÿ. Ýëåìåíòû ãðóïïû An íàçûâàþòñÿ öèêëàìè, ãðóïïû

Bn � ãðàíèöàìè. Ãîìîìîðôèçìû @i, i 2 Z íàçûâàþòñÿ ãðàíè÷íûìè. Äâà

öèêëà a1; a2 2 An íàçûâàþòñÿ ãîìîëîãè÷íûìè, åñëè a1 � a2 2 Bn. Òàêèì

îáðàçîì, äâà öèêëà îïðåäåëÿþò îäèí ìè òîò æå ýëåìåíò ãðóïïû ãîìî-

ëîãèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ãîìîëîãè÷íû. Ýëåìåíò ãðóïïû

ãîìîëîãèé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êëàññ ãîìîëîãè÷íûõ öèêëîâ.

Çàäà÷à 3.4. Âû÷èñëèòü ãðóïïû ãîìîëîãèé êîìïëåêñà E(m), ãðóïïû
öåïåé êîòîðîãî òàêîâû

En =

(
0; n 6= m

Z; n = m:

Çàäà÷à 3.5. Âû÷èñëèòü ãðóïïû ãîìîëîãèé êîìïëåêñà D(m; k), ãðóïïû
öåïåé êîòîðîãî òàêîâû

Dn =

(
0; n 6= m;m+ 1
Z; n = m;m+ 1;

à ãîìîìîðôèçì @m+1 åñòü óìíîæåíèå íà öåëîå ÷èñëî k 6= 0.
Çàäà÷à 3.6. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðÿìîé ñóììû öåïíûõ êîìïëåêñîâ è

äîêàæèòå, ÷òî Hn(C � C 0) = Hn(C)�Hn(C
0).

Ïóñòü C è C 0 � äâà öåïíûõ êîìïëåêñà. Ñåìåéñòâî ãîìîìîðôèçìîâ

'nCn ! C 0

n (�1 < n < 1) íàçûâàåòñÿ öåïíûì îòîáðàæåíèåì, åñëè

'n+1@n+1 = @n+1'n äëÿ ëþáîãî n.
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Çàäà÷à 3.7. Ïóñòü ' : C ! C 0 � öåïíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî

'n(An) � A0

n è 'n(Bn) � B0

n.

Çàäà÷à 3.8. Îáúÿñíèòå, êàê öåïíîå îòîáðàæåíèå îäíîãî êîìïëåêñà â

äðóãîé èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçìû ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï ãîìîëîãèé.

Çàäà÷à 3.9. Îïèøèòå êàòåãîðèþ öåïíûõ êîìïëåêñîâ, êàòåãîðèþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé àáåëåâûõ ãðóïï è ïðîâåðüòå, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå öåï-

íîìó êîìïëåêñó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ãðóïï ãîìîëîãèé ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

òîðîì èç ïåðâîé êàòåãîðèè âî âòîðóþ.

4 Ãîìîëîãèè ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà

Ïóñòü K � îðèåíòèðîâàííûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Ýëåìåíòàìè

ãðóïïû n-ìåðíûõ öåïåé Cn(K) ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûå

ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âèäà m1�1 + m2�2 + ::: + mk�k, ãäå mi � öåëûå

÷èñëà, à �i � n-ìåðíûå ñèìïëåêñû. Ñëîæåíèå ïîêîîðäèíàòíîå.

Çàäà÷à 4.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî îòíîñèòåëüíî óêàçàííîé îïåðàöèè Cn(K)
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Àëãåáðàè÷åñêè ãðóïïà Cn(K) åñòü ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ïîñòðî-
åííàÿ íà n-ñèìïëåêñàõ, êàê íà îáðàçóþùèõ. Åå ðàíã ðàâåí ÷èñëó ñèì-

ïëåêñîâ ðàçìåðíîñòè n.

×òîáû îïðåäåëèòü ãîìîìîðôèçìû @n : Cn(K)! Cn�1(K), äîñòàòî÷íî
îïðåäåëèòü èõ íà îáðàçóþùèõ, ò. å. íà ñèìïëåêñàõ. Ïî îïðåäåëåíèþ

ïîëàãàåì:

@n(�) =
X
Æi2K

�iÆi;

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ñèìïëåêñàì ðàçìåðíîñòè n�1, à ÷èñëà
�i çàäàþòñÿ ïðàâèëàìè: 1) �i = 0, åñëè Æi � íå ãðàíü �; 2) �i = 1, åñëè Æi
� ãðàíü � è îðèåíòàöèÿ Æi ñîâïàäàåò ñ èíäóöèðîâàííîé îðèåíòàöèåé; 3)

�i = 1, åñëè Æi � ãðàíü � è îðèåíòàöèÿ Æi íå ñîâïàäàåò ñ èíäóöèðîâàííîé.

Çàäà÷à 4.2. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû Cn(K) âìåñòå ñ ãîìîìîðôèçìàìè
@n îáðàçóþò öåïíîé êîìïëåêñ (ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç C(K)).
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãîìîìîðôèçìà @n ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäîìó

îðèåíòèðîâàííîìó ñèìïëåêñó ñîïîñòàâëÿåòñÿ åãî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðà-

íèöà èëè, ÷òî áîëåå ïðàâèëüíî, åãî îðèåíòèðîâàííûé êðàé. Â ýòèõ òåð-

ìèíàõ ðåçóëüòàò çàäà÷è 4.2, ïðè ðåøåíèè êîòîðîé íóæíî èñïîëüçîâàòü

òåîðåìó î äâîéíîì èíäóöèðîâàíèè, ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: êðàé

êðàÿ ïóñò. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ âàæíîñòü ýòîãî ôàêòà, ëåæàùåãî â îñíîâå
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ëþáîé òåîðèè ãîìîëîãèé, òðåáóåò òùàòåëüíîãî è âñåñòîðîííåãî îáäóìû-

âàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå.Ãðóïïû ãîìîëîãèé öåïíîãî êîìïëåêñà C(K) íàçûâàþò-
ñÿ ãðóïïàìè ãîìîëîãèé ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K è îáîçíà÷àþòñÿ

Hn(K).
Çàäà÷à 4.3. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû Hn(K) íå çàâèñÿò îò âûáîðà îðè-

åíòàöèè êîìïëåêñà K.

Ìîæíî òàêæå äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïû ãîìîëîãèé ïîëèýäðà (ïîäìíîæå-

ñòâà RN , êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåê-

ñà) íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ, ò. å. îò òðèàíãó-

ëÿöèè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëîæíîå è ãðîìîçäêîå, õîòÿ è

íå ñîäåðæèò ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé.

×òîáû âû÷èñëèòü ãðóïïû ãîìîëîãèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà,

íóæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùóþ ïðîãðàììó:

1) òðèàíãóëèðîâàòü ïðîñòðàíñòâî;

2) îðèåíòèðîâàòü ïîëó÷åííûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ;

3) âû÷èñëèòü ãðóïïû öåïåé Cn;

4) îïèñàòü ãîìîìîðôèçìû @n;

5) íàéòè ãðóïïû öèêëîâ An;

6) íàéòè ãðóïïû ãðàíèö Bn;

7) íàéòè ôàêòîð ãðóïïû Hn = An=Bn.

Çàäà÷à 4.4. Íàéòè ãðóïïû ãîìîëîãèé òî÷êè, îòðåçêà, îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 4.5. Íàéòè H2(S
2), H2(T

2).
Çàäà÷à 4.6. Äîêàæèòå, ÷òî H0(K) åñòü ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà,

ðàíã êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè êîìïëåêñà K.

Èòàê êàæäîìó ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó ñîïîñòàâëåíà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü åãî ãðóïï ãîìîëîãèé. ×òîáû çàâåðøèòü ïîñòðîåíèå ôóíêòîðà

èç êàòåãîðèè ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé

â êàòåãîðèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àáåëåâûõ ãðóïï è èõ ãîìîìîðôèçìîâ,

íóæíî êàæäîìó îòîáðàæåíèþ êîìïëåêñîâ ñîïîñòàâèòü ãîìîìîðôèçìû

èõ ãðóïï ãîìîëîãèé.

5 Ñèìïëèöèàëüíûå îòîáðàæåíèÿ è òåîðåìà

î ñèìïëèöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè

Îïðåäåëåíèå.Îòîáðàæåíèå îäíîãî ñèìïëåêñà â äðóãîé íàçûâàåòñÿ ëèíåé-
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íûì, åñëè îíî ïðîäîëæàåòñÿ äî àôôèííîãî (ò.å. ëèíåéíîãî ïðè ïîäõî-

äÿùåì âûáîðå êîîðäèíàò) îòîáðàæåíèÿ èõ íåñóùèõ ïëîñêîñòåé.

Çàäà÷à 5.1. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ñèìïëåêñà â ñèì-

ïëåêñ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçîì åãî âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå.Îòîáðàæåíèå ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ f : K ! L

íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì, åñëè îáðàç êàæäîãî ñèìïëåêñà êîìïëåê-

ñà K ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì êîìïëåêñà L, è åñëè íà êàæäîì ñèìïëåêñe

êîìïëåêñà K îòîáðàæåíèå f ëèíåéíî.

Çàäà÷à 5.2. Ïî÷åìó ïðè ñèìïëèöèàëüíîì îòîáðàæåíèè âåðøèíû ïå-

ðåõîäÿò â âåðøèíû?

Çàäà÷à 5.3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f (0) : K(0) ! L(0) ïåðåâîäèò ìíî-

æåñòâî âåðøèí K(0) êîìïëåêñà K â ìíîæåñòâî âåðøèí L(0) êîìïëåêñà

L. Äîêàæèòå, ÷òî f (0) ïðîäîëæàåòñÿ äî ñèìïëèöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

f : K ! L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

åñëè âåðøèíû v0; v1; :::; vm ëåæàò â îäíîì ñèìïëåêñå êîìïëåêñà K, òî âåð-

øèíû f (0)(v0); f
(0)(v1); :::; f

(0)(vm) ëåæàò â îäíîì ñèìïëåêñå êîìïëåêñà L.

Ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå f : K ! L èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå

' : C(K)! C(L) ñîîòâåòñòâóþùèõ öåïíûõ êîìïëåêñîâ, êîòîðîå çàäàåò-

ñÿ íà îáðàçóþùèõ (ò.å. íà ñèìïëåêñàõ) ôîðìóëîé:

'(�) =

8><
>:

0; dim� > dim f(�)
1; dim� = dim f(�); op(�) = op(f(�))

�1; dim� = dim f(�); op(�) 6= op(f(�));

ãäå op(�) � îðèåíòàöèÿ ñèìïëåêñà �.

Çàäà÷à 5.4. Äîêàæèòå, ÷òî ' � öåïíîå îòîáðàæåíèå.

Öåïíîå îòîáðàæåíèå ' : C(K) ! C(L) èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçè â

ãîìîëîãèÿõ f� : Hn(K)! Hn(L).
Îïðåäåëåíèå.Êîìïëåêñ K1 íàçûâàåòñÿ ïîäðàçäåëåíèåì êîìïëåêñà K,

åñëè îíè ñîâïàäàþò êàê ïîäìíîæåñòâà RN , è åñëè êàæäûé ñèìïëåêñ êîì-

ïëåêñà K1 ëåæèò â íåêîòîðîì ñèìïëåêñå êîìïëåêñà K.

Ïåðåõîä ê ïîäðàçäåëåíèþ îáû÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçáè-

åíèÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà íà áîëåå ìåëêèå òàê, ÷òîáû ýòè ðàçáèåíèÿ áûëè

ñîãëàñîâàíû íà ãðàíÿõ.

Çàäà÷à 5.5. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êîìïëåêñ èìååò ñêîëü óãîäíî ìåë-

êîå ïîäðàçäåëåíèå.

Òåîðåìà î ñèìïëèöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíî-

ãî îòîáðàæåíèÿ f : K ! L íàéäåòñÿ òàêîå ïîäðàçäåëåíèå K1 êîìïëåêñà
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K è òàêîå ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå g : K1 ! L, ÷òî g àïïðîêñèìè-

ðóåò f â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáîé òî÷êè x 2 K, òî÷êè f(x) è g(x)
ëåæàò â îäíîì ñèìïëåêñå êîìïëeêñà K.

Çàìå÷àíèå. Òåðìèí �àïïðîêñèìàöèÿ" îïðàâäûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè

îáñòîÿòåëüñòâàìè: çàñòàâèâ êàæäóþ òî÷êó f(x) ðàâíîìåðíî äâèãàòüñÿ ê
òî÷êå g(x) ïî ñîåäèíÿþùåìó èõ îòðåçêó, ìû ïîëó÷èì ãîìîòîïèþ ìåæäó

îòîáðàæåíèÿìè f è g. Òàêèì îáðàçîì, g àïïðîêñèìèðóåò f â ãîìîòîïè÷å-

ñêîì ñìûñëå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðåäâàðèòåëüíî âûáðàòü íàñòîëüêî

ìåëêîå ïîäðàçäåëåíèå êîìïëeêñà L, ÷òîáû äèàìåòðû ñèìïëåêñîâ íå ïðå-

âîñõîäèëè äàííîãî ÷èñëà �, òî îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ �-àïïðîêñèìàöèåé

îòîáðàæåíèÿ f â ìåòðè÷åñêîì ñìûñëå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñèìïëèöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè îïèðàåò-

ñÿ íà ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû.

Îïðåäåëåíèå.Îòêðûòîé çâåçäîé

Æ

St (v;K) âåðøèíû v â êîìïëåêñå

K íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå âíóòðåííîñòåé òåõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà K,

äëÿ êîòîðûõ òî÷êà v ñëóæèò âåðøèíîé.

Çàäà÷à 5.6. Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòàÿ çâåçäà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîä-

ìíîæåñòâîì êîìïëåêñà.

Çàäà÷à 5.7. Äîêàæèòå, ÷òî
mT
i=1

Æ

St (vi; K) 6= � òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà íà âåðøèíû vi íàòÿíóò ñèìïëåêñ.

Îïðåäåëåíèå.×èñëî Æ > 0 íàçûâàåòñÿ ëåáåãîâûì ÷èñëîì ïîêðûòèÿ

fu�g ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A � X,

äèàìåòð êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò Æ, íàéäåòñÿ òàêîå u�, ÷òî A � u�.

Çàäà÷à 5.8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìåòðè-

÷åñêîãî êîìïàêòà ëåáåãîâî ÷èñëî ñóùåñòâóåò.

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó î ñèìïëèöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè. Ïóñòü

f : K ! L � ïðîèçâîëüíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ñèìïëèöèàëüíûõ

êîìïëåêñîâ. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû w êîìïëåêñà L îïðåäåëèì îòêðûòîå

ìíîæåñòâî Uw = f�1(
Æ

St (v; L)) � K.

Òîãäà ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ fuwg ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì

êîìïëåêñà K. Ïóñòü Æ � ëåáåãîâî ÷èñëî ïîêðûòèÿ fuwg, è ïóñòü K1 �

íàñòîëüêî ìåëêîå ïîäðàçäåëåíèå êîìïëåêñà K, ÷òî äèàìåòð çâåçäû êàæ-

äîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò Æ. Ñîïîñòàâèì êàæäîé âåðøèíå v êîìïëåê-

ñà K1 òàêóþ âåðøèíó w êîìïëåêñà L, ÷òî
Æ

St (v;K1) � Uw. (Åñëè òàêèõ

âåðøèí íåñêîëüêî, âîçüìåì îäíó èç íèõ). Ýòî ñîïîñòàâëåíèå îïðåäåëÿåò

îòîáðàæåíèå g0 : K0
1 ! L0 âåðøèí êîìïëåêñà K1 â âåðøèíû êîìïëåêñà

L.
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Çàäà÷à 5.9. îêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå g0 ïðîäîëæàåòñÿ äî ñèìïëèöè-

àëüíîãî îòîáðàæåíèÿ g : K1 ! L, è ÷òî îòîáðàæåíèå g àïïðîêñèìèðóåò

f .

Cïðàâåäëèâ îòíîñèòåëüíûé âàðèàíò òåîðåìû î ñèìïëèöèàëüíîé àï-

ïðîêñèìàöèè. Åñëè èñõîäíîå îòîáðàæåíèå f : K ! L ÿâëÿåòñÿ ñèì-

ïëèöèàëüíûì íà íåêîòîðîì ïîäêîìïëåêñå M � K, òî àïïðîêñèìàöèþ g

ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû g ñîâïàäàëà ñ f íà M .

6 Èíäóöèðîâàííûå ãîìîìîðôèçìû â ãîìî-

ëîãèÿõ

Èìåÿ òåîðåìó î ñèìïëèöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè è çíàÿ, êàê ñèìïëèöè-

àëüíîå îòîáðàæåíèå èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçìû â ãîìîëîãèÿõ, íåòðóäíî

îïðåäåëèòü èíäóöèðîâàííûå ãîìîìîðôèçìû f� : Hn(K) ! Hn(L) äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f : K ! L. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì

f� = g�, ãäå g � êàêàÿ-íèáóäü ñèìïëèöèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îòîáðà-

æåíèÿ f . Íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â êîððåêòíîñòè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ò. å.

äîêàçàòü, ÷òî åñëè �g � äðóãàÿ ñèìïëèöèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îòîáðà-

æåíèÿ f , òî g = �g. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òàêîâà: èç f � g è f � �g ñëåäóåò,
÷òî g � �g, ò. å. ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå F : K � L ! L, ÷òî

F (x; 0) = g(x) è F (x; 1) = �g(x). Ïî îòíîñèòåëüíîé òåîðåìå î ñèìïëèöè-

àëüíîé àïïðîêñèìàöèè, ïðèìåíåííîé ê îòîáðàæåíèþ F , ìîæíî çàìåíèòü

åãî íà ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå G : K � I ! L, ñîâïàäàþùèå ñ îòî-

áðàæåíèÿìè g è �g íà îñíîâàíèÿõ öèëèíäðà K � I.

Åñëè òåïåðü a � ïðîèçâîëüíûé öèêë â K, òî @(a � I) = @a � I [

a � @I = a � f0g � a � f1g, à ïîýòîìó @G(a � I) = G(@a � I) = G(a �
f0g � a � f1g) = g(a) � �g(a). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü g(a) � �g(a)
ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé, ò. å. ÷òî öèêëû g(a) è �g(a) îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå
ýëåìåíò â ãîìîëîãèÿõ. Ïðèâåäåííàÿ èäåÿ ïîçâîëèò ëó÷øå ïîíÿòü ñòðîãîå

äîêàçàòåëüñòâî (ñì. [2]), â êîòîðîì, â ÷àñòíîñòè, îáúÿñíÿåòñÿ êàê ìîæíî

òðèàíãóëèðîâàòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå K� I è ïî÷åìó ñ àëãåáðàè÷åñêèì

îáúåêòîì (öèêëîì a) ìîæíî îáðàùàòüñÿ êàê ñ ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòîì,

óìíîæàÿ åãî, ñêàæåì, íà I.

Çàäà÷à 6.1. Îêðóæíîñòü jzj = 1 îòîáðàæàåòñÿ íà ñåáÿ ñ ïîìîùüþ

îòîáðàæåíèÿ f , çàäàâàåìîãî ôîðìóëîé f(z) = zn. Íàéäèòå f� âî âñåõ

ðàçìåðíîñòÿõ.
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Çàäà÷à 6.2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé èíäóöèðóåò

ñóïåðïîçèöèþ ãîìîìîðôèçìîâ, è ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èíäó-

öèðóåò òîæäåñòâî â ãîìîëîãèÿõ.

Çàäà÷à 6.3. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ èí-

äóöèðóþò îäèíàêîâûå ãîìîìîðôèçìû â ãîìîëîãèÿõ.

Ôóíêòîð èç êàòåãîðèè ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ â ëþáóþ äðóãóþ

êàòåãîðèþ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ f � g ) f� = g�, íàçûâàåòñÿ

ãîìîòîïè÷åñêèì.

Çàäà÷à 6.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãîìîòîïè÷åñêîãî ôóíêòîðà

F èç ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîñòðàíñòâ X è Y ñëåäóåò èçî-

ìîðôíîñòü ãðóïï F (X) è F (Y ).

7 Îòíîñèòåëüíûå ãîìîëîãèè

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï ãîìîëîãèé ìîæíî ñîïîñòàâèòü íå òîëüêî ïðî-

ñòðàíñòâó, íî è ïàðå ïðîñòðàíñòâ, èç êîòîðûõ îäíî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì äðóãîãî. Ãîìîëîãèè ïàðû ïðîñòðàíñòâ (ãîìîëîãèè ïî ìîäó-

ëþ, îòíîñèòåëüíûå ãîìîëîãèè) òåñíî ñâÿçàíû ñ ãîìîëîãèÿìè êàæäîãî èç

íèõ è ïîýòîìó ñâÿçûâàþò èõ äðóã ñ äðóãîì. îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

îòíîñèòåëüíûõ ãîìîëîãèé ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò àáñîëþòíûõ, ïîýòîìó äî-

ñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ êðàòêîé ñõåìîé.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ î÷åíü ïîëåçíî èìåòü ââèäó, ÷òî îòíîñèòåëüíûå ãîìî-

ëîãèè ïðîñòðàíñòâà ïî ìîäóëþ ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò ñ àáñîëþò-

íûìè.

Îïðåäåëåíèå.Ïîäêîìïëåêñîì êîìïëåêñà K íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà K.

Ïóñòü L � K � ïîäêîìïëåêñ.

Ãðóïïà öåïåé Cn(K;L) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà,

ïîðîæäåííàÿ ñèìïëåêñàìè èçKnL. Îïåðàòîð @n : Cn(K;L)! Cn�1(K;L)
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé @n(�n) =

P
Æ
n�1

i
2KnL �iÆ

n�1
i , ãäå ÷èñëà �i èìåþò òîò æå

ñìûñë, ÷òî è â àáñîëþòíîì ñëó÷àå. Ãðóïïà öèêëîâ An(K;L) ïî îïðå-

äåëåíèþ åñòü ÿäðî ãîìîìîðôèçìà @n, ãðóïïà ãðàíèö Bn(K;L) � îá-

ðàç ãîìîìîðôèçìà @n+1, ãðóïïà îòíîñèòåëüíûõ ãîìîëîãèé Hn(K;L) åñòü
An(K;L)=Bn(K;L). Êàê è â àáñîëþòíîì ñëó÷àå, îòîáðàæåíèå (ò.å. òàêîå

îòîáðàæåíèå f : K ! K1, ÷òî f(L) � L1) èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçìû

f� : Hn(K;L)! Hn(K1; L1).
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Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ãîìîëîãèé î÷åíü ïîëåçíî ïðî-

äóìàòü âîïðîñ: ÷åì îòíîñèòåëüíûå ãîìîëîãèè ïàðû (K;L) îòëè÷àþòñÿ
îò àáñîëþòíûõ ãîìîëîãèé ðàçíîñòè K n L èëè åå çàìûêàíèÿ.

8 Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîëîãèé

Äëÿ îïèñàíèÿ ñâÿçè àáñîëþòíûõ ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâ è îòíîñèòåëü-

íûõ ãîìîëîãèé ïàðû î÷åíü ïîëåçåí ÿçûê òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

::: �! An+1

'n+1
�! An

'n
�! An�1 �! :::

íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè ÿäðî êàæäîãî ñëåäóþùåãî ãîìîìîðôèçìà ñîâ-

ïàäàåò ñ îáðàçîì ïðåäûäóùåãî, ò. å. åñëè Ker'n = Im'n+1 äëÿ ëþáîãî

n.

Çàäà÷à 8.1. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ãîìîìîðôèçì ' â òî÷íîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè 0 �! A
'
�! B? Â òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A

'
�! B �!

0? Â òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 �! A
'
�! B �! 0?

Çàäà÷à 8.2. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 �!
A �! B �! C �! 0 ñëåäóåò, ÷òî C = B=A.

Àíàëîãè÷íî òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïï îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåïíûõ êîìïëåêñîâ è öåïíûõ îòîáðàæåíèé: òðåáó-

åòñÿ, ÷òîáû åå îãðàíè÷åíèå íà êàæäóþ ðàçìåðíîñòü äàâàëî òî÷íóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï.

Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîëîãèé.

Ïóñòü öåïíûå êîìïëåêñû C, C 0, C 00 ñâÿçàíû êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ

0 �! C 0 i
�! C

p
�! C 00

�! 0:

Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ãîìîëîãèé:

:::Hn(C
0)

i
�

�! Hn(C)
p
�

�! Hn(C
00) �! Hn�1(C

0) �! :::

×òîáû îïðåäåëèòü ãîìîìîðôèçì Æ, íàðèñóåì êîììóòàòèâíóþ äèà-

ãðàììó:
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::: ::: :::

# @ # @ # @

0 �! C 0

n+1

i
�! Cn+1

p
�! C 00

n+1 �! 0
# @ # @ # @

0 �! C 0

n

i
�! Cn

p
�! C 00

n �! 0
# @ # @ # @

0 �! C 0

n�1

i
�! Cn�1

p
�! C 00

n�1 �! 0
# @ # @ # @ :

::: ::: :::

Íà óðîâíå öèêëîâ ãîìîìîðôèçì Æ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Æ = i�1@p�1.

Ïîíèìàòü ýòó ôîðìóëó íóæíî òàê: ïóñòü h 2 Hn(C
00). Âûáåðåì

ïðåäñòàâëÿþùèé åãî öèêë a 2 An(C
00) � C 00

n. Òàê êàê ãîìîìîðôèçì p

ýïèìîðôåí (äàëüøå ñòîèò 0!), òî ìîæíî íàéòè t 2 p�1(a) 2 Cn. Èç êîì-

ìóòàòèâíîñòè äèàãðàììû ñëåäóåò, ÷òî p@(t) = @p(t) = @a = 0, ïîýòîìó
@t 2 Ker p = Im i. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåí ýëåìåíò x = i�1@(t). Òàê

êàê i@(x) = @i(x) = @2(x) = 0 è i � ìîíîìîðôèçì, òî @(x) = 0, ò.å. x ÿâ-

ëÿåòñÿ öèêëîì, ïîýòîìó îí îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ýëåìåíò �x 2 Hn�1(C
0).

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì Æ(x) = �x.
Ñëåäóþùèå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ïðè ïîìîùè äèàãðàììíîãî ïîèñêà.

Çàäà÷à 8.3. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò �x íå çàâèñèò îò âûáîðà ýëåìåíòà

t 2 p�1(a).
Çàäà÷à 8.4. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò �x íå çàâèñèò îò âûáîðà öèêëà a,

ïðåäñòàâëÿþùåãî êëàññ h.

Çàäà÷à 8.5. Äîêàæèòå òî÷íîñòü äëèííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîìîëî-

ãèé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû (K;L) ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåê-
ñîâ èìååò ìåñòî òî÷íàÿ êîðîòêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåïíûõ êîìïëåê-

ñîâ:

0 �! C(L)
i

�! C(K)
p
�! C(K;L) �! 0;

â êîòîðîé ãîìîìîðôèçì i èíäóöèðîâàí âëîæåíèåì L âK, à ãîìîìîðôèçì

p ñîñòîèò â îòáðàñûâàíèè òåõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà K, êîòîðûå ëåæàò

â L.

Ïîýòîìó ãîìîëîãèè êîìïëåêñîâ K è L ñâÿçàíû äëèííîé òî÷íîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ:

::: �! Hn(L)
i
�

�! Hn(K)
p
�

�! Hn(K;L)
Æ
�! Hn�1(L) �! :::
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9 Àêñèîìû âûðåçàíèÿ è ðàçìåðíîñòè è òåî-

ðåìà åäèíñòâåííîñòè

Àêñèîìà âûðåçàíèÿ â ñèìïëèöèàëüíîé òåîðèè ãîìîëîãèé ÿâëÿåòñÿ òåî-

ðåìîé, ò. å. äîêàçûâàåòñÿ.

Òåîðåìà. Ïóñòü êîìïëåêñû X, Y ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïîäêîìïëåêñó Z.

Òîãäà âëîæåíèå i ïàðû (X;Z) â ïàðó (X [Y; Y ) èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì
â ãîìîëîãèÿõ.

Çàäà÷à 9.1. Äîêàæèòå ýòó òåîðåìó.

Àêñèîìà ðàçìåðíîñòè òàêæå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé.

Òåîðåìà. Ãîìîëîãèè òî÷êè óñòðîåíû òàê:

Hn(�) =

(
0; n 6= 0
Z; n = 0:

Çàäà÷à 9.2. Äîêàæèòå ýòó òåîðåìó.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ãîìîëîãè÷åñêîãî ôóíê-

òîðà íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå.Ôóíêòîð H èç êàòåãîðèè ïàð ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåê-

ñîâ â êàòåãîðèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àáåëåâûõ ãðóïï íàçûâàåòñÿ ãîìî-

òîïè÷åñêèì, åñëè èç f � g ñëåäóåò f� = g�.

Îïðåäåëåíèå.Ôóíêòîð H íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû

ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ (X; Y ) èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü:

::: �! H n(L)
i
�

�! H n(K)
p
�

�! H n(K;L)
Æ
�! H n�1(L) �! ::;

ãäå ãîìîìîðôèçìû i� è p� èíäóöèðîâàíû âëîæåíèÿìè Y â X è ïàðû

(X; �) â (X; Y ), à ãîìîìîðôèçìû Æ ôóíêòîðèàëüíû ïî îòíîøåíèþ ê îòî-

áðàæåíèþ ïàð.

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè. Ëþáîé òî÷íûé ãîìîòîïè÷åñêèé ôóíêòîð,

óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìàì âûðåçàíèÿ è ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàåò ñ ôóíê-

òîðàìè ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé.

Äëÿ ëó÷øåé îðèåíòèðîâêè ïðèâåäåì ãðóáóþ ñõåì äîêàçàòåëüñòâà òå-

îðåìû åäèíñòâåííîñòè. Ïî àêñèîìå ðàçìåðíîñòè Hn(�), H n(�). Ñîâìåñò-
íûé àíàëèç òî÷íûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïàð (Dn; @Dn)
è (@Dn; Dn�1

0 ), ãäå Dn � n-ìåðíûé øàð (ñèìïëåêñ), @Dn � åãî êðàé, a

Dn�1
0 � ìåíüøèé øàð âíóòðè @Dn, ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñîâïàäåíèå ôóíê-

òîðîâH è H íà êëåòêàõ (ñèìïëåêñàõ) è ïàðàõ (êëåòêà, êðàé). Ñîâïàäåíèå
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H è H íà âñåõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñàõ ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëå-

äóþùåãî çàìå÷àíèÿ: ëþáîé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ ìîæíî ïîëó÷èòü

èç òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèêëåèâàíèåì êëåòêè ïî èõ ãðàíèöå.

10 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ðàçîáðàííûå âûøå çàäà÷è êàñàëèñü ñèìïëèöèàëüíîé òåîðèè ãîìîëîãèé.

Èìåþòñÿ è äðóãèå òåîðèè, íàïðèìåð êëåòî÷íûå ãîìîëîãèè è ñèíãóëÿð-

íûå ãîìîëîãèè. Èõ îòëè÷èå îò ñèìïëèöèàëüíûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñî-

ïîñòàâëåíèå ïðîñòðàíñòâó öåïíîãî êîìïëåêñà ïðîèçâîäèòñÿ äðóãèì ñïî-

ñîáîì, õîòÿ ãðóïïû ãîìîëîãèé ïîëó÷àþòñÿ òàêèìè æå. Öåïíîé êîìïëåêñ

â êëåòî÷íîé òåîðèè ïîðîæäåí íå ñèìïëåêñàìè, êàê â ñèìïëèöèàëüíîì,

à êëåòêàìè, ò.å. áîëåå êðóïíûìè áëîêàìè. Ýòî ïðèâîäèò ê áîëåå ýêî-

íîìíîìó ñïîñîáó âû÷èñëåíèÿ. Öåïíîé êîìïëåêñ â ñèíãóëÿðíîé òåîðèè

ïîðîæäåí ñèíãóëÿðíûìè ñèìïëåêñàìè, ò.å. îòîáðàæåíèÿìè ñèìïëåêñà

â ïðîñòðàíñòâî. Ïðåèìóùåñòâî ñèíãóëÿðíûõ ãîìîëîãèé ñîñòîèò â òîì,

÷òî îíè îïðåäåëåíû äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìíîãèå òåîðåìû, ñëîæ-

íûå â ñèìïëèöèàëüíîé òåîðèè, ñòàíîâÿòñÿ ïðîñòûìè â ñèíãóëÿðíîé. Íà-

ïðèìåð, òåîðåìà îá èçîìîðôíîñòè ãðóïï ãîìîëîãèé ãîìåîìîðôíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ â ñèíãóëÿðíîé òåîðèè òðèâèàëüíà. Íåäîñòàòîê ñèíãóëÿðíûõ

ãîìîëîãèé ñîñòîèò â ñëîæíîñòè èõ âû÷èñëåíèÿ.

Íàêîíåö, ñëåäóåò ñêàçàòü î òàê íàçûâàåìûõ ýêñòðàîðäèíàðíûõ òåî-

ðèÿõ ãîìîëîãèé. Îíè îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íîé òåì, ÷òî àêñèîìà ðàçìåð-

íîñòè èìååò äðóãîé âèä. Ìîæíî ïîëîæèòü, íàïðèìåð,

Hn(�) =

(
0; n 6= 0
G; n = 0;

ãäå G � ôèêñèðîâàííàÿ àáåëåâà ãðóïïà è ïîëó÷èòü òàê íàçûâàåìûå ãî-

ìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå G.
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